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Vzorové riesenia 2. kola zimnej ¢asti 2009/2010

2.1 Kmen (opravovala Marika, vzorak Poli)

V africkom kmeni N!xau sa Saman rozhodol zadat s vedou. Aby vedu co najviac priblizil domorodému
obyvatelstvu, zvolil si nasledovné jednotky miery: rychlost meria v jednotkach gepard (1 gepard = 30m/s),
dlzku v Zirafach (1 Zirafa = 6 m), hmotnost v moréatach (1 moréa = 200 g) a silu v bugoch (1 bug = 0,05 N).

a) (4 body) Ako v tychto jednotkach vyjadri tlak o velkoti 1 Pa?

b) (5 body) Ako spini zadanie a) pokial vo vysledku nechce mat bug?

V africkom kmeni sa rozhodli pouZivat skuto¢ne nevSedné jednotky. Na to, aby sme zistili ako
vyjadrime tlak v jednotkdch nasho kmeria, potrebujeme zistit, ako sa vyjadri tlak v ,naSich“
jednotkach:

[p] = [F1/15],
1Pa=1N/m”.
Pozrime sa na to: Newton na jednotky znédme naSmu kmefiu premenit vieme, metre tiez, teda

by to malo ist. Dosadime 1bug = 0,05 N teda N = 20bug, dalej 1zZir = 6 m teda 1m = %ﬁr,

pozor 1m? = % zir?. Tym padom
20b b
1Pa= 0 — 720 2
36 Zir Zir

Ako vyjadrit 1Pa, ked nechceme bug? N4jdime najprv vyjadrenie 1Pa v ,nasSich“ jednot-
kéch, tak aby neobsahovalo Newton. KedZe jednotky SI neobsahujii Newton, nemalo by to byt
také fazké. [F] = [ma] = kgm/s?. Teda ked to dosadime do Pascalu:

k k
gm _ | X8

1Pa=1 .
& sZ m? m s2

Toto vyjadrenie ndm vyhovuje, lebo neobsahuje N (teda nebude ani bug), na druhej strane
sekundy neméame vyjadrené v jednotkach kmena. Jedina jednotka, ktortt Africania poznaju a
obsahuje sekundy, je gepard 1gep = 30m/s, vo vzorci potrebujeme mat v menovateli sekundu
na druht, teda geparda potrebujeme umocneného na druh:

kg m? kg (m/s)?

1Pa=1 =1
& m s? m? m3
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Teraz uz mame vietko tak ako to potrebujeme, 1kg = 5mor, 1m/s = g5 gep, 1m = § Zir.
Dosadime: ) ) 12
k D mor - (3= gepar
1Pa— 158/ (3 &opard)
m3 (5 7ir)3

Pa = 1,2 mor gep?/ zir®

Uloha to naozaj nebola tazkéd, no je dolezité nezabudntt pri umoctiovani umocnit okrem
¢isla, ktoré urc¢uje pomer medzi odpovedajicimi si jednotkami, umocnif aj dané jednotky, napr.
3_ 1 3
lm® = 5 zir.

2.2 Cierna skrinka (opravovala Halucinka)

Mame cCiernu skrinku, ktord obsahuje v sebe nejaké elektrické zapojenie, o ktorom vieme Ze sa sklada iba
z obyd&ajnych vodicov a Ziaroviek, ktoré z nej tréia von. Z &iernej skrinky vedd von 4 vyvody (A, B, C,
D) na ktoré mdzme pripdjat baterku a 4 ziarovky (1, 2, 3, 4). Vezmeme baterku a postupne ju budeme
pripajat:

e na vyvody A, B — zasvietia Ziarovky 1 a 2

e na vyvody D, A — zasvietia ziarovky 1 a 2

e na vyvody B, — zasvietia ziarovky 3 a 4

e na vyvody C, D — zasvietia Ziarovky 3 a 4

Vsetky Ziarovky pritom svietia vzdy rovnako silno. Ked pripojim baterku na A, C svietia vietky Styri
Ziarovky, ale slabsie ako predtym. Co sa stane ak pripojim baterku na B, D?

Co sa skryva v ¢iernej skrinke? Podme si precitat, ¢o to t4 skritia ma byt vlastne za¢. Ked
baterku pripojime na vyvody A a B, tak za¢nu svietit iba Ziarovky 1 a 2. To znamena, Ze je
to pekny uzavrety obvod, v ktorom st dve Ziarovky. Ako mozu byt zapojené tieto Ziarovky?
Paralelne (vedla seba) alebo sériovo (za sebou). To este nevieme. Podobne ked baterku pripojime
na vyvody A a D, tak svietia rovnaké dve ziarovky a rovnako mézu byt zapojené paralelne alebo

sériovo.!
1 2 3 4 1 2 3 4
\ VF?\
A B C D A B C D
Obr. 1: Zapojenie ziaroviek 1 a 2 sériovo Obr. 2: Zapojenie ziaroviek 1 a 2 paralelne

Analogicky pripojime ziarovky 3, 4 na vyvody C, B a potom aj na vyvody C, D. Zapojenie
bude zase sériové, alebo paralelné.

LV obrazkoch st éernymi bodkami naznacené uzly, len kriziace sa vodice, nie st uzly.

2 otazky@fks.sk
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g i
S 6 6 6 S 6 6 6

A B C D A B C D

Obr. 3: Zapojenie ziaroviek 3 a 4 sériovo Obr. 4: Zapojenie ziaroviek 3 a 4 paralelne

V zadani je napisané, Ze pri vSetkych zapojeniach (okrem posledného) svietia Ziarovky
rovnako silno. Co ma prividdza na otézku, ¢ ziarovky 1 a 2 mozu byt zapojené paralelne a
Ziarovky 3 a 4 sériovo a zaroven budu vSetky sietit rovnako silno. Odpoved na tato otazku
je samozrejme nie. Oznacme odpor jednej ziarovky R a napitie na baterke U. Odpor dvoch
sériovo zapojenych ziaroviek je 2R a z Ohmovho zakona prud pretekajici nimi bude: I = %U /R.
Ak st zapojené paralelne, tak kazdd z nich je vlastne (v podstate nezévisle) napojena na
potencialovy skok (= napitie) o velkosti U a prechadzjici prad U/ R je dva krat taky velky ako
v predchadzajicom pripade. To znamend roznu intenzitu svietenia. Preto ziarovky 1, 2 musia
byt zapojené rovnako ako Ziarovky 3, 4.

Teda zapojenia (12) a (34) st bud obe paralalné alebo sériové. Zatial nasa ¢ierna skrinka

vyzera takto:
1 2 3 4
r@f?@;j@]
& b & 4 S & & 4

A B C D A B C D

Obr. 5: Zapojenie vSetkych ziaroviek sériovo Obr. 6: Zapojenie vsetkych Ziaroviek paralelne

Teraz ndm ostéva uz len overit poslednii podmienku zo zadania. Ked zapojime zdroj na A
a C, tak musia svietet vSetky Styri ziarovky, ale slabsie. Overme si tito podmienku pre nasu
¢iernu skrinku, skladajticu sa ¢i uz zo sériovych alebo paralelnych zapojeni dvojic Ziaroviek.
V uzle B = D bude elektricky potencial rovny priemernej hodnote z potencidlov v uzloch A, C.
Toto plati vdaka symetrii celej situacie. Z toho hned dostavame, Ze potencidlovy rozdiel medzi
A a B respektive medzi B a C' bude poloviény v porovnani s rozdielmi pri predchadzajtacich
zapojeniach baterky. Polovi¢né teda budu aj vSetky prudy teciice baterkami a tieto teda sku-
to¢ne budi svietit slabsie.? Uz sa len sta¢i pozriet, ¢o sa stane, ked zapojime baterku na vyvody
B a D. Kedze B a D st priamo spojené vodi¢mi (obvod je uzavrety a neprechidza ziadnou
ziarovkou), teda nebude svietif ani jedna ziarovka, ba dokonca nastane skrat.

2Inymi slovami, dvakrat to isté zapojené v sérii na dant baterku znamend Ze baterka musi svoje napétie
rozlozit na obe polovice obvodu a na kazdi teda pripad4 napiétie iba polovicné.

3 otazky@fks.sk
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Vela z vés robilo chybu v tom, Ze ste predpokladali, Ze existuje prave jedno rieSenie Cier-
nej skrinky. Citala som aj nejaké pokusy o empatiu: ,,Ved by ste nedavali priklad s dvoma
rieSeniami vedici k dvom réznym vysledkom®. Bohuzial takyto argument som neuznavala. Od
uplne spravneho rieSenia som vyzadovala zmienku o tom, Ze hladame vSetky rieSenia a par slov
o paralelnom a sériovom zapojeni jednotlivych Ziaroviek. Nechcela som dokaz, ze su to vsetky
rieSenia, skuto¢ne presny dokaz koniec-koncov chyba aj tomuto vzoraku. Chcela som vsSak vi-
diet, 7e ste sa nad tym zamysleli. Ak vam toto chybalo, tak som strhla 1 alebo 2 bodiky. Dalej
som bodovala tradi¢ne. Za neoverenie poslednej podmienky (Ze na vyvodoch A, C svietia vSetky
Styri ziarovky a slabsie) som strhavala tiez 1 az 2 bodiky. Za nepresné popisovanie, nebodaj
chyby som strhla uz viac. Celkovo sa v8ak tesim z toho, Ze bolo vela spravnych rieseni a tesim
sa na dalSie. Krasneho Mikul4sa zelam.

2.3 Kozmicka nehoda (opravovali Tinka)

Na obeznej drahe okolo Zeme v roku 2147: Na lukostreleckom cvicisku lezi nebohy pan K. so Sipom v hrudi!
Nehodu vysetruje detektiv Ocko. Zistil, Ze pan K. mal v praci zly den, ktory sa podla slov jeho kolegov
rozhodol zahnat svojim jedinym hobby, lukostrelbou. Kolegovia padna K. nevyzerali velmi trichlivo, pan
K. bol Gdajne velmi do seba uzavrety &lovek. Pre lukostrelbu sliZi na vesmirnej stanici valcovity modul,
ktory rotuje okolo svojej osi symetrie, &im vytvara ,umel( gravitciu” o velkosti pozemskej na vnitorne;
strane valca. Valec ma dizku niekolko kilometrov a priemer D = 250 m. Clenovia streleckého klubu poskytli
detektivovi zaznamy o rychlostiach panom K. vystrelenych Sipov pri beznom tréningu: 31,2m/s, 32,7m/s,
30,9m/s, 31,8m/s, 32,4m/s, 33,0m/s ... Detektiv Ocko si v§imol, Ze ter¢ je navzdory zauZivanej praxi
upevneny priamo nad mrtvolou pana K. na osi symetrie valca. ,Niet sa Co divit," okomentoval smrt ved(ci
Sportového oddelenia pan Krnag, ,ked ten trpak strielal rovno nad seba. Minul teré a Sip ho pri pade
zapichol ako prasa.” Kozmicky nestastnd nehoda?! Detektiv Ocko zobral luk, a skusmo vypalil jeden Sip
nahor.

a) Aky pohyb Sipu bude detektiv vidiet? Bude bocit do nejakej strany a ak dno, pre¢o?
b) Mohla to naozaj byt nehoda?

Odpor vzduchu pri vypocétoch zanedbajte.

Sltabila som, Ze tento vzorak bude nablyskany a to teda bude, nepovedzte Ze nie. Vynika
najmi tym, ze sa v nom nevyskytuje ziadna divoka goniometricka magia, ani vysledné trivialne
formule v tvare nechutnych zlomkov a odmocnin. A priznajme si rovno, to sa vicSine z vas
nepodarilo.

Malo by byt vasim Pavlovovskym reflexom, Ze v okamihu, ked zac¢ujete nieco o rotacii okolo
nejakej osi, nadobudnete neodbitny pocit, ze do hry vstupuje dostrediva sila. Ale podme na to
pekne podrobne.

Pan K. si zdanlivo pokludne stoji v rotujicom valci. Predpokladajme, Ze valec rotuje rovno-
merne® a teda nech je velkost jeho obvodovej rychlosti v. V kazdom okamihu sa pan K. pohybuje
v smere ,doty¢nice ku povrchu valca kolmej na rota¢nt os valca® (dalej len DKPVKNROV),
a tento smer je nuteny menit — valec predsa prudko rotuje! LenZe ak sa rychlost meni, musi
na K. posobit nejakéa sila. T4, ako sa lahko ukaZe, smeruje do stredu valca a na pocest toho sa

3Ked docitate cely tento odstavec, premyslite si, pre¢o to predpokladat moézeme (hint: simulujeme graviticiu).

4 otazky@fks.sk
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jej hovori dostrediva. Jej fiktivny? néprotivok je odstrediva sila. Tou je pan K. pritld¢any na
povrch. A to znie zaujimavo.

Pozrime sa teraz uz konecne na nas$ Sip a to z inercialnej ststavy vonkajsieho pozorovatela.
Tato sustava ma ti vyhodu, Ze v nej neexituju ziadne fiktivne sily a v okamihu ako Sip vy-
strelime, bude sa pohybovat rovnomerne priamociaro, hoc’ by sa fiktivnymi silami pomylenym
obyvatelom vnutra valca zdalo ¢osi iné. Aké vSak ta rychlost rovnomerného priamociareho po-
hybu bude? V okamihu tesne pred vystrelom sa rovnako ako pan K. pohyboval sip v smere
DKPVKNROYV rychlostou v a teda jeho vyslednt rychlost dostaneme zloZenim tej, ktorda mu
udelil pan K. a v (tie st na seba kolmé). Na to, aby $ip prebodol pana K., sa musi stat, ze aj
sip aj pan K budt pocas letu sipu v nejakom ¢ase na rovnakom mieste. Pozrime sa na obrazok,
konkrétnejsie na smer dany osou z. Sip sa v tomto smere pohybuje konstantnou rychlostou v.
A pan K.? V okamihu, ked sa valec pooto¢i z pdvodnej polohy o uhol a, bude jeho okamzita
rychlost v tomto smere v cos a.% LenZe kosinus je okrem pripadu o = 0 mensi ako jedna a teda
pan K sa v smere osi x pohybuje stale pomalsie (okrem okamihu vystrelu) nez $ip, jeho z-ova
stradnica bude teda vzdy (po vystrele) mensia ako z-ova stradnica $ipu a teda sa nemdzu
stretnut!

Este nam zostéva rozhodnit, ¢i Sip ktory vystrelime nad seba bude bo¢it a ako (pozorované
v rotujucej ststave). Pozerajtc sa na situdciu opiit zo ststavy vonkajsieho pozorovatela, vysku
sipu budeme najlah8ie urcovat pomocou jeho vzdialenosti od osi rotécie valca.

K" z K

Obr. 7: Vysledna rychlost sipu Obr. 8: Vysledna trajektéria sipu

Z obrazka je hned jasné, Ze $ip sa najprv priblizuje a potom vzdaluje od osi rotacie valca
a teda najprv poleti nahor a potom nadol. Umela gravitacia teda neni az taka kravina — as-
poi zéakladnt predstavu o gravitacnom poli splita. Co s pohybom $ipu do boku? Ten najlahsie
analyzujeme pomocou rozdielu uhlovych rychlosti valca a Sipu (vzhladom na os rotécie valca).
Valec sa pohybuje konstantnou obvodovou a teda aj uhlovou rychlostou, so Sipom je to zloZi-
tejsie. V okamihu vytrelu sa pohybuje rovnakou uhlovou rychlostou ako valec (zlozka rychlosti,
ktora sme pridali vystrelom nemd vplyv na uhlovi stiradnicu $ipu). Z obrazka sa da usadit, ze
uhlova rychlost sipu bude nasledne narastat, az kym Sip nepreleti bodom B — potom bude jeho
uhlové rychlost opéf klesat a v mieste kde narazi do plasta valca bude jeho uhlova rychlost
zase rovnaka ako uhlova rychlost valca — to vieme zo symetrie problému. Detektiv Ocko teda
uvidi 8ip bodit, pri¢om rychlost bocenia najprv narastd z nuly na maximalnu hodnotu, ktora

4takto sa nadéva silam, ktoré v skutoénosti neexistuji, len my ich vnimame, pretoze sa na situaciu divame
z neinercidlnej vztaznej ststavy

5 Ak ti toto nie je jasné, nakresli si obrazok a iba rozloz v do tjchto dvoch smerov. Ale naozaj to sprav, never
mi len tak, ja ¢asto kecam bludy!

) otazky@fks.sk
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sa dosahuje v najvrchnejSom bode trajektorie Sipu — odtial zase rychlost bodenia Sipu klesa az
na nulovi®. V rotujicej stistave valca je za bocivy pohyb §ipu zodpovedna tzv. Coriolisova sila.
Tato vedie castokrat k prekvapivym zisteniam aj v beznom Zivote — uvedomte si, zZe cela nasa
Zem sa otaca okolo svojej osi a ked sa napriklad blizite k pélu ¢i padéte z vysokej veze, blizite
sa k osi rotacie. Ma to vplyv napriklad na balistiku, ale zemepisci tvrdia, ze aj toky dlhych
riek maju tendenciu sa kvoli Coriolisovi a jeho sile skriicat. A vselico iné, skuste si pohladat,
zaujimavé citanie.

2.4 Experimentalka (opravovali Filip)

Vezmite $pagat a ty¢ s priemerom niekolko centimetrov. Omotajte $pagat okolo tyle tak, aby uhol medzi
krajnymi dotykovymi bodmi bol « Zatiahnime teraz za jeden koniec Spagatu silou F; a oznaCme Fj
najvacsiu silu, ktorou mozno tahat druhy z koncov tak, aby Spagat po tyci neprekizaval. Experimentalne
uréite zavislost Fy/F; od . Akou funkciou je zdvislost rozumne aproximovatelna?

Méame skumat akusi zavislost dvoch parametrov — pomeru sil a uhla. To znamand, Ze jeden
z nich si mozeme zvolit za premmennt a dosadzat také hodnoty, aké sa ndm hodia a budeme
meraf velkost druhej veli¢iny.

Prvy pristup je teda taky, Ze za parameter zvolime uhol. Najlahsie sa nam meraji uhly
7w + 2km — teda pripady, ked je lanko len prevesené cez ty¢ alebo péarkrat otocené. Na jeden
koniec zavesime napriklad ¢okoldadu o hmotnosti mq = 123 g. Pokial neméme po ruke silomer,
tak si ho mozeme vyrobit. Vezmeme fTasu, do ktorej budeme pomaly prilievat vodu, az kym
lanko nezacne preSmykovaf, a pripevnime ju na druhy koniec. Vzdy, ked flasa prekond treciu
silu, tak odvazime jej hmotnost a aha, mame silu.

Meranie pre kazdy uhol trikrat zopakujeme. Takymto sposobom sme prisli k nasledujiicim
vysledkom:

Tab. 1: Hmotnost v zavislosti od uhla

®[rrad] mifg] molg] mslg] mlg] p=m/me

1 173 166 175 171 1,39
3 300 296 330 309 2,51
) 635 681 618 645 5,24
7 1390 1260 1220 1290 10,49

V tabulke sme zaviedli veli¢inu p — pomer hmotnosti zdvazi na jednej a druhej strane. Uz
teraz si mozeme v&imnuf, Ze pomer rastie velmi rjchlo. Ziadna linedrna zévislost to asi nebude.
Z nameranych hodnot sa da tusit, Ze vysledok je nieco strasne rastiice. Nemohla by to byt
exponenciala?’ Skisme teda prelozif nasimi meraniami exponencialu v tvare p = e*®, kde p je

6Priznajme viak, Ze sme celil anal§zu znac¢ne zjednodusili — nakolko sa vSak jednd o kvalitativnu otazku,
uspokojime sa s takymto priblizenim. Poriadny popis trajektérie Sipu by sa robil najlahsie v rotujtcej vztaznej
ststave zahfnajuc vsetky fiktivne sily

"Kazdy, kto teraz povedal ,,C66677¢ a veri si, ze zvlada aj tazsiu fyziku si moze precitat aj ,éast pre makacov®
na konci.

6 otazky@fks.sk



°
FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

pomer F'/Fy = m/mgy = p. Treba zistit, ¢i k v exponente je naozaj konstanta rovnaka pre vsetky
merania. Upravou vyrazu pre exponencidlu dostavame vztah: k = In(p)/®. Dosadme vysledky
jednotlivych merani. Hodnoty £ = 0,105; 0,098; 0,105; 0,107. Naozaj, vysledky sa takmer nelisia
a k je naozaj konstanta s nameranou hodnotou k = 0,104.

Mame tych bodov vSak dost mélo, skiisme eSte jedno meranie, ¢i to naozaj sedi. Teraz si za
parameter zvolme hmotnost zavazia. Budeme pridavat (vlastne prilievat) zavazie a meraf, pri
akom uhle sa nam ststava posunie.

Tab. 2: Zavislost uhla od hmotnosti zdvaZia

mlg] ®[rrad] p=m/my k

200 1,3 1,63 0,124
250 2.1 2,03 0,106
300 2,6 244 0,108
350 3,0 285 0,111
400 3,8 3,25 0,100
500 4,8 4,07 0,004
600 5,0 488 0,101
800 6,0 6,50 0,099
1000 6,0 8,13 0,111

Pre prehladnost zazna¢me hodnoty do grafu:

1200 25
1000 | 2
800 ]
15 A
= 600 | =
E | =
400
B |
m" .
200 -/ ?
0 0
1 2 3 4 5 & 7 o 1 2 3 4 5 & 7
Phifpi Phifpi
Obr. 9: Zavislost hmotnosti od uhlu Obr. 10: Zéavislost logaritmu hmotnosti od uhlu

Kto uz niekedy videl exponencidlu, mal by ju uvidief aj tu. No podme sa presvedéit. Ak
je zévislost naozaj v tvare p = e*®, potom zavislost y = In(p) = k® je linedrna od uhla.
Nakreslime si ju. Nie je ziadny problém prelozit nameranymi hodnotami priamku.®

870 sktisenosti viem, Ze prelozif priamkou sa d4 hoci¢o. Opravovatelov to vSak potom nepotesi.

7 otazky@fks.sk
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No tu priklad zdaleka nekon¢i. Zamyslime sa eSte nad presnostou merania. Dobre. Stacilo. Za
ten ¢as ste si mali uvedomit, Ze chyb bolo veelku dost. KedZe sme nemerali Ziadnu hodnotu, len
zavislost, iplne mi stacilo, ak ste spomenuli, Ze nejaké chyby sa vyskytli. Moc ratania nebolo
treba. Ale kto vyhlasil svoje rieSenie za dokonalé, skvelé a bezchybné, ten bol presvedceny
o opaku.

Okrem chyb merania hmotnosti zavazi a uhlov sa vyskytli chyby sposobené tym, ze koefi-
cienty statického a dynamického trenia sa lisia. To je hlupe, lebo do ststavy v pokoji stacilo
trochu drgnuft, ¢im sme prekonali statické trenie a dynamické uz bolo prili§ malé, aby pad za-
stavilo. A podla toho, ako a kedy sme drgali/nalievali vodu/fikal vietor sa nam ststava uviedla
do pohybu pri roznych hmotnostiach zavazi. Preto treba urobif viac merani a na podcitanie
vyuzivaf ich priemernd hodnotu.

Poucenie z prikladu: exponencialne zéavislosti st vo fyzike velmi ¢asté. Ak vam teda nieco
na jednom konci velmi rychlo narasté, skiiste hodnoty zlogaritmovat, ¢i ndhodou nebudu lezat
na priamke. . .

Druhé vec je, Ze ked méate n merani, tak vzdy sa d&4 nimi prelozit polyném n-tého stupria.
A mnohé iné. To vSak neznamenad, Ze tento polyném je hladané zavislost! Vo fyzike ocakdvame
nieco jednoduché a ak niekomu vyjde nieco strasne skaredé, mal by sa nad sebou zamysliet.
Riesenia typu arctg(4z) + 110 + 62:/x¢ st prinajmensom podozrivé byt nespravnymi. Jedno-
duché rada, skiste uz tato zévislost nemenit a odmerat par novych merani — stavim sa, Ze
tieto uz nebudi pasovat do ,zarucene spravneho vztahu®. A nie, par koeficientov navyse tomu
nepomoze.

Toto je koniec.” Nasleduje vysvetlenie preco to vyslo tak, ako to vyslo, no matematicky to
bude naroc¢né. Je to pre tych, ¢o uz Cosi vedia. Varoval som vas.

Fy,

Fq
de

Obr. 11: Pani s dazdnikom(pohlad zhora)

Pozrime sa na element $pagatu dizky di. Kedze ststava je v pokoji, musi byt v pokoji aj
kazd4 jej cast a teda vyslednica sil na nas element musi byt nulova. Pokial si element Spagatu
len tak visi, tak nan pdsobia len tri sily — tah smerom dole na jeho dolnom okraji velkosti Fy,
tah na jeho hornom okraji dohora Fj, a jeho vlastné tiaz No ti zanedbame. Potom vidime, Ze
Fy = F,. KedZze to plati pre kazdy element, sila sa nemeni a prenasa sa z jedného konca na
druhy. No vtom pride kus tyce a situacia sa zmeni. Okrem tychto sil sa objavi aj trecia sila.

9To ste este nevideli koniec uprostred vzordku?
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Plati zndmy vzorec F; = fFy, kde F, je normalova sila. Podme ju vypocitat. Nakreslime si
obrazok.

Vidime, Ze sily Fy a F, zvieraju uhol dy. KedZe element dizky je velmi kratky, mozeme
predpokladaft, Ze sily sa prili§ nezmenia a si priblizne rovné F. Normalova sila je teda ich
vektorovym suctom, Cize F, = 2F'sin %dgp. Vyuzijeme teraz aproximaciu sin %dgp R %dgp pre
malé uhly. MoZeme dosadif do rovnice pre rovnovahu sil:

dF = Fy— B, =F, =
= fFdyp,
dF/F = fdg.

To, ¢o sme prave urobili sa nazyva separacia premennych. Na lavej strane st sily, vpravo
uhly. Veli¢ina dF' vyjadruje o kolko sa ndm zmeni napéfova sila F' v lanku na danom tseku
dlzky Rdy. Vysledné zmena sily bude preto si¢tom zmien na kazdom elemente lanka. Cize

integralom:
far ¢
— = fde.
A F A

Preco také hranice? Sila sa ndm meni od minimalnej F{ na jej hornom konci po maximalnu
na jej druhej strane, uhol sa meni tiez v nejakom rozsahu (podla toho, ¢o povazujeme za nulu).
Vysledok je:

Teraz staci vyjadrif silu Fy:

Ahaju!'® Exponenciéla. . .

2.5 True story (opravovali Mazo)

V animovanych seridloch obcas vidime, ako prid vody, napriklad z hadice alebo fontany, vynesie postavicku
do vzduchu (obrazok). Nech voda z hadice strieka prietokom @ = 31/s, pricom voda strieka do vysky
maximalne hpax = 10m nad Gstie hadice. Predpokladajte, Ze voda po ndraze na chrbat sa rozstrekuje vo
vodorovnom smere.

a)Akd najmenSiu hmotnost muy,i, mdze mat postavicka, aby ju prid vyniesol aspon do nejakej nenulovej
vysky?

b)Nech ma postavitka hmotnost m < mp;,. Do akej vysky ju prid vody vynesie?

V zadani sa vyskytla drobné chyba: chceli sme samozrejme maximélnu hmotnost postavicky,
nie minimalnu. Budeme ju oznacovat mpy.

Mozeme naSe tvahy zacaf tym, Ze postavicky sa zvycajne vo vzduchu nevznasaju — gravi-
tacné sila ich stiahne k zemi. Aby sa postavicka mohla vznasat, alebo dokonca stipat nahor,
musi byt tato gravitacna sila vyvaZena inou silou. V nasom pripade pojde o silu, ktora vznikne
zmenou smeru pohybu vody pri naraze na chrbat postavicky. Voda leti smerom nahor a po na-
raze do postavicky uz nahor neleti (ba dokonca pojde vodorovne, ako uvadza zadanie). Fyzikalne
povedané, voda stratila hybnost v zvislom smere. KedZe hybnost sa podla zédkona zachovania

10Zensky rod od ahaho.
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hybnosti bez vonkaj$ich vplyvov nemeni, musela na vodu pdsobif postavicka nejakou silou.
A podla zékona akcie a reakcie presne opacnou silou zase posobi voda na postavicku a nadnasa
ju. Treba si uvedomit, ze ¢im vysSie je postavicka, tym mensiu rychlost mé voda a tym mensou
silou pdsobi (napriklad vo vyske 10 m uz voda neposobi Ziadnou silou).

Ostéava nam porovnat velkost gravitacnej sily F a sily Fy, ktorou pdsobi voda na postavicku
s hmotnostou m vo vyske h. Ozna¢me v rychlost vody v momente narazu. Zo zndmych vzorcov
vieme, ze

Fy =myg a F,=Ap/At.

Ostéava urc¢it zmenu hybnosti vody Ap v zvislom smere za ¢as At. Mnozstvo vody, ktoré za tento
Cas straca hybnost, zistime z prietoku hadice: Q = AV/At, ¢ize za ¢as At prejde hadicou QA
metrov kubickych vody s hmotnostou M = pQAt (g je hustota vody). Rychlost vody vo vyske
h je taka, aka by ziskala volnym padom z vySky hpax do vysky h, ¢ize v = \/2g(hmax — h).
Celkovo pre silu F, dostavame

Ap MAv  oQAtv
Fv = X, = = 2 max .
At At A 0Qv2(h h)

Zaujima nés, do akej vysky vynesie prud vody postavicku s hmotnostou m, ¢ize v akej vyske je
sila pradu pdsobiaca na postavicku rovna gravitacnej sile pdsobiacej na tito postavicku. Inak
povedané, pre aké h plati Iy = F,?

2
mg = 0Qv/29(hmax — ), teda h = hpax — mg

20%Q%

Pre zadané hodnoty dostaneme h = (10 — m? - 0,55 kg™?) metra.

Aby prad vody vyniesol postavicku do aspon nejakej nenulovej vysky, musi sila vodného
pradu vo vyske Om (v tusti hadice) presahovat gravitaéni silu pdsobiacu na postavicku, ¢ize
chceme F, < F,. Z toho m < 1/10/0,55kg, preto mmax je priblizne 5,28 kg. Pre zaujimavost,
postavicku s poloviénou hmotnostou ako je maximalna vynesie prad do vysky az 7,5 m.

Komentar: Mnohi z vas skuSali ¢osi spocitat cez energie. Tento pristup ndm umozni c¢osi
vyratat, nie vSak to, ¢o chceme. V situécii, ked je postavicka staticka a len sa vznasa na prude
vody vo vyske h, nevykonava priud vody Ziadnu pracu. Cast pévodnej kinetickej energie vody sa
zmenila na potencidlnu energiu zodpovedajicu vyske h nad ustim hadice, zvysok vSak ostava
vode ako kinetickd energia a mohli by sme z toho vypocitat rychlost vody striekajticej vodorovne
po néraze na chrbat postavicky (nejaka cast energie sa pri naraze ,strati“ premenou na tepelnt
energiu). Neumoziiuje to vSak zistif, akou silou posobi voda na postavicku — voda s rovnakym
mnozstvom kinetickej energie pésobi na prekazku réznou silou napriklad v zavislosti od uhla,
pod ktorym dopada ¢ odraza sa. Taktiez je doélezité uvedomit si, Ze hybnost je linedarnou
funkciou rychlosti, kym kinetické energia kvadratickou: voda s rychlostou 1 m/s a hmotnostou
100 kg bude pri naraze posobit vi¢sou silou ako voda s rychlostou 10 m/s a hmotnostou 1kg, aj
ked kinetickd energiu maju tieto dve ,telesd“ rovnaki (predpokladéme, Ze sa nezmenia ostatné
parametre narazu, teda trvanie, uhol, ... ).

2.6 Sukolesie (opravoval Marek, vzorak Marcelka)

Majme ozubené sikolesie ako na obrazku (plus zuby). Najlavsie koleso je pevne zafixované a zvy$né dve
okolo neho obiehajd, pri¢om ich stredy sii vzdy fixované na jednej priamke (ty¢i). Poéty zubov prvych dvoch

10 otazky@fks.sk
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kolies st N, najpravsie koleso, md zubov M. Ako bud( kolesd natocené, ked otoéime tylou na ktor( si
fixované stredy kolies o jednu obratku?

Najprv sa pozrime, ¢o sa deje so strednym kolesom. Konkrétne nas bude zaujimat, o aky uhol
vzhladom na ty¢ sa otoci stredné koleso, ak sa pohneme o , jeden zub“ na lavom kolese (teda ak
ty¢ pootocime o 360°/N). Pri toceni tycou sa stredné koleso to¢i tak, aby jeho zuby zapadali
do zubov zafixovaného Tavého kolesa. Preto sa stredné koleso otoci vzhladom na ty¢ tiez o jeden
zub, ¢omu zodpoveda opit 360°/N.

Teraz zistime, o aky uhol vzhladom na ty¢ sa oto¢i pravé koleso, ak stredné oto¢ime o jeden
zub. KedZe aj zuby tychto kolies musia do seba pri ota¢ani pekne zapadaf, aj pravé koleso sa
oto¢i o jeden svoj zub, ¢ize o 360°/M.

Pootoceniu tyc¢e o 360° /N teda zodpoveda pootocenie stredného kolesa o 360°/N a pooto-
Cenie pravého kolesa o 360°/M vzhladom na ty¢. Ak teda ty¢ oto¢ime o jednu celi obratku
(¢ize N-krat o uhol 360°/N), stredné koleso sa oto¢i o 360° = 0° a pravé koleso sa oto¢i
o uhol (N/M)-360° vzhladom na ty¢. KedZze ty¢ bude v rovnakej polohe ako na zaciatku, tieto
otocenia bude rovnaké aj z pohladu pozorovatela zo ststavy spojenej so zafixovanym kolesom.

Alternativnym sposobom rieSenia, ktory niektori z vas pouZili je predstavit si situdciu z hla-
diska ststavy pevne spojenej s otacajicou sa tycou. V tejto ststave sa najlavsie koleso otaca a
toto otacanie sa prendsa az na najpravsie koleso. Samotné otacanie celej stistavy na pootocenie
najpravsieho kolesa nemé vplyv (lebo robime celd jednu otacku).

2.7 Pas (opravoval Bzduso)

Na prepravniku (t.j. pohyblivy pas uréeny na prepravu ndkladov) sa vezie krabica. Tato v istom okamihu
pride na koniec prepravnika a hladko nabehne na uZ nepohyblivii tzv. odkladaciu rovinu. Krabica ma tvar
kocky so stranou diiky @, na prepravniku je polozena tak, aby jej hrany boli rovnobezné, resp. kolmé na
kraje pasu. Hmotnost krabice je m, trenie medzi krabicou a prepravnikom ¢i odkladacou rovinou je popisané
koeficientom f, rychlost prepravnika je v. Zistite:

a) (5 bodov) Pre ak( najmensiu rychlost prepravnika vy, eSte nastane situdcia, kedy krabica celd
»Zlezie" z prepravnika na odkladaciu rovinu?

b) (4 body) Nech v = vyi,. Kolko bude trvat, kym krabica bude zliezat (t.j. bude stat zarover aj na
prepravniku, aj na odkladacej rovine)?

Na Bratislavu sadla hmla, mne na balkén parok hrkutajicich holubov. Suh4ja do héaja! Vtaé¢
staby v tackach vrzgalo. A vraj spevava... V hlave mi z nej duni ako ked horéar od hladu drcne
lopatou do plechového gulédsového kotla. Jedlo v hrnci? Vraj len slepaciu polievku? (Pén iste
pracuje v médiach.) A ¢aj? Mame rumandekovy a harmandéekovy s rumom. Ze nie? Ach tie caje,
¢ajky, ¢ajnicky. Preco maju taky stihly driek? Kto kréi plecami, ten dostane skolidzu. A este
aj tlsty pupok! Tento pas vSak ziadny ¢aj urcite nebol. Este sa dohodnime, Ze krabicu budem
v rieSeni nazyvat kockou, pasovy prepravnik proste pasom a skon¢ime uz to hrozné tvodné
slovo.

Skor neZ sa pustime do samotného riesenia, zopakujme si niekolko faktov o trecej sile.!!
Vsetci ste uz zrejme videli vztah pre treciu silu. Zamerne ho zapiSem v tvare

Tax = [N .

"UHned na zadiatok zdéraznime, Ze v tejto tilohe sa nerozliuje medzi statickym a dynamickym koeficientom
trenia. Predpoklada sa fs = fqg = f.
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Ako sa mé tento vztah chapat?

Tak aby bolo jasné, to ,max“ som tam nepripisal len tak ndhodou. Je to totiz mazimdina
trecia sila, akd medzi uvazovanymi povrchmi moze pdsobit a pdsobi v pripade, Ze tieto dva
povrchy sa po sebe §mykaju.'?> V skutocnosti trecia sila posobi aj medzi povrchmi, ktoré sa po
sebe nesmykaji. V tomto pripade trenie uplne kompenzuje vonkajsie sily F' (teda T' = —F) tak,
aby sa vzajomny pohyb povrchov ani nazacal. V pripade, ze vonkajsie sily F' prekrocia medzu
F = Tax, trecia sila dosiahne svoje maximum a vonkajs$im silam sa podari telesom pohnuf.

Teraz k péasu. Najprv sa dohodnime na péar oznaceniach: DIzku, ktorou kocka so stranou
a presahuje na stol, ozna¢ime s. Rychlost krabice budeme oznacovat u. Reakéna sila od pasu
nech je N7 a od stola N,.

stol

Obr. 12: Znazornenie situécie

Z rovnosti sil vo zvislom smere N7 + Ny = mg. Ak kocka tla¢i na podlozky rovnomerne (t;.
N je timerna sty¢nej ploche), tak Tahko dopocitame
s—a s

N, = mg a Ny = —mg.
x a

Este budeme pouzivat oznacenia Ty, Ty pre trecie sily na jednotlivych povrchoch. Trecia
sila od stola T, pdsobi proti smeru pohybu, tzn. dolava. Trecia sila od pésu sa snazi kvader
udrzovat pri rychlosti v a pésobi doprava proti trecej sile od stola.

Vsimnime si zaujimavu vec, ze kym s < %a, kocka sa bude pohybovat rychlostou pdsu v. Ze
preco? Sporom: Keby kocka mala rychlost u < v, tak na stole je brzdend trecou silou najviac
[Ny = fsmg/a. AvSak ked u < v, tak kocka sa Smyka aj na pase a ten ju tlac¢i doprava
maximélnou trecou silou fN; = f(a — s)mg/a. Vidime, Ze pre s < za je Ty > Tb, ¢ize kocka
by zrychlovala! Ako potom mohla kocka spomalif na u < v? Tomuto problému sa vyhneme, ak
uvazime, ze kocka sa pohybuje rychlostou pasu. Vtedy sa kocka po pése neSmyka, preto trecia
sila T} iba kompenzuje posobiacu silu 15, ¢ize plati T} = Ty = f Ny < fN;. VSetko je okej.

12To, 7e to tak mus? byt, je zrejmé z tejto sedliackej ivahy: Zo sktsenosti vieme, Ze obrovsky beténovy blok
poloZeny na ceste sa postva skuto¢ne tazko. Ak sa donl opriem len malou silou F', blok zostane stat. To znamena,
ze trecia sila uplne kompenzuje moje silové pdsobenie, teda T = —F'. Keby bolo moje tlacenie kompenzované
trecou silou Thax = fIV, beténovy blok by ma doslova ,pretlacil“ — Rozbehol by sa proti mne a spravil zo mna
miésokostny fTak na ceste.
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Celkom in& situicia nastane, ked a > s > %a. Vtedy N; < N, a argument v predoslom

odstavci neprejde. Trecia sila od pasu nestaci kompenzovat treciu silu od stola. Kocka teda
zacne spomalovat a bude preSmykovat na oboch povrchoch. Vyslednica trecich sil je

F = f(a—s)mg/a— fsmg/a= f(a—2s)mg/a,

kde sme za kladny smer sily zvolili smer pohybu pasu. Ak navyse zavedieme substiticiu
r=s— %,13 dostavame

F=-2fxmg/a.

To je uplne rovnaka zavislost, ako keby na kocku posobila pruzina s tuhostou k& = 2fmg/a.
Végne zistenie? Nie! Uplne fantastickd vec! O spravani pruziny toho totiz vieme celkom dost.
Napriklad, Ze pri jej natiahnuti o = treba vykonat pracu %kxz. Presne to ideme teraz vyuzit.

V Casti (a) sa pytame, pri akej rychlosti pasu vy, krabica zastavi po prejdeni drahy = = %a.
Dobre plati analdgia s pruzinou. Ekvivalentne sa teda mozeme spytat: Aku rijchlost treba udelit
kocke, aby sa ,pruzina“ natiahla o %a? Zo zakona zachovania energie!* dostdvame

bk, = 2k (3a)”,
Vpmin = %a\/k‘/m.

Ak este dosadime za k a trochu upravime, dostavame prvy vysledok

VUrpin = \/%afg.

Cast (b) vyriesime, ak s pruzinovou analégiou zajdeme este dalej. Vieme, Ze zavazie na
pruzine kona periodicky pohyb s periédou T' = 2wy/m/k. Ale my mdme zavaZie na pruzine!
V realite sice nie, ale matematicky si ho tam mozeme predstavit. Z rovnovaznej polohy do
maximalnej vychylky sa teleso dostane za cas %LT. To je vsak iba Cas, za ktory s narastie z %a
na a. Nesmieme zabudnuf na ¢as, za ktory s narastie rovnomernym pohybom z 0 a %a. Az
sCitanim oboch tychto ¢asov dostavame aj druhy vysledok

t=Lay/m/k+ — —@WH)‘/%.

2Umin

Na domadcu tlohu si skiiste spocitat, za aky cas kocka zastane, ak v # vy, A dajte si aj
ten ¢aj, nech neochoriete.

BTakto zvolené x oznaduje, o kolko sa posunul stred kocky od rozhrania péas-stol.

!4Nenechajte sa zmiast! Energia sa v skuto¢nosti nezachovava. Rozdiel medzi pruzinou a nasou situdciou je,
7e v pripade pruziny vieme dodant energiu ziskat spif a mé zmysel hovorit o potenciilnej energii. V pripade
trecich sil sa to neda. Nas zaujima len ,natahovanie pruziny“, takZe problém nenastane.
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