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3.1 Misko sedel vo vlaku a na stole mal poloZzené cervené kocky. (opravovala Lenka,
vzorak Lenka a Jakub)

Misko sedel vo vlaku a na stole mal polozené Cervené kocky. Zrazu vlak prudko zabrzdil, ktorym smerom
sa pohni kocky? Misko mal vSak okrem kociek aj balénik plneny heliom, akym smerom sa pohol ten?

Co vam poviem! Vysktisajte si to, je to naozaj posobivé. Ale v pripade, Ze ste lenivi (fksak a
lenivy? neveriiim. .. ), predsa len napiSem aj nejaké teoretické rieSenie.!

Kym sa vlak pohybuje rovnomerne, kocky na stoliku stoja, takze sa (vzhladom na kolajnice)
pohybuji rychlostou vlaku v (v smere pohybu vlaku). Ked vlak zrazu (velmi prudko) zastavi,
kocky si pokojne pokracuju vo svojom pohybe v smere predchadzajiceho pohybu vlaku (vzhla-
dom na kolajnice) a jediné, ¢o im prekaza, aby pokracovali naveky vekov v pohybe rychlostou
v je trenie (od podlozky) a odpor prostredia (vzduchu), pripadne az stena Miskovho kupé.

Urdite si vieme predstavit, ¢o by robila voda v poloplnej flaske, ktort by Misko pri prudkom
zabrzdeni pevne zvieral v ruke. Vydala by sa dalej v rovnakom smere ako kocky, ¢o by jej flaska
stacila. Ale ¢o ten zvysok? Co ,nevoda®, teda po slovensky: vzduch vo fTagi? Ten by bol, chudék
vytla¢eny tazkou vodou na opacnu stranu, teda by sa pohol opaénym smerom ako kocky.

No a preco sa s vami bavim o flagke s vodou? Lebo podobne, ako je vzduch vo fTaske ,lahsi“
ako voda, aj héliovy balénik je ,fahsi“ ako vzduch v kupé (kedze predtym v kupé lietal), teda
sa po prudkom zabrzdeni vlaku pohne opacnym smerom ako kocky.

K tomu by sa patrilo povedat este pér slov: ak mame rovnomerne brzdiaci vlak (konStantné
spomalenie a smerom dozadu), tak vnutri vlaku (v neinercidlnej vztaznej ststave) pocitujeme
zotrvacné zrychlenie —a (v smere dopredu) a tiazové zrychlenie g nadol. Ich vektorovym st¢tom
dostaneme nieco, ¢o mozeme chépat ako ,efektivne tiazové zrychlenie® g.g, to je $ikmé nadol
a dopredu. Toto ,efektivne tiazové zrychlenie“ urcuje v brzdiacom vlaku ,efektivne nadol a
nahor*. Vsetky telesa sa spravaju v tomto ponimani tak ako v beznom Zzivote, len nase ,efektivne
smery hore a dole“ st v brzdiacom vlaku zosikmené. Keby bola v Case brzdenia vo vlaku
¢udne dopredu, ¢i dozadu, a balénik by bol pekne nad nasimi hlavami, vlasy by nam nepadali
do knizky a nas by nehidzalo dolu zo stolicky.?

IPisatelka vzoraku sa touto implikiciou a sti¢asnym napisanim vzoraku vébec nevyjadrila, ¢o si o lenivosti
riesitelov vlastne mysli. Pozn. korektora.

2V&imnite si, Ze nase tvrdenia vychadzaji z rovnomerného brzdenia a ustéleného stavu. Netykaju sa okamihu,
ked prave vlak zacal brzdit, to prenechdme experimentitorom na preskimanie.
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Obr. 1: Vo vlac¢iku

3.2 Jeden pomaran¢ sa zalubil raz (opravovala Tinka)

Sme na vysokom strome, na ktorom nerastil tri citrény, ale Styri pomarance. Visia do tvaru Stvorca, ale
postaveného na vrchole. Zrazu sa nablizku zjavi mandarinka a vSetky pomarance naraz bezhlavo zoskocia
zo stromu, horny smerom kolmo hore, dolny kolmo dole, pravy vodorovne doprava a lavy vodorovne dolava.
Aky atvar budi tvorit v neskorsom case padu?

Zamyslime sa nad tym, ¢o ovplyviiuje pohyb pomaranca. Tym, Ze sa bezhlavo vrhol, si udelil
nejaki pociatoéni rychlost v danom smere. Keby nebolo ziadnych sil, pomarané¢ by sa done-
konecna pohyboval rovnomerne a priamociaro touto rychlostou. LenZze do hry nam jedna sila
vstupuje — tiazova. T4 ho urychluje tiazovnym zrychlenim a teda sa ¢asom meni jeho vertikalna
zlozka rychlosti.

Vseobecné riesenie, ktorym nikdy ni¢ nepokazime, je, ze si popiSeme polohu pomarancov
v Case t. Prirodzene sa nam pontka stradnicova sustava hore-dole (y), vlavo-vpravo (z). A nech
je kladna rychlost pohybu doprava a dole a povodné stiradnice (o, zo,) kde ¢ je I(avy), p(ravy),
h(orny) alebo d(olny). Rozoberme si situaciu napriklad pre favy pomarané. On sa vrhol nejakou
rychlostou v dolava. Jeho z-ovii stiradnicu ni¢ iné neovplyviiuje, preto zy(t) = 2o, — vt, naopak
v smere y-ovej pada volnym padom a teda y;(t) = 1/2gt%. Pre horny je to naoko komplikovanej-
Sie, sice zjavne xy,(t) = o, , ale ¢o s y(t)? Kedze tiazové zrychlenie v nasom pripade nezavisi od
polohy (méme homogénnu tiaz), tak mdzeme tie pohyby popocéitat osobitne a nakoniec efekty
oboch sé¢itat. A to ndm da y, = yo, — vt + 1/2gt*. Analogicky ostatné pripady. Ked si to ¢lo-
vek napise pekne pod seba pre vSetky pomarance, tak si zarucene uvedomi, ze nam tam vsade
v y-ovej stradnici vystupuje ¢len 1/2gt%. Hybe vsetkymi rovnako.

A pohybovat vSetkymi naraz znamena nulovy relativny pohyb medzi pomaran¢ami navza-
jom. Je to podobné ako ked sa veziete vo vlaku. Nech vlak ide akokolvek, ak vas zaujimaji
iba vzdjomné (=relativne) polohy medzi vami®, tak si moZete pohyb vlaku odmyslief. Toto je
presne nas pripad — zaujima nas vzajomna poloha pomarancov a nie kde presne je tato formacia.

Iny pohlad na vec je cez zmenu vztaznej ststavy. Zoberme taki, ktord pada zaroven s po-
maran¢mi — nech je to ststava jabltka, ktoré bolo povodne na strome v strede §tvorca z poma-
rancov, a ktoré odpadlo v dosledku otrasov stromu prave v momente, ked pomarance bezhlavo

3Aaaa, ON(A) sa ku mne priblizuje! Vtedy je asi fakt, ze zvonka to vyzera tak, Ze obaja idete cca 100km/h
smerom do Kosic nanajvys nezaujimavy ;)
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skod¢ili kvoli mandarinke.? V stistave jablcka sa nam bude pohyb pomarancov javit ako jednodu-
chy rovnomerny priamociary pohyb. Takze v ¢ase t to vyzera ako na obrazku vpravo a intuicia
s trosickou geometrie povedia, ze formacia zostane stvorcom.

Obr. 2: Pomarance v pohybe

Moréalne poucenie? Nie vzdy je ten nas prirodzeny pohlad na veci najjednoduchsi a obcas
sa zide zmenit vzfaznu ststavu. Fyzika je ako Zivot.

3.3 Vysiela¢ na vezi (opravoval Miso, vzorak MiSo a Jakub)

Nemenovany mobilny operdtor sa rozhodol poskytnit pahorkovitému kraju detvianskemu dobry mobilny
prijem. Chce preto umiestnit svoj vysiela¢ (BTS-ku) o hmotnosti m na stoziar vysoky H. Stoziar bude
pozostdvat z N rozdielne mohutnych tehlovych poschodi, kazdé s rovnakou vyskou h = H/N. Stoziar ma
byt (ekologicky) vyrobeny z nepalenych tehal s pevnostou v tlaku o a s hustotou p. Aby stoZiaru nehrozilo
spadnutie, m4 spifiat podmienku, e zataZenie tehal v Ziadnej vj&ke nepresiahne jednu pitinu ich pevnosti.
Urcte hmotnost tehal potrebnych na stavbul

Podla popisu v zadani si predstavme ako asi bude vyzerat stoziar. N poschodi o rovnakej vyske
h = H/N, réznej mohutnosti. CiZe stuptiovitd pyramida. KedZ%e chceme zistit hmotnost tehal
potrebnych na stavbu, ¢o nie je ni¢ iné ako hmotnost pyramidy, potrebujeme zistit silové poso-
benia vo vnutri celej struktury. Na kazdé poschodie posobia urcitym tlakom vsetky poschodia
nad nim, pridom pre zjednodusenie budeme uvazovat rovhomerné rozlozenie posobenia na celi
sty¢nt plochu. Ak chceme mat splnent podmienku o maximalnom zatazeni®, tak musi platit

gM; = qo'S;,

kde ¢ = 1/5 je nas ,koeficient bezpec¢nosti urcujuci, Ze tlak v tehlach nesmie prekrocit uréitt
Cast (=pétinu) tlaku, kedy sa materiél zacne destruovat; M; je hmotnost Casti stoziara od jej
vrchu (vratane vysielaca uplne hore) az po i-te poschodie (vratane neho).

4Co robilo jabicko na pomarancovniku, to sa v Ziadnej literattire nepise.
5Je Tahké rozmysliet si, ze ak v hociktorom poschodi nevyuZijeme maximalne pripustné (pitinové) zatazenie,
tak to stavbu predrazi.
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Obr. 3: N4&s stoziar

Cize si viem vyjadrit aj plochu S; tohoto poschodia cez podmienku na tlak v spodnej ¢asti
prierezu i-teho poschodia, S; = gM;/(qo). Pod tymto i-tym poschodim sa bude nachadzat
dalsie, (i +1)-vé. Pre hmotnost Casti stoziara od hora az po toto dalsie poschodie vratane bude
platit,

M1 = M; + hSip1p.

Co je super, lebo za S, viem dosadit vyraz z predoslej rovnice, kde namiesto indexu i zoberiem
1+ 1,

M;
M = M; + hg +1,0=
aq

qo

Mg, = My ———.
qo — hpg

Odtial vidim podmienku, kedy vlastne mé tloha rieSenie: len vtedy, ak qo > hpg, ¢ize vtedy,
ked su tehly schopné udrzat vysku h samych seba neprekrociac pripustni hodnotu tlaku go.
Dalej vidim, Ze hmotnost pyramidy od hora po i-te poschodie rastie geometricky, plati

o N
My = M, <q—) ,
qo — hpq

¢o je hmotnost celého stoziara (¢i pyramidy) aj s vysielatom hore (ktorého hmotnost je My =
= m). Hmotnost tehal je potom jednoducho,

N
g
Moy = My — My =m | [ —Z—) -1 .
qo — hpq

Ked si chceme urobif aj nejaky ¢iselny odhad, tak mozeme pouzif tieto dita: hustota nepéle-
nej tehly p ~ 1800kgm >, pevnost v tlaku o ~ 5 MPa, vyska BTS-ky H = 40 m, pocet poschodi
N = 200. Potom nam vyjde, Ze hmotnost tehél potrebnych na stavbu je priblizne 1,06-ndsobok
hmotnosti vysiela¢a. Pre porovnanie, homogénny stoziar (t.j. taky, ktory pozostava akokeby
z jediného poschodia; s konstantnym prierezom) by musel mat 2,57-ndsobok m.
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3.4 Ja sa asi pretocim... (opravoval Mato Ch., vzorak Bzduso)

Na pokojnej hladine si spokojne pldvaji dva dlhé drevené hranoly so Stvorcovou podstavou. Jeden z nich
plava s hornou stranou vodorovne, druhy plava natoceny o 45°, teda vodorovne je jedna z jeho uhlopriecok.
S tieto polohy stabilné? Hustota vody je dvojnasobnd oproti hustote dreva.

Autor tejto ulohy nam zadal prijemné parametre. Po prvé, hranol ma hustotu rovnu polovici
hustoty vody, takZe je ponoreny polovicou svojho objemu. Po druhé, hranol ma Stvorcovi
podstavu. VS§imnime si, ze kazda priamka prechadzajica faziskom Stvorca, rozdeluje Stvorec
na dve rovnako velké ¢asti. To spolu s prvou informéciou znamend, Ze nech hranol akokolvek
oto¢ime okolo jeho osi, tazisko sa bude vzdy nachadzat na trovni vodnej hladiny.® Avsak pokial
je tazisko hranola stéle rovnako vysoko, jeho potencidlna energia nezévisi od natocenia. Preco
by malo byt nejaké natocenie stabilné a iné nie? Zvlastne. ..

Este zvlastnejsie vsak je, ze hranol nepadne na dno rybnika. Ved tam bude mat energiu este
mensiu! Preco to vlastne ten hranol pldva na hladine? Jasnééé! Ved hranol svojou pritomnostou
vytldaca vodu. Podla Archimedovho zdkona vytla¢i Tubovolne natoceny hranol vzdy rovnako
velké mnoZstvo vody, avsak z réznych hibok. Od natodenia teda zavisi energia vody.

Obr. 4: Hranol vytlaéi v oboch situaciach (rovnaké) mnozstvo vody rovné svojej tiazi mg. V zavislosti
od natocenia vSak vytlac¢a vodu z réznych hibok, ¢im ovplyviuje jej potencidlnu energiu.

Celkom vSeobecne mozeme porovnat polohovt energiu sistavy voda+hranol v tiazovom poli
v oboch pripadoch. Celkovi polohovii energiu ziskame stictom polohovej energie vody a hranola.
Hranol ma tazisko v oboch pripadoch rovnako vysoko, to uz vieme, takze ten si pri porovnani
nezahra. Energiu vody mozem rozbif na 2 ¢leny: energiu vody Ey, keby vypliala vietko pod
hladinou (teda aj miesto, kde je nanominovany hranol), od ktorej musim odpocitat energiu
vody, ktort som tam pridal a v skuto¢nosti tam nie je (t4 okupujica miesto v hranole). Lahko
nahliadneme, Ze energie v oboch pripadoch sa lisia akurat o ten posledny ¢len, ¢ize o zaporne
vzatl energiu vytlacenej vody.” Takze v situdcii nalavo je energia vody

El = Ehranol + EO - mghl = Ehranol + EO + mga/4 )

6To je naozaj velmi §pecidlny pripad. Vysktsajte si, ze pre podstavu tvaru rovnostranného trojuholnika by
to takto pekne nefunguje. To preto, lebo jeho tazisko nemé ¢4 vlastnost, Ze kazd4 priamka nim prechadzajica
ho rozdeli na dve rovnako velké casti.

7Cim vyssie mé tazisko, tym mensiu celkovii energiu ma nas systém. Alebo este inak, ¢im vyssie ma tazisko,
tym nizsie mé fazisko skutoéné vodné teleso a tym ma nizsiu energiu cely systém.

) otazky@fks.sk
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kde vyska taziska vytlacenej vody je h; = —a/4, a v situacii napravo
E2 - Ehranol + EO - mghQ - Ehranol + EO + mga'\/i/6 .

Dosadime do kalkulacky a vidime, ze £; > E5. Naradosteni by sme mohli zbrklo vydeduko-
vat, Ze stabilnd je situécia s mensou energiou, t.j. s vodorovnou uhloprieckou. Ved zo sktisenosti
vieme, ze fyzikalne zakony zenu veci okolo nas vzdy do stavu s najnizSou energiou. To je zaiste
potesujuca tivaha, ktora si v tomto pripade zasliuzi polovicu bodov, ale vo vSeobecnosti nie je
pravdivd! Kontrapriklad je uvedeny na nasledujicom obrazku.

ASNNNNNNNNASNNNNANSSNNNNNNNSNNNNNNNSNNNNSNNNNNNNNNNNN NANSANSNSNNNNSSNNNNNSNNNNNY

Obr. 5: Poloha (1) je stabilna a poloha (2) je labilnd, hoci pre energie guliek plati E; > Es. Ocividne
teda neplati tvrdenie, Ze stabilné poloha je stav s najnizsou energiou. Na vznik stabilnej polohy
staci akdkolvek mald jamka.

Ked rozumieme, preco je vyssie uvedeny postup zly, bolo by odo miia slusné ukazat nejaky
lepsi. Mam hned tri:

(i) Doplnim predoslé riesenie o dékaz, ze hranol neméze zaujat Ziadnu ini rovnovdznu po-
lohu, nez tie uvedené v zadani. Tomuto sa vo vzordku nebudem venovat, ale dalej by
dokaz spocival na nasledovnych tvrdeniach (o ktorych platnosti by ste sa mohli skusit
individudlne presvedcit):

e Ak mé systém len dve rovnovazne polohy, potom jedna z nich je nutne stabilna a
druha labilna.
e Ak méa najdena labilna poloha mensiu energiu ako najdena stabilna poloha, potom sa

medzi nimi musi nachadzat eSte aspoii jedna stabilné poloha s eSte menSou energiou.

(ii) Zistim, ako sa zmeni energia sistavy pri malych nato¢eniach. Ak rastie, poloha je stabilné.
Ak klesa, poloha je labilna.

(iii) Pozriem sa, ako sa zmenia momenty sil pdsobiace na hranol pri malom vychyleni. Touto
tretou cestou sa vyberieme my:.

Na hranol posobia dve sily: tiazova sila, ktorej posobiskom je fazisko a vztlakova sila, ktorej
posobiskom je tazisko ponorenej ¢asti hranola.® Zd4 sa, Ze bude treba hladat fazisko ponorenej

87e preco? Lala dokaz: Vztlakova sila vznikd ako stdet tlakovych sil pdsobiacich na sktimané teleso cez jeho
povrch. Predstavme si, Ze by sme celé skimané teleso nahradili vodou — ale myslienkovo si toto kvapalné teleso
ponechali vydelené od zvysku kvapaliny. Potom vztlakova sila pdsobiaca na toto vydelené kvapalné teleso je
rovnakd ako ked tam bolo povodné teleso, lebo povrch ostal ten isty. To, ¢o sme vSak vytvorili je ,,voda vo vode*,
t.j. systém, o ktorom vieme, Ze je stabilny (spontanne sa nezrychluje a neroztaca). To znamend, ze vztlakova sila
sa ¢o do velkosti rovna tiazi vytladenej vody a posobisko vztlakovej sily lezi na zvislej priamke prechadzajice;
taziskom vytladenej vody. Vyber konkrétneho bodu na tejto priamke je lubovolny, fyzikalne nerozlisitelny.

6 otazky@fks.sk
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Casti hranola. V skuto¢nosti ndm vSak sta¢i omnoho menej — zistif, na ktorej strane faziska
hranola sa nachadza pri malom vychyleni.

Obr. 6: Sktimanie stability polohy hranola s niektorou stranou vodorovnou. Obrézok naznacuje hla-
danie polohy ponorenej casti hranola diskutované v nasledujicom odstavci. Sivo naznaceny
Stvorec naznacuje polohu hranola vychyleny o rovnaky uhol do opacnej strany.

Pozrime sa najprv na situaciu s niektorou stranou vodorovnou. Naklonme hranol o maly uhol
napr. proti smeru hodinovych ruciciek. Ponorent ¢ast sme si rozdelili na velkt pétuholnikovi
symetricku ¢ast (1), ktorej fazisko sa zrejme nachadza pod taziskom hranola, a na dve rovnako
velké trojuholnikové Casti (2) a (3). VSimnime si, ze fazisko ¢asti (3) ma viésiu vodorovni
vzdialenost od stredu hranola, nez tazisko casti (2). To znamend, ze taZisko ponorenej Casti
sa nachadza maélicko vpravo od faziska hranola. Momenty sil preto stacaji hranol proti smeru
hodinovych ruciciek, pre¢ od rovnovaznej polohy. Ide teda o polohu labilni.

[\

Obr. 7: Sktimanie stability polohy hranola s jednou uhloprieckou vodorovnou. Obrézok naznacuje hla-
danie polohy ponorenej casti hranola diskutované v nasledujicom odstavci. Sivo naznaceny
Stvorec naznacuje polohu hranola vychyleny o rovnaky uhol do opacnej strany.

Teraz druhéd poloha. Naklonme hranol opit o maly uhol proti smeru hodinovych rudciciek.
Ponorent ¢ast sme si opét rozdelili na velkt symetricku ¢ast (1) s taziskom presne pod taziskom
hranola, a na dve rovnako velké ¢asti (2) a (3). V tomto pripade méa ocividne tazisko Casti (3)

7 otazky@fks.sk
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mensiu velkost stiradnice x nez ¢ast (2). TaZisko ponorenj ¢asti sa preto nachiddza vlavo od
taziska hranola. Vysledny moment sil stdca hranol proti vychyleniu, ide teda o polohu stabilni.
Zaujemcom odporucam po kratkom predjedle zahryznif sa do naozajstného dezertu.’

3.5 Most z CDciek (opravoval Tomas)

V &ase novych technoldgii sa mi nahromadilo mnoZstvo starych nepotrebnych CD-&iek. Co s nimi? Postavim
si most. Ulozim ich vSetky na seba na jednu kopu a potom ich za¢nem vyklanat tak, aby tato kopa nespadla.
Akd najvacsiu vzdialenost dokazem preklenat mojim (pol)mostom?

Ahoj vospolok. Aj ked domotat sa tu dalo mohutne, po fyzikilnej stranke bola toto lahka
tloha. Skutoc¢ne, vSetko ¢o potrebujeme bude dokolecka tocit jednu jedini Gvahu: Ak mé veza
z n CD-c¢iek stat, musi pre kazdé k < n platit, Ze tazisko hornych & CD-Ciek sa nachadza nad
(k + 1)-vym CD-¢kom (a nie napriklad kusok vedla). Rozmyslite si, Ze tdto podmienka je pre
stabilitu veZe nielen nutné, ale aj postacujica — inymi slovami, ak tito podmienku splnime (pre
kazdé k < n) tak veza urcite obstoji — v8ak preco by aj nemala? Tato podmienka bude alfou
aj omegou vietkych nasich tvah. Dalej, aby sme si rozumeli, dohodnime si par konvenci: Most
budeme stavat zlava doprava. Polomer CD polozime rovny 1 a jeho hmotnost m. Situaciu si
predstavim pri pohlade z boku — CD-&ka teda v podstate vyzeraju ako palicky o dizke 2. Kedze si
CD predstavujem ako palicku, mézem sa bavit o jej pravom a favom okraji, ¢o vyuZijeme neskor.
Ak dve CD lezia na sebe, vrchné méze byt oproti spodnému trochu posunuté (pre nas most
to bude spravidla posun doprava). Budeme tiez hovorit, Ze vrchné CD o ¢osi preti¢a. Celkova
dlzka mostu je potom vlastne sticet prietréov vietkych CD nad svojimi spodnymi susedmi. Na
zéver ivodu — ¢o to presne znamend, Ze tazisko vrchnych k& CD-¢ok lezi nad (k + 1)-vym? Réta
sa, aj ked tazisko vrchnych k CD lezi presne nad okrajom (k + 1)-vého CD? Tazko povedat.
Takéto situdcia bude totiz rovnovazna, aj ked nie stabilnd. Ak chceme most stabilny musime
tazisko vrchnych & CD posuntf od okraja (k + 1)- vého ,dovnitra“, aspon o lubovolne malé,
avSak kladné cosi. Z toho, ¢o sme povedali vyplyva, zZe tato dan za stabilitu moze byt dost mala
a tak ju pre jednoduchost budeme zanedbavat.

Zacnime nejakym spdsobom konstruovat nas most. Polozme na zem jedno CD-c¢ko a druhé
nan tak, aby pretfcalo najviac ako sa len d& — teda presne 1 (polomer CD-c¢ka). Teraz na tato
ststavu polozme tretie CD. Aby drzalo, nesmie preticat o viac nez 1 ponad druhé CD. Co
vSak ak sa pozrieme na vrchnt dvojicu CD? Zistime, Ze je to celé zle. Pokial tretie CD bude
pre¢nievat ponad druhé o hocijakt nenulovii dizku, ststava vrchnjch dvoch CD uz nebude mat
tazisko nad prvym! Takto sa veru daleko nedostaneme — tretie, Stvrté a vlastne vSetky dalSie
CD musime klast presne nad druhé. Ako most to nie je teda ni¢ moc. Vzniké teda otéazka, ¢ bol
dobry napad nutif druhé CD precnievat najviac ako sa len dé a ¢i by v tomto pripade menej
nebolo viac.

Namiesto toho, aby sme Spekulovali, ako modifikovat predchédzajicu stavebni metddu,
spravime to celé inak — sktisme budovat nas most z opa¢ného konca. Ked teraz budem hovorit
o prvom, druhom,... CD, myslim tym prvé, druhé,... CD od vrchu. Stéle budeme postupovat
maximalne ,pazravo® —teda, ak vyratame, ze k-te CD mdze nad (k+1)-vym pretic¢at maximalne
o x, tak tento maximalny mozny prietr¢ pri stavbe naozaj vyuzijeme. Podme teda na to: Prvé
CD moze nad druhym pretf¢at maximalne o 1. Umiestnime ho teda tak a podme dalej. Ststava

9Uloha FX1 Kornitok v momentalne aktuéalnej sade tloh totej skvelej sutaze.
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prvych dvoch CD maé fazisko vo vzdialenosti 1/2 od pravého okraja druhého CD a teda druhé
CD moze nad tretim pretféat maximalne o 1/2. Uplne analogicky zistujeme, Ze tretie nad
Stvrtym pretféa maximélne o 1/3. To zadina vyzerat podozrivo, nie? Sktusme tieto vysledky
trochu zovseobecnit. Horngch & CD ma hmotnost km a ich tazisko 7" sme umiestnili (v zmysle
pazravosti) presne nad pravy okraj (k + 1)-vého CD. Tazisko T' (k + 1)-vého CD je od jeho
pravého okraju vzdialené 1.

| |
r
| ':'T T
I e

1/4

1/5

Obr. 8: Situécia pre k =5

Vysledné tazisko celej ststavy (k + 1) CD-¢iek je teda vo vzdialenosti

0-km+1-m 1

km+m  k+1

vlavo od pravého okraja (k + 1)-vého CD a presne o tolko teda méze (a aj bude) (k+ 1)-vé CD
pretf¢at nad (k + 2)-hym. Prietr¢ k-teho CD nad (k + 1)-vym CD je teda 1/k.
Neostava nam iné, nez sa zamysliet, kolko je

IR
23 a1

Kto si hodi do wikipedie ,harmonic series”, hned vidi, Ze tento sudet sa da odhadnif ako
v+ In(n) (kde v = 0,58) a so vzrastajicim n rastie do nekone¢na. Tento odhad samozrejme
nie je presny, no ako odpoved na otédzku zo zadania postaci. ESte hrubsi, ale stale postac¢ujuci
dokaz nekonecnosti tejto sumy vyzera takto,

1+ Loy
2, 345 6 7 8
~— = ~ -
s1i=f >2i=} el
271
1 1 n
=) —=1+-+ +or 21ty
k=1

Odtial vidime, 7e aktikolvek dlzku mosta L viem zarucene preklentf koneénym poétom N CD,
pricom vieme s urcitostou povedat N < 4471,

Na zéver si eSte treba vyjasnit jednu vec — nevieme nejakou inou stavebnou stratégiou byt
eSte viac uspesnejsi a dlhomostovejsi? Odpoved je, Ze nie — ak maximalny vyratany prietr¢
medzi k-tym a (k+ 1)-vym CD nevyuZijem naplno, jediné ¢o ziskam je moznost spravit prietré

.....
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viac stratim ako ziskam. Mimochodom, naco je ndm ,most“, ktory evidentne neunesie ziadne
zatazenie?! To je mozné snad iba vo FKS. ..

3.6 Roztop sa! (opravoval Poli, vzorak Poli a Jakub)

Po naklonenej rovine sa Siicha ladovy hranoléek. Akl dizku musf pregachat, aby sa z neho roztopila polovica?
Koeficient trenia je f, sklon je a, teplota vzduchu 0°C, merné skupenské teplo topenia je [.

Co sa to tam vlastne deje? Kvadrik Tadu sa bude roztapaf vdaka teplu, ktoré vyprodukuje
trenim o podlozku. Iny efekt k jeho topeniu prispievat nebude, kedZe v zadani je uvedené, Ze
teplota okolia je 0°C; ¢o znamena, Ze tepelna vymena s vonkajsim prostredim nebude prebiehat.
Tepelnt vymenu s uz roztopenou vodou mozem pokojne odignorovat laxnou poznamkou, Ze ta
si predsa ,,potecie svojou cestou®. TaktieZ budeme tupo predpokladat, Ze vSetko teplo vyrobené
trenim ladu o podlozku sa upotrebi na roztapanie Tadu, ¢o tiez nie je celkom pravda, kedze vo
vSeobecnosti ostane podlozka po prechode Tadu po nej teplejsia ako bola. Tak za tychto trapnych
predpokladov sa ideme tréapit dale;j.

Uz snad 100-krat ste poculi, Ze nemate jest zlty sneh, a dozaista asi rovnaky pocetkrat ste
pocitali, ze velkost normalovej (pritla¢nej) sily Fy na naklonenej rovine s uhlom néklonu « je
mg cos ov. Odtial uz lahko uvidime, Ze pre treciu silu plati

Fi = Fxf=mgfcosa.

Tu sa viak érté prvy problém. Co je to, to m? Je to hodnota hmotnosti na zaéiatku, v strede,
alebo nebodaj na konci procesu? Kedze z ladu ubtida, zavisi od ¢asu, kedy sa na proces pozrieme
— hmotnost kvadrika sa v priebehu jeho $Smykania bude menit. To je vlastne jediny problém,
ktory budeme v dalsich riadkoch vzoraku riesit.

Mnozstvo tepla vytvoreného trecou silou nie je tazké urcit, je to praca W = Fis. Ako sme
vSak uz spominali vyssie, hmotnost kvadrika sa bude menit a tym sa bude menit aj normélovéa
sila a tym aj trecia. Findlne sa teda bude menif aj mnoZstvo tepla vyprodukovaného trecou
silou na jednotke dizky. Klucka, ktorou vybfdneme z tejto slepej ulicky, je rozdelif proces na
velmi kréatke ¢asové okamihy (alebo vzdialenostné tseky), pocas ktorych sa hmotnost ladu prak-
ticky nebude menit. Oznacme si mnozstvo tepla spotrebovaného na roztapanie AQ, hmotnost
roztopého Tadu Am na drédhe As a pracu vyprodukovant trecou silou AW . Potom plati rovnost,

[Am = AQ = AW =mgf cosa As.

A Co s tym teraz? Existuje niekolko ciest, ktorymi sa d& vydat. Kazda vedie k cielu. D4 sa
prejst od malych veli¢in k nekoneéne malym veli¢indm, ¢im dostaneme diferencidlnu rovnicu
— to nechame fajnSmekrom a vysokogkoldkom. TieZz sa na to d4 nasit numerika a Supnat to
napriklad excelu. My pojdeme zlatou strednou cestou a pokisime sa to vyrieSit viac-menej
exaktne, pritom bez pomoci vysokej matematiky. Vyraz upravime tak, aby nasa neznama As
vystupovala na jednej strane rovnice,

_Am [

A _— .
§ m gfcosa
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Teraz si ozna¢me Am/m = p. Teda skimame velkost tiseku As, na ktorom hmotnost Tadu
klesne na (1—p)m. Zaroven tym mame pod kontrolou aj pomer hmotnosti, ktory uz povazujeme
za dost maly na to, aby sme vyhlasili, ze hmotnost sa na tomto useku prakticky nemend.'°

Chceme aby vyslednd hmotnost bola oproti pévodnej poloviéna. Na to sa dany proces (od-
topenie p-nasobku hmotnosti fadu) na tseku dizky As musi niekolkokrat (V) zopakovat, kon-
krétne plati

(1 _p)N = 0757

¢o logaritmovanim (zvolili sme si pri zdklade e = 2,71828183. .., takyto logaritmus sa nazyva
prirodzeny) prejde na rovnicu

Nln(l—p)=In0,5=—1n2.

Vysledna draha teda bude

s=NAs = b /In2 .
—In(1 —p) gfcosa

Zatial nas vysledok, zda sa, zavisi od konkrétneho pomeru p. Zdravy vysledok by nemal zavisiet
od tohoto nami umelo zavedeného parametra p. Treba vSak povedaft, Ze nas postup je rozumny
iba za predpokladu, ze p je dostatoéne malé (¢o mé za nasledok dostato¢ne konstantntt hmotnost
na kazdom z tsekov As). Treba sa teda pozriet na to, ako sa sprava podiel —p/In(1 — p) pre
velmi malé hodnoty p.}! Mézem napr. pouzit kalkulacku a dosadzaf za p postupne jednu tisicinu,
jednu miliéntinu, jednu miliardtinu atd. Takto ¢lovek velmi rychlo nadobudne pocit, Ze tento
podiel bude asi rovny jednotke.

Mbzem sa na to pozrief aj rigoréznejsie ako len kalkulativne. Citatel je linedrna funkcia,
tam nemame ¢o dodat. Co vSak s menovatelom? Vieme hodnotu menovatela pre p = 0, lebo
In1 = 0. Chceme vediet akti hodnotu mé (prirodzeny) logaritmus v bode tesne vedla jednicky.
Pomdze takéto matematické tvrdenie: kazda spojite diferencovatelna funkcia (t.j. taka, ktorej
prva derivacia je spojitd) je v bezprostrednom okoli vybraného bodu dobre aproximovatelna
linedrnou funkciou. To si mozno predstavit tak, Ze aj ked je graf funkcie akokolvek krivolaky, tak
ked si ho dostatoéne priblizim v okoli skiimaného bodu, tak uvidim rovnu ¢iaru. Fajn, vyuzijic
toto tvrdenie, treba ndm nejako vypocitat sklon tej priamky v okoli p = 0, ktorou chcem funkciu
In(1 — p) v blizkom okoli bodu p = 0 aproximovat. Ten sklon sa d4 zistif pohfadom na graf,
alebo derivovanim'? (Inz)’ = 1/z a dosadenim z = 1, ked%e chceme vediet sklon v bode p = 0.

Dostavame aproximaciu,
1
In(l1—p)~Inl —py =P,

1ONapriklad pre pomer p = 0,001 sa hmotnost na celkom tseku As zmeni iba o promile. To je pre vi¢sinu
praktickych otdzok naozaj dost méalo na to, aby sme mohli vyhlésif, Ze hmotnost sa na takomto tuseku uz
prakticky nemeni.

"Evidentne nemoézem jednoducho spoéitat tento podiel pre limitny pripad, p = 0, lebo vtedy dostdvam
neur¢ity vyraz 0/0.

127, vysledku derivovania, 1/x okamzite vidim, Ze funkcia Inz je spojite diferencovatelna v blizkom okoli
bodu z = 0.

11 otazky@fks.sk



°
FKf Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

¢o instantne vieme pouzit vo vyraze —p/In(1 — p) pri vyhodnocovani jeho hodnoty v limite
p — 0. Dostaneme hodnotu 1 (ako ndm napovedala aj kalkulacka) a vypodcitali sme tak mozno
prvi netrividlnu limitu v Zivote. Po dosadeni dostavame pre drahu vztah,

[In2

o gfcosa

Obr. 9: Aproximacia logaritmu v bode z = 1 linedrnou funkciou

Na zaver by som dodal, Ze keby sme nehladali drahu, na ktorej zostane z ladu polovica, ale
drahu, na ktorej zostane z Tadu g-nésobok povodnej hmoty, tak by sme rovnakym postupom

dostali vysledok

[Ing
§=————
gfcosa’

z ¢oho viem ziskat zavislost zostatkovej ¢iastky Tadu ¢ od prejdenej dréhy s,

sgf cosa
g=exp | ———— ),

kde vidime exponencidlny pokles hmotnosti s prejdenou drahou. L'ad sa teda pri prejdeni akej-
kolvek kone¢nej drahy nema Sancu roztopit. Do Zivota si je rozumné zapamiitat, Ze exponen-
cidlnu zavislost sme dostali z rovnice As = cAm/m, ktora je charakteristickd pre exponenciilnu
funkéni zévislost.

3.7 JOJO (opravoval Samo)

Dané je JOJO: dizka Spagatika [, vnitorny polomer r, hmotnost m, moment zotrvaénosti vzhladom na
stred J. Treba urdit periddu JOJA pri volnom pusteni v bezodporovom prostredi a mozni chybu tohoto
vypoctu. Pozn.: ta spodnd faza sa da odhadnit zdola aj zhora z energetickych Gvah.

Pozrime sa, ako funguje jojo. Jeden jojo-cyklus pozostava z troch faz: pad joja az do okamihu,
kedy je uz celé lanko odmotané (vtedy je stred joja v rovnakej vyske ako spodny koniec lanka),
otacanie ,okolo snurky“, namotavanie joja na Spagatik. V praxi je tocCenie joja okolo $nurky
zanedbatelne dlhé oproti ostatnym fazam, ovela vicsie chyby sposobuje napriklad nerovnakéa
rychlost joja pri ceste nadol a nahor.
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7 N

-
faza l @ féza 3

Obr. 10: Tri fazy jojo-cyklu v obraze

Pri odhadovani dizky padu joja budeme predpokladaf, Ze rychlost cesty nadol a nahor je
rovnaka. Na prvy pohlad sa to nezda ako rozumny predpoklad — pri odraze sa moZe kopa energie
stracat. Uvedomme si vSak, Ze toto je dobre kompenzované tym, Ze pri hre s jojom lankom
trhneme akurat tak, aby ndm jojo opiit skoncilo v ruke. Hlavny zdroj chyb bude nedokonalost
nasho trhnutia, nevieme dobre odhadnut jeho silu tak, aby jojo iSlo presne rovnakou rychlostou
spiit, ako Slo dole. Pustme sa do prvej a tretej fazy, za ktoré ste mohli ziskat spolu slugnych
Sest bodov.

Dole: Po chvili zamyslenia inteligentny riesitel odhali vzfah medzi posuvnou a uhlovou rych-
lostou joja,
v=wr.

Kinetickd energia joja sa da vyjadrit ako
By = 1/2mv? +1/21w* .
To vSak mozeme vdaka vztahu medzi posuvnou a uhlovou rychlostou prepisat na
By =1/2(m+ I/r*)v*.
Vsimnime si, Ze kinetické energia joja je rovnaka, ako kineticka energia predmetu s hmotnostou
My =m+1I/r?.

Jojo sa teda brani pohybu rovnako®?® ako teleso s hmotnostou M., no gravita¢na sila ho roztlaca
len velkostou

Fy=mg,
alebo inak napisané
Fg = gefMef )
kde efektivne tiazové zrychlenie joja je
Get = gm/ M.y .

13Nad tymto sa treba trochu zamysliet, ale vyplynie to napriklad z toho, Ze k jednozna¢nému popisu pohybu
joja nam sta¢i poznat v lubovolnom bode jeho drahy rychlost a t vdaka zachovaniu energie pozname.
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Jojo prekona vysku [ za cas
tdole =V 2h/gef7

za rovnaky Cas sa vySplhé aj spit. Rovnaky vysledok by sme, samozrejme, ziskali aj z tvahy
o sile lanka pouzitim Newtonovej rovnice a z nej odvodenej rovnice pre moment sily a uhlové
zrirchlenie. !4

Napriek tomu, Ze otocka joja trva zanedbatelne kratky cas, jedna sa o velmi zaujimavt fazu
celého pohybu — bola by skoda nepokusit sa pre 1iu spravit nejaké odhady.

Otoc¢ka: V momente, kedy sa jojo zacne otacat okolo Spagatiku na jeho druht stranu, ma
uhlovt rychlost wy,, ktort vieme urcit z jeho kinetickej energie

Wmin = V 2lgef/r

Tato moze po okamih, kym jojo dosiahne spodny bod svojej drahy, len narastat. To sa da
zdovodnit jednoducho pozerajic na momenty sil vzhladom na tazisko joja — jediny posobiaci
nenulovy moment sily je od lanka a ten urychluje rotéaciu joja v prvej polotocke. Druhé polotocka
bude trvat rovnako dlho, ved je to symetrické. Preto mozno pisat odhad

totoéka S W/wmin .

Kym sa jojo dostane na opa¢nu stranu lanka, musi najskoér padnaf o r a potom opét o r stipnut.
Pritom v prvej polotocke posobi lanko na jojo v smere nahor a teda ho brzdi. Na zaklade toho
sme schopny uéinif odhad

totoéka 2 2T/Umax )

kde vpax je rychlost, ktortt by jojo malo naspodku (v hibke [ +r pod tchytom lanka), keby na
zaCiatku polotocky zacalo padat volnym padom,

2r 2r

2fotoéka Z - .
Umax 1/ 2(lgef + Tg)

Diskusia: Na zaver sa porozpravajme o zaujimavostiach, ktoré sme pocas rieSenia taktne
zamlcali. Prefikaného riesitela moze zaujimat, ¢ boli opravnené nase predpoklady o zvislom
lanku a symetrickej otocke. Neboli. Ale ¢o sme mali robit, tloha je tazka, Zivot ti ni¢ nedaruje,
tak treba obcas zaklamat. Odhalme tento podvod ¢itatelom. Predpokladajme, Ze je lanko cely
Cas zvislé. Vsetky sily posobiace na jojo musia byt vo vertikdlnom smere — horizontalna poloha
joja sa nemoze menit. AvSak pred a po otocke je jojo posunuté o 2r voci lanku, ako je to mozné?
Jedine tak, ze sa hybalo lanko a nie jojo. Vychylenim lanka o 2r ho natoc¢ime o uhol priblizne
2r /1, ¢o mozeme za predpokladu r >> [ zanedbat. Prekvapeni? NielenZe z predpokladu, Ze lanko
je zvislé, odvodime jeho naklonenost o uhol 27/, navySe mame tu drzost tento vysledok pouzit
na podopretie opravnenosti povodného predpokladu — matematik by vrazdil autora tychto viet.
Zvykajte si, toto je fyzika — prakticka veda pre praktickych Tudi.

MTrochu subtilna je analyza, ako vlastne posobi t4 sila lanka, ked ono je uchytené aZ po niekolkondsobnom
omotani vnutra joja, ale aj to sa d4 urobit poriadne.
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Vysledkova listina po 3. kole zimnej ¢asti 2010/2011

>

Meno Skola Ro¢. [ 3] 4]5]6]7 ¥ 33 P

1 | Jakub Kocdk G Humenné 221719199 7] 0,00 | 34,00 | 102,00

2 | Jan Pulmann Gamca 219191991 7] 0,00 | 36,00 | 100,00

3 | Matej Vecerik SPMNDAG 4. 1 -[1319)|9] 7] 0,00 | 28,00 99,00

4 Eugen Hruska G Hlohovec 4. -1 6 9 9 7 | 0,00 31,00 96,00

5 | Vladimir Macko GLS Zvolen 2.151419)]5]| 7] 000 | 26,00 91,00

6 | Juraj Pélenik SPMNDAG 4. | -6 19| 9| 5| 0,00 | 29,00 90,00

7 | Marian Hornak GyPar 3.19 (4] -1|4] 7] 0,00 | 24,00 89,00

7 | Jakub Safin GPH 1.9 5|4] 8| 6| 000 | 28,00 89,00

9 | Patrik Svancara G L. Stara Trendin 3.191319]9]| -1 0,00 | 30,00 86,00

10 | Klara Fickova G Postova 3.19-19|-1-1 0,00 | 18,00 74,00

11 | Andrea Plocekova | G Coubertina 4. | - | 8 6| 7| - 0,00 | 21,00 66,00

12 | Andrej Vicek EGJT LM 3.l -{-1-1|-1-1 0,00 0,00 59,00

13 | Ondrej Pisarcéik G Spisska SV 3.142-|5] 3] 000 | 14,00 55,00

14 | Daniela Feckova G Pankuchova 3.l -1-19]1—-1-1 0,00 9,00 51,00

15 | Zuzana Bogarova G L. Stara Trenéin 4. 1 - -19] -1 -1 0,00 9,00 44,00

16 | Ondrej Kovac GsvCaM 4. - -1-1-1-1 0,00 0,00 39,00

17 | Denisa Muthova G bilingvélne 4. |- -1-|-1-1 0,00 0,00 22,00

B
Meno Skola Ro¢. [1 ] 2]3]4]5]6]7 Q X3 by

1 | Jan Pulmann Gamca 220 = 919|9]19]|9]|7 0,00 | 36,00 | 105,00
2 | Jakub Kocdk G Humenné 2.0l -1 -=-171919]|9]|7 0,00 | 34,00 | 102,00
3 | Vladimir Macko GLS Zvolen 2.l -9 549|557 0,00 | 30,00 99,00
3 | Toméas Gonda Gamca L1919 -|-19]5]6 0,00 | 33,00 99,00
3 | Michal Hledik G GJH 2.l -f9)6|-19]|-1]7 0,00 | 31,00 99,00
6 Patrik Turzak G Postova -1. 9 9 5 5 -19 - 0,00 32,00 95,00
7 | Eduard Batmendijn CGSM 21901919 7|-1|-1|- -8,00 | 26,00 94,00
7 | Peter Kosec G L. Stara Trenéin L1919 -2]-1]18]|- 0,00 | 28,00 94,00
7 | Jan Ondras Gamca 11919191357 0,00 | 35,00 94,00
10 | Jergus Gressak G JAR 0.9 (9| -|5]19]-]- 0,00 | 32,00 93,00
11 | Dusan Kavicky G GJH 2.l - 95519 —-]|- 0,00 | 28,00 90,00
12 | Jakub Safin GPH 1.1]-1-19]514]8]6 0,00 | 28,00 89,00
13 | Peter Dupej G GJH 2.0 -9 |- 29| 2 0,00 | 22,00 84,00
14 | Jaroslav Petrucha G Metodova 2.1 -9 18129 —-]- 0,00 | 28,00 83,00
15 | Milan Pesta G K Presov 0. |59 |5 |4]|7]|-]- 0,00 | 26,00 82,00
16 | Maria Subjakova G P.O.H. 1.1919|18|-16]|-1]- 0,00 | 32,00 80,00
16 | Juraj Surovcik G P.O.H. 2.l -f9]6|2]9]|-]- 0,00 | 26,00 80,00
16 | Michal Smolik Gamca 0. |89 -1]9]-]- 0,00 | 27,00 80,00
19 | Tomas Turlik G JAR 0.9 o] —-|5B5]9]|-]- 0,00 | 23,00 78,00
20 | Jakub Cimerman GJGT 0. |59 -|-19]|5]| - 0,00 | 28,00 77,00
21 | Michal Bock Gamca 1.1919|-|14]-1|- 0,00 | 23,00 76,00
22 | Miroslav Gasparek SGOCZA o951 -1 -1 - 0,00 | 15,00 75,00
23 | Alzbeta Kurdelova SPMNDAG L9l 8- -13]-1- 0,00 | 20,00 74,00
23 | Branislav Rabatin G GJH .1919|-|-|7]|1]- 0,00 | 26,00 74,00
23 | Matus Jenca 7S Karloveska, 21919 -]10|-1]15] - 0,00 | 23,00 74,00
26 | Lukas Ivan G GJH o983 2 -1~ 0,00 | 22,00 73,00
27 | Natélia Tokarova G JAR 220 =933 ]9]|-1- 0,00 | 24,00 70,00
27 | Radomir Gajdosoci GPH .51 -12]-|-1]4 0,00 | 12,00 70,00
29 | Tatiana Matejovicova | Gamca 2.1 -9 -13|8]—-1|- 0,00 | 20,00 67,00
29 | Peter Hraska Gamca 1. 19 11-12171-1|- 0,00 | 19,00 67,00
31 | Milan Smolik Gamca oo *|-|2]|7]|-|- 0,00 | 18,00 66,00
31 | Jaroslav Hofierka G JAR L9121 -1212)1-1- 0,00 | 15,00 66,00
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PRy

Vysledkova listina po 3. kole zimnej casti

Meno Skola Roc. 112 4 15| 6 Q Y3 %
33 | Pavol Kogler G Galanta 1. | 4| 3 2111 0,00 | 10,00 63,00
34 | Zuzana Sinska G Banovce 2.1 -7 21 -13 0,00 | 16,00 60,00
35 | Samuel Cibulka G AV 0. | 9] 2 112 - 0,00 | 14,00 59,00
36 | Barbora Halajova G VOZA 1. 191 0] 3| - 0,00 | 13,00 58,00
37 | Irena Bacinska G Lipany -1. 517 114 - 0,00 | 23,00 57,00
38 | Matej Badin G GJH 1.1 5] 2 -1 -13 0,00 | 10,00 56,00
38 | Mojmir Mutny G GJH 1.1 -19 2141 3 0,00 | 18,00 56,00
40 | Michaela Brchnelova GSB 1. 8|0 -13] - 0,00 | 11,00 53,00
40 | Eva Polackova SGOCZA 1. 17| - 112 - 0,00 | 11,00 53,00
42 | Andrej Hoos G GJH 1.1-19 21215 0,00 | 18,00 52,00
43 | Michal Gaspar G JAR 1. 5| 3 1122 0,00 | 12,00 51,00
44 | Martin Peresini 7S Radv BB -1. -1 - -1 -1 - 0,00 0,00 50,00
45 | Matej Krajcovic G GJH 0. | — | - - -1 - 0,00 0,00 47,00
46 | Michal Rac¢ko G Jozefa Lettricha 0.9 * R e -10,00 | -1,00 46,00
47 | Andrej Staruch Gamca 0. | 5|7 -1 -1 - 0,00 | 12,00 45,00
47 | Peter Hojnos G SNV 152 23| - 0,00 | 12,00 | 45,00
47 | Stanislav Bednar G GJH 1.1 8]0 21 -10 0,00 | 10,00 45,00
47 | Pavlina Hodulova G Coubertina ;1. 0|1 -1 2| - 0,00 3,00 45,00
51 Zuzana Magyarova G GBST -1. -1 - — 0,00 0,00 44,00
51 | Dominika Hubova G L. Stara Trenéin -1. 5| — -1 -1 - 0,00 5,00 44,00
53 Nina Luéna G Coubertina 0. -1 - -1 -1 - 0,00 0,00 40,00
54 | Jan Dudi¢ G Postova 0.1 - 1| - -1 -1 - 0,00 0,00 32,00
55 | Eva Koczanova G AV 1. -10 1 1 k3 0,00 2,00 31,00
55 | Radka Kovacova G Coubertina B PO B -1 -1 - 0,00 0,00 31,00
57 | Ludmila Simkova GyPar -1. — -1 - 0,00 0,00 29,00
58 | Kamila Souckova Evanjelické Lyceum BA 1. - — 0,00 0,00 26,00
59 | Vladan Gloncak G L. Stara Trenéin 0.1 - | - -1 -17 0,00 7,00 25,00
59 | Max Karel G Bajkalska 1. 5] 2 -1 71 - 0,00 | 14,00 25,00
61 | Roman Selecky GLS Zvolen B P I -1 -1- 0,00 0,00 21,00
61 | Alexandra Pistrdkova | G Postova 2. — - - 0,00 0,00 21,00
63 | Samuel Havadej G JAR 2. | - | - -1 -1- 0,00 0,00 20,00
64 | Marek Bajtos SPS strojnicka Spisska nova Ves 1 -] - -1 -1 - 0,00 0,00 17,00
65 | Maros Polovka OG Kukuéinova B P I -1 -1- 0,00 0,00 16,00
66 | Miloslav Duratny G VOZA 2. | - | - -1 -1 - 0,00 0,00 14,00
67 | Jan Jurica ZSaMS Poprad 5 O [ -1 -1 - 0,00 0,00 13,00
68 | Peter Hosta¢ny SOS BnB 2.1 - | - -1 -1 - 0,00 0,00 11,00
69 | Judita Magova G GBST 2.0 - | - -1 -1- 0,00 0,00 9,00
70 | Norbert Slivka GJGT 1 -] - -1 -1 - 0,00 0,00 8,00
70 | Rébert Lexmann G L. Stara Trenéin 2.1 - | - -1 -1 - 0,00 0,00 8,00
72 Daniel Ondra G Postova -1. -1 - -1 -1 - 0,00 0,00 6,00
72 | Matus Dobrotka G Béanovce 2.1 - | - -1-1- 0,00 0,00 6,00
74 | Samuel Pucek G L. Stara Trenéin 0. -1 - -1 -1 - 0,00 0,00 1,00
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