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Vzorové riesenia 2. kola letnej Casti 2010/2011

2.1 Filip dviha (opravovali Filip a Jakub, vzorak Filip)

Akou silou musi Filip na obrazku tahat za lano, aby vytiahol stokilové zavazie?

Obr. 1: Vedro na kladkach

AK4 je sila na vytiahnutie? Uvedomme si, Ze ked sa nam podari najst silu, ktort potrebujeme
na dosiahnutie rovnovéhy, tak potom staci do stustavy len trosku fuknit a uz to pdjde samo.
Ak3 je teda sila, aby bola celéd ststava v rovnovahe?

Zacneme odspodu. Lano je napinané silou F' = mg. Je otocené okolo kladky D. Aby sa
kladka neroztacala, musi byt vysledny moment sil nulovy. Pozrime na kladku s hornou polk-
ruznicou lana ako na jedno teleso v nami vySetrovanom statickom pripade — nulovy moment
dostaneme prave vtedy, ked je napitie v lane na oboch stranach rovnaké, F. Aby sa kladka
nehybala, vyslednica F' + F musi byt kompenzovana fahom 2F v lane medzi kladkami S a D.

Kladka S je rovnakéa ako D, len zavesena opacne. Hned teda vidime, Ze sila 2F tahajuca
dole sa ,rozdeli“ medzi oba konce. Horné lano je teda napinané silou F'.

Zostava nam posledné (nazyvana pevnd) kladka H. UZ na zaciatku sme napisali, ze aby sa
kladka netocila, musi byt sila na oboch jej strandch opét rovnaka. Rozuzlenie tohoto zamota-
ného prikladu je teda jednoduché, musime fahat silou F' = mg.
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Alternativne sa na ulohu da pozrief cez pracu: predstavme si, ze Filip (ktory na obrazku
chyba) potiahne koniec lana pomalicky nadol o dlzku d silou F. Vykon4 pritom pracu W = Fd.
Ak to urobi dost pomaly, tak pri tomto tikkone prakticky nezmeni kinetickd energiu uvazovanych
telies (kladky, lano, vedro, jeho ruka). Pevné ukotvenia lan sa nemézu pohnut, teda tam sa praca
tiez nemohla vykonaf. Praca bola teda vykonand jedine na zdvih zévazia. Treba nam urdcit, o
kolko sa toto zdvihlo pri potiahnuti konca lana o d: kladka S sa zdvihne o d/2, teda aj kladka
D sa zdvihne prave o tolko isto; vedro sa vSak pritom zdvihne o d. Vykonané praca teda je
W = mgd, z ¢oho dostavame vysledok (zhodne s predoslym) F' = mg.

2.2 Kvadre (opravovali Kamila a Miso, vzorak MiSo, Kamila? a Jakub)

Vymyslite dva sp6soby, ktorymi mozno urcit koeficient odporu medzi podlozkou a kvadrom, ak nemate
k dispozicii silomer, vahy, ani Ziadne iné podobné silumeracie zariadenie. Aspon jeden zo spésobov zrealizujte
a odhadnite chybu merania.

Prvy sposob, ktory si uvedieme, je z ucebnic notoricky zndmy sposob urcenia statického koefi-
cientu trenia na naklonenej rovine — na kvader na naklonenej rovine pdsobi tiazova sila a sila od
podlozky (normélova a trecia). Tiazov silu si rozloZime na zlozku rovnobezni s rovinou a na
zlozku kolmu. V hrani¢nom pripade sklonu roviny, kedy akékolvek malé Stuchnutie uvedie kvéa-
der do pohybu, je rovnobezna zlozka tiazovej sily mg sin « velkostou rovna trecej sile. Vieme, ze
maximalna velkost trecej sily je stéin koeficientu statického trenia f a normalovej sily podlozky
(ktoré sa velkostne rovné prave kolmej zlozke tiaze mg cos o). Podosadzujeme, upravime a do-
staneme vztah [ = tga, kde « je hrani¢ny uhol. Sta¢i ndm teda zmerat tento uhol. To treba
zopakovat viackrat na réznych miestach podlozky, nakolko koeficient trenia je spriemerovand
veli¢ina. Nepresnost kazdého jedného merania zévisi od uhlomera, nasej gramblavosti. . .

Druhy sposob urcenia méze byt nasledovny. PoloZime kvader s ur¢itymi rozmermi na vodo-
rovni podlozku a za¢neme pdsobit silou kolmo na niektort z jeho bo¢nych stien — ti nazveme
predné stena. Posobif budeme v uréitej viske h nad podlozkou. Hibku kvadra ozna¢me a. Pre
reZime nastane posun pri F' = F; = fmg. Kvader sa pritom nebude otacat a bude teda pren
platit rovnost posobiacich momentov sil a to vhladom na akykolvek vztazny bod. Vyberme si
ako vztazny bod miesto pod taziskom kvadrika na styku s podlozkou. Zrejme je potom moment
tiazovej a trecej sily vzhladom na tento bod nulovy. Moment sily I je F'h a moment normalovej
sily (poslednd sila posobiaca na kvadrik) musi byt potom presne opacny (velkostne rovnaky).
Nuz, tento moment vSak moze byt najviac rovny mga/2, lebo normélova sila nemoze pdsobit
dalej od vztazného bodu ako a/2 — to by bolo uz mimo podstavu kvadra. Pre hrani¢na vysku
teda dostavame rovnicu

a
fmgh = mga/ = f 57

Pre vicsie vysky h sa momentova rovnost da fyzikalne splnif iba pre sily mensie ako F' = fmg
a preto nastane preklopenie skor ako posuv. Nepresnost merania spociva v tom ako presne
odmeriame vysku, v ktorej sa meni Gc¢inok sily. Ak budeme do kvéadra tlac¢it hrotom fixky, tak
aj znacka zostane.

Treti sposob je mierne upraveny prvy sposob, ktorym urc¢ime koeficient dynamického trenia.
Zoberieme dosku dizky s. Z tejto vysky (napr. popri doske) nechame padnif kvader na zem,

IPrvy netrividlny pri postupnom zvySovani sily.
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pri¢om meriame ¢as ty. Potom nechame kvader kizat dole doskou, po celej jej dlzke, a zmeriame
¢as t. Doska moze mat Tubovolny sklon, stac¢i len aby kvader dakedy dosiel na zem. Uhol sklonu
« tiez odmeriame. Pre volny pad plati s = gt2/2 a pre sikmy pad s = at?/2. Vydelenim tjchto
rovnosti dostaneme g/a = t?/t3. Pre zrychlenie a pri Sikmom pade plati

ma = mgsina — fmgcosa ,

po dosadeni teda dostaneme

2 2
t
0 , 0
— = sina — fcosa =tga —
t2 / / & t2 cos o

Nepresnost je v tomto pripade vicsia ako v predoslych pripadoch, pretoze do vypocétu vstupuji
tri merané veli¢iny. Odpor vzduchu sme si dovolili neuvazovat.

Cujte posolstvo. Viaceri z vas pocitali tangens uhla cez pomer odvesien, nemerali teda
uhol uhlomerom, ale dizky pravitkom, ¢o je s ohladom na presnost pri beznych uhlomeroch
dobry napad. Pri experimente je nevyhnutnostou robit viac ako jedno meranie — pét okej,
desat spokojnost. VSetky merania sa vzdy zapisuju tabulky a pocita sa odchylka — idaj, ktory
nam povie ako nepresne sme merali. Tiez je dobrym zvykom v kraji niekde vypisat zoznam
pouzitych znaciek. Zaverom este poznamka, ze akékolvek zariadenia, ktorym ste vo vyslednom
efekte merali tiaz/hmotnost skutoéne povazujeme za vahy, ¢i silumeracie zariadenia, ktoré sme
v zadania zatrhli! Dosfksatenia.

2.3 Elektrina (opravovali Ado a Frico)

Vypocditajte elektricky odpor medzi bodmi A a B na obrazku. Bonus za nebodov(i odmenu: Urcte napatia
a prady v obvode na http://xkcd.com/730

Azda najuc¢innejSou metédou, pomocou ktorej mozno vypocitat odpor nasej suciastky, je me-
toda uzlovych potencidlov. T4 je zalozena na 1. Kirchhoffovom zakone. Ten hovori, ze pre kazdy
uzol elektrického obvodu je sticet prudov vtekajucich do uzla rovny stc¢tu pruadov z uzla vyte-
kajucich. Inak by totiz musel elekricky naboj v uzle vznikat, zanikat alebo sa v nom hromadit
a k nicomu takému v ustalenom stave nedochadza.

Predstavme si, ze sme suciastku pripojili na zdroj elektrického napétia U tak, Zze uzlu A
mozno priradif potencial ¢4 = U a uzlu B potencial pp = 0V.2

Oznacme si horny uzol suciastky H a dolny D a im prislachajice potencialy ¢y a ¢p.

2Prad (tzv. dohodnuty) v stciastke teda potecie z bodu A do bodu B. Elektricky prid mé totiz vplyvom
elektrického pola snahu tiect z miesta s vys$$im potencidlom do miesta s niz§im potencidlom. Potencidl v nejakom
bode si pritom mozno (s rezervou) predstavit ako vysku kopca, po ktorom prid prechddza. Zdroj napitia potom
sluzi ako akysi rebrik, po ktorom prud na svojej prechadzke po obvode lezie naspiit na kopec.
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Obr. 2: Uzlové potencialy

Ak teraz pre kazdy z uzlov H, D napiSeme rovnicu podla 1. Kirchhoffovho zékona, kde
pridy vo vetvach vyjadrime ako podiely napétia medzi ich koncami a ich odporu,® dostaneme
stustavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych ¢y, ¢p,

U—-vnx ¢p—on  0—vu

rovnica pre H : 0= 7 + ¥ + SR
. U—-vp wa—vp 0—¢p
D: 0=
rovnica pre SR + 3R + R
= = 8U = 5U
SOH_13 ’ SOD_lg .

Je zrejmé, Ze potencidly v jednotlivych bodoch vyjda pre akokolvek skaredy obvod vzdy
priamo tmerné velic¢ine U.

Z Ohmovho zakona pre celt suciastku, U = Reepclcerc, kde Ieec je celkovy prid pretekajicu
obvodom, ur¢ime celkovy odpor obvodu R.. Celkovy prud opit ziskame z 1. Kirchhoffovho
zékona (napr. pre bod A) ako stcet pruadov v lavej hornej a lavej dolnej vetve vyjadrenych cez
jedin neznamu U,

U—QOH U—QOD 9 U

Ice = = 755
fk R °R 13R
U 13
Reax = =—R.
f [celk 9

Priklad bolo tiez mozné uspesne vyrieSit napriklad vyuzitim aj 2. Kirchhoffovho zdkona
pomocou metddy sluc¢iek. Metéda uzlovych potencidlov je vSak efektivnejsia, nakolko zavedenie
potenciadlov v uzloch okamzite riesi vsetky sluckové rovnice. Okrem toho je samotné zapisanie
rovnic ovela menej nachylné na chybu v znamienku.*

Najcastejsie sa medzi spravnymi rieseniami vyskytovali dva pristupy. Prvy pristup, pouzitie
Kirchhoffovych zakonov, spoéival v presktimani napiti a pradov vo vetvach obvodu (po pri-
pojeni na fiktivny zdroj napétia). Tu bolo mozné vybrat si jednu z dvoch spominanych metéd

3V pripade, Ze by z uzlov vytekali niekam von zo schémy nejaké zname pridy, tak by sme ich jednoducho
pridali na Tavi stranu prislusnej rovnice.

4Pozri ako sme zapisali rovnice pre body D a H — stéet vtekajicich pridov mé byt nulovy, pricom vsak
zapis je velmi prehladny a nemé problém so zdvadzanim smeru pradu v jednotlivych vetvach.
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— metédu sluciek alebo (o¢ividne menej znamu) metédu uzlovych potencidlov. Zopar z vas sa
dokonca dopracovalo k vysledku aj bez toho, Ze by bolo treba Kirchhoffa menovat — po niekol-
kych tvahach o napitiach vo vetvach (typu ,napitie medzi dvoma bodmi musi byt rovnaké,
nech idem po akejkolvek ceste”) vam to vyslo. Tento pristup spolahlivo a priamociaro vedie
k spravnemu vysledku.

Mnohi z vas sa rozhodli pre dovtipnejsi pristup — pouzili ste trik znamy ako transfiguracia
(nie v rokfortskom slova zmysle) trojice rezistorov zapojenych do trojuholnika na trojicu inych
rezistorov zapojenych medzi tymi istymi uzlami do hviezdy (alebo naopak), pricom tato trojica
bude hrat v obvode rovnaku tlohu ako predosla. Tym sa vam podarilo zmenit Glohu na ind
(s rovnakym vysledkom), kde sa uz dala suciastka roztrhat na sériovo a paralelne zapojené
kusy. Pre zaujemcov je to pekne popisané napriklad na ceskej Wikipédii pod nédzvom ,,Prepocet
hvézda trojuhelnik®.

NajcastejSou pric¢inou omylu bolo to, Ze zadany obvod nemozno (bez transfiguracie) jed-
noznacne rozdelit na skupiny sériovo a paralelne zapojenych rezistorov. Preto sa bez vysSie
uvedenych metdd zrejme nezaobideme.

Co sa tyka bonusovej ulohy, vysledok je samozrejme 47 Hz~!. ® Zial, iba prekvapivo maly
pocet z vas sa pustil do rieSenia bonusovky, takze mate smolu, prisli ste o 0 bodov. A ti, ktori
pri nej zapli, si od nas vysluhuju zavere¢né pozehnanie.

2.4 Zo suda trubka (opravovali Halucinka a Bzduso)

Zo sudu vychadza v blizkosti dna vodorovna trubka diiky £. Do trubky s v pravidelnych intervaloch
nastrkané zvislé trubice po celej jej dizke. Hovori sa, %e hladina vody v tychto trubiciach bude smerom
k otvorenému koncu trubky linedrne klesat, kedze v dosledku trenia v trubici klesa tlak. Vysvetlite, ¢i sa
toto tvrdenie zakladd na pravde. Ak ano, ¢o by sa stalo v pripade, Ze by sme trubku prediiili, ako je
znazornené na obrazku? Prestala by voda tiect?

Fyzikalne ucebnice a internet zhodne tvrdia, ze vyska vody v trubiciach bude naozaj linedrne
klesat. Nebudeme sa s nimi hadat. Vezmime toto tvrdenie ako (experimentalne overeny) fakt a
pokiisme pochopit, preco je to tak.b

Ako vieme, viska vodného stipca hovori o tlaku vody v danom mieste potrubia. Plati

P = Patm + hpg .

Pokial vyska h pozdlz trubky linearne klesa, musi pozdlz trubky lineérne klesat aj tlak. Tieto

tvrdenia su de facto ekvivalentné. Avsak co znamend, Ze tlak v trubke linearne klesa?
Uvazujme vo vodorovnej trubke kus vody s dizkou Az. Prierez trubky ozna¢me S. Kedze

tlak v trubke klesa, tak na Tavej strane kusu vody bude vicsi tlak p,p,,., nez tlak na pravej

5Postup rieSenia je vsak prilis trividlny na to, aby sme ho tu uvadzali, a preto rieSenie prenechivame ako
cvidenie pre Citatela.

6T4to tloha je v principe jasné, pokial vysvetlenie javu &loveku ,napadne“. Po dostato¢ne dlhom ¢ase bude
iste napadnuty kazdy. Zial, text o ,zjaveni zhora® a ¢akani na zazrak by sa viac ponasal na tryvok z Biblie,
nez na vzorové riesenie. Preto som ku vzoraku pristupil trochu umelo, ako ,nekonecne inteligentny hlupak*“:
Vysvetlenie nas nenapadne. Namiesto toho budeme z pozorovani dokladne robit spravne dedukcie, ktoré nas
zialbohu, i ked niekedy je to aj chvalabohu, ale tentokrat chvalabohu, ze Zialbohu poveda k zdanlivo spornému
zaveru. Vzapiti odhalime bezrozporné rieSenie a v tom momente sa vSetko vyjasni a budeme sa divit, ako nas
to mohlo nenapadnit ihned. Kto sa nechce hrat na hlupdka, ale chce sa hned dozvediet vysvetlenie, moze hned
preskocit na ¢ast Co sa to teda v trubke naozaj deje?.
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strane Pypravo- Z oboch stran teda na kus vody tlaci tlak tlakovou silou F' = pS. Ak odc¢itame
silu zlava a sprava, dostaneme vyslednt silu Fij, smerom doprava.

e vpravo

Ax

Obr. 3: Sily posobiace na kus vody vo vodorovnej trubke.

Foax =S (pvl’avo - pvpraVO)

Nenulova posobiaca sila sposobi zrychlenie kusu vody. Na zéklade tvrdenia v zadani je rozdiel
tlakov (Pyprave — Pyiave) = Ap priamo tmerny dizke Az (budem znacit Ap ~ Ax) a pritom
nezavisly na polohe. Hmotnost vody zjavne taktiez spliia m ~ Az a tento vzfah je tiez nezavisly
od polohy.” To vSak znamen4, Ze zrjchlenie kusu vody a = Ap S/m vyjde nezavislé od volby Az.
Co je vsak zaujimavejsie, vyjde tiez nezavislé od polohy v trubke. To znamend, ze voda v celej
vodorovnej trubici ma rovnaké zrychlenie. A nielen to! Z rovnice kontinuity (nestlacitelnosti)
vieme aj to, ze voda v celej vodorovnej trubici md rovnaki mjchlost v jednom vybranom case.®

Nakolko nas zaujima v c¢ase ustdleny vytok (pomaly pokles hladiny v sude zanedbévajuc),
musi byt zrychlenie vody v celej trubke nulové. Nulové zrychlenie vSak znamend, Ze na kus
vody v trubici posobi nulovd celkovd sila. To mozno zariadit iba tak, Ze na kazdy kus vody bude
posobit dalsia sila, ktord bude mat rovnaki velkost ako Fij, a opacny smer. Inak povedané, sila
ktora posobi proti smeru tecenia a ktorej velkost je timerna dizke uvazovaného kusu vody Az.
Jedna takato sila sa priam vstva na jazyk: Tdato zahadnd sila je odporovd sila o steny trubice.

Co sa to teda v trubke naozaj deje?

Predstavme si, ze vytok trubky je upchaty zatkou. V istom momente zatku uvolnime. Na
vodu v trubici posobi tlakovy rozdiel rovny v§ske vodného stipca H v sude, t.j. je roztla¢ana
silou F' = SHpg. Voda za¢ne zrychlovat, ¢o méa za nasledok rast odporovej sily o steny nadoby.
Néarast odporovej sily méa vsak za nasledok klesanie zrychlenia. Po kratkom case odporova sila
narastie na hodnotu, pri ktorej uz voda v trubke prestane zrychlovat — tecenie dosiahlo ustdlensy
stav. Voda bude tiect trubkou konstantnou rychlostou.

Kebyze do trubky namontujeme zvislé trubice, tak priebeh vysky bude vyzeraf nasledovne:

"Keby nasa trubka nemala vsade rovnaky prierez, tak by sme boli v kybli. Vtedy by ani pokles tlaku pozdlz
trubky nebol konstantny!

8V skuto¢nosti ma voda v trubke nezavisle od vzdialenosti od vytoku rovnaky rijchlostny profil — rychlost
v zévislosti od polohy v ramci prierezu trubky. Uvaham v texte podstatnym pre priklad viak tento detail nijako
neublizi.
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Obr. 4: Ako to bude naozaj vyzeraf.

To znamen4, 7e hned za sudom (tj. na zadiatku trubky) je hladina vyska vodného stipca H'
mensia, nez vyska vody H v sude. Tento rozdiel vysok (tlakov) spdsobi, ze voda pri prechode
zo suda do trubice naozaj zrychli na rychlost (Torriceliho vztah)

v=+29(H—-H), (1)
Této ustalena rychlost je také, aby v trubke nastala rovnovaha sil, t.j.

Fodporovéu = SH/PQ ) (2)

Vnttri trubky bude tlak linedrne klesat az na nulovii hodnotu pri otvore. Presny tvar Foaporova
nie je jednoduché urcit, zrejme v8ak rastie s rychlostou vody, ktord cez rovnicu (1) zavisi od
vysky H’'. Rovnice (1) a (2) spolu s rovnicou pre odporovi silu v principe umoziiuji najst H’
av.

Co sa stane, ak trubku predizime?

To uz je jasné. Voda bude stale vytekat, len ustalené hondoty H' a v buda iné. Ako sa
zmenia? V dlhsej trubke by sa pri zachovani rychlosti zvicsila odporova sila, ktora by pri
zachovanom H' zacCala prevySovat silu H'pgS. Rovnovahu dosiahneme zmensSenim rychlosti.
tiez stoji, Ze vyska vodného stipca pri sti bude nadalej nulové, takze pokles vodnej hladiny
na jednotku dlzky sa zmensi. Na zaver si sktste sami premyslief, pre¢o v zadani navrhnuté
,zastavenie vytekania® nie je nikdy rieSenim rovnic (1) a (2).°

2.5 Kmitajuce kalceto (opravovali Cico a Poli, vzorak Jakub a Poli)

Bezny stolny futbal obsahuje liniu N = 5 obrancov v pravidelnych rozostupoch d = 10 cm od seba. Lukas si
vymyslel, Ze jeho obrana bude nepriestrelna, ked bude tymito obrancami zirivo mykat zo strany na stranu.
Sirka ihriska je L = 50 cm, polomer lopty je R = 1cm. Hracov povazujte za zvislé valéeky s polomerom
H = 1cm. LukdSovo pocinanie si predstavte pre jednoduchost tak, ze hybe radom obrancov konstantnou
rychlostou u dovtedy, kym nenarazi krajnym hracom do steny. Vtedy okamzite zmeni orientaciu pohybu
hracov na opacnil s rovnakou rychlostou. Uréte pre u = 2v a pre u = 4v pravdepodobnost, Ze lopta vyslana
superom kolmo na liniu obrancov rychlostou v prejde cez liniu obrancov bez dotyku!

9Hint: ,Netiect“ znamend v = 0. Vtedy Fodporova =0 = H’ = 0. Na druhej strane podla (1) z v = 0
vyplyva, ze H = H'. Odvodené tvrdenia si o¢ividne odporuju.

7 otazky@fks.sk



FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Zdravim vsetkych kalcetavych fantsikov. KedZe uz vsetci urcite horite nedockavostou, pozrime
sa rovno na to, ¢o sa da vSetko s tlohou povymyslat. Kvoli jednoznacnosti este upresnime
zadanie — rozostupmi obrancov d budeme rozumiet rozostupy ich stredov.

Predtym, nez zacneme ¢okolvek ratat, ujasnime si, kedy sa lopta a obranca dotkni — bude
to prave vtedy, ak by vzdialenost stredu obrancu a stredu lopticky bola pri priamom pohybe
lopticky v nejakom case mensia ako R + H = 2cm. Urobime este taky trik — lopticku budeme
povazovat za bodovil a hracom priradime efektivny polomer R’ = R + H. Efektivna Sirka
ihriska, ktora hovori o tom, v akom $&irkovom rozmedzi sa moéze pohybovat lopticka, ¢i hraci,'©
jepotom ' =L —2R=L—2H = 48 cm.

Pozrime sa najprv na situaciu, ked sa rad obrancov nehybe. Ako rozumne definovat prav-
depodobnost toho, ¢i lopticka prejde alebo neprejde? Kedze jej pohyb uvazujeme priamodiary
a kolmy na liniu obrancov, zrejme to bude jednoducho pomer $irky zabratej (efektivnymi)
obrancami a (efektivnej) Sirky ihriska. Obranend Sirka ale zavisi od polohy obrancov. Ak st
obaja krajni (efektivni) obrancovia (= ich stredy) dalej ako R’ od efektivneho kraja ihriska,
tak pravdepodobnost p ¢istého priestrelu obrancov bude

L'—5-2R

7, ~ 58,3% .

p =
Ak mame jedného z obrancov pri kraji, tak obrani iba R’ efektivnej Sirky, teda pravdepodobnost
priestrelu vyjde
L'—4-2R' — R
L/
Co nam to hovori o v¥sledku nasho prikladu pre stojacich obrancov? Ak prijmeme pred-
poklad,!! Ze &m rychlejsie mykame, tym mensia je Sanca nestretnaf lopticku, tak by vysledok

.....

Teraz uz prejdeme k tlohe v takom Sate, ako bola zadana. Na rieSenie sa nukaju viaceré
moznosti — mozeme riesit pohyb obrany a lopticky a overovat, kedy je a kedy nie je splnend
podmienka dotyku — to znie dost neprijemne. .. Dalej sa d4 na problém pozriet o¢ami obran-
cov, ktori vidia ako sa lopta myka zo strany na stranu a popritom sa blizi. My sme si zvolili
ekvivalentny popis z pohladu lopticky, ktora vidi mykat sa obrancov zo strany na strany bliziac
sa k nej.

Méame teda stojacu efektivnu (t.j. bodovil) lopticku a pohyb obrannej linie bude taky cik-
cakovity zo strany na stranu. Zamyslime sa nad tym, ¢o to znamena pre nasu lopticku. Lopticka
prejde cez liniu obrancov, ak sa k nej v Ziadnom ¢ase Ziadny z obrancov nepriblizi na vzdialenost
mensiu ako R'. Ako to zistime? Ked zafixujeme ¢as, tak ndm stac¢i zakreslit polohu obrancov
ako kruhy s polomerom R’ a zodpovedat, ¢i sa bodova lopticka nachédza v niektorom z nich.
Pre vSetky ¢asy naraz sa to da ,jednoducho® urobit zakreslenim cik-cakovitych ¢iar pohybu
obrancov z pohladu lopti¢ty, ktoré ,,obalime* 2 cm Sirokou ,néraznikovou zénou*“ — zénou, ktora
pre loptic¢ku znamena koliziu, vid obrazok nizsie. Ak by sme poznali iplnt informéciu o stave na
ihrisku v nejakom ¢ase (napr. v ¢ase odpalu), tak by sme si mohli dat znacku, kde je lopticka,
a mohli by sme dokreslit trajektdrie obrancov z jej pohladu, ktoré by sme obalili ndraznikovou

10V daka rovnosti R = H je efektivna Sirka pre lopti¢ku aj pre hracov rovnaka.

HKtory sa da rucne-strucne overit a je pravdivy.

12Kto sa chce pohrat, tak moze overit, Ze stredna pravdepodobnost priestrelu pri nahodnej polohe obrancov
je p=19/32 ~ 59,4%.
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FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

zénou a s istotou by sme vedeli povedat, ¢ lopta presla bez dotyku alebo nie — tak napr. lopta
v mieste kvetinky na obrazku by presla a lopta v mieste ziarovky nie. Ked by sme poznali
iba vzdialenost [ lopty od efektivneho okraja, tak by sme pravdepodobnost ¢istého priestrelu
poéitali ako podiel dizky ¢iarkovanej linie mimo obrénenej zény ku celkovej dizke linie. Ak
nepozname ani to (t.j. v nasom pripade), tak pravdepodobnost priestrelu je jednoducho plocha
mimo obranenej zony ku celkovej ploche.

%7 7 s
o

//,//

'

Obr. 5: Hraci v pohybe

Vdaka periodi¢nosti pohybu obrancov staci zratat pravdepodobnost pre jednu periédu. Pri
detailnejSsom pohlade sa ukazuje, ze staci poriesit polperiédu (= zasedeny pas v obrazku hore).

Tak hor sa do toho. Tuto kon¢i fyzika, a zacina geometria. Neznamena to vsak vobec, ze
by tu bolo vhodné prestat ¢itat. Ako bude vo vSeobecnosti vyzeraf ,néaraznikova“ zéna? Keby
sa obrancovia pohybovali iba po priamkach (nie lomenej ¢iare), tak by to boli také rovnobezné
pasy. Problém je s miestom, kde sa obrancovia otacaju. Na vnitornom ohybe budu pasy spravne
stanovovat, kde lopticka nesmie byt. VonkajSok bude kruhovity, pozri obrézok hore. V roznych
rezimoch — t.j. pre rozne pomery u/v sa oblasti moézu rozli¢ne prekryvat.'3

Pozrime sa na pripad u = 2v. Od kraja po kraj prejda hra¢i L' — 4d = 8 cm. Pocas tohoto
casu sa linia priblizi k lopticke o 4 cm.

Y

zéna 1 2

8 cm 2 cm
- —

Obr. 6: Pripad dvojnasobnej rychlosti

Uhol « sa najlepsie uréi zo zasedeného obdlznika v zéne 1, tg o = v/u = 0,5. Celkové plocha
zodpovedajtica polperiéde je L' x 4cm = 192cm?. Celkova neubranens plocha vo vetkych
piatich zénach typu 1 je 10S5;. Celkova neubranend plocha vo vSetkych 4 (!!) zénach typu 2 je
4(8cm? — 25;).

13V daka rovnostiam R = H a L = (N + 1)d existuju iba 3 rozne rezimy prekryvov, nas z nich budi zaujimat
iba tie 2, do ktorych patria u/v = 2,4.
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Vypocet sa nam teda redukuje na vypocet ploch S; a S;. Plocha S; sa da s vyuzitim
srafovanych trojuholnickov spocitat takto,

1 R’ R’
5’1:—<8(:m— : ) (4cm— )%3,1115(:1112.
2 sin o Cos &

Plocha S; je sticet obsahu vertikalne Srafovaného trojuholnicka a kruhového vyseku s uhlom
90° — «a,

1 90° —
Sp = SR tga+ wR@WOO‘ ~ 3,2143 cm? .

Celkovo je teda pravdepodobnost priestrelu p rovna
1051 4 4(8 cm? — 255)
B 192 cm?

~ 19,48% .

Tento pripad sme teda tspesne rozluskli. Pozrime sa na v = 4v. Tu ndm bude stacit velmi
jednoduché tuvaha. Za ¢as, za ktory hraci prejdi 8 cm doboku, sa linia obrancov priblizi k lop-
ticke o 2 cm. Z obrazka nizsie vidime, Ze cely , priestorocas” je obraneny, preto pravdepodobnost
prejdenia bez dotyku je v tomto pripade nulova.

///'@ N
,,,,//,,,,/’ 7 >

Obr. 7: Pripad Stvornasobnej rychlosti

Naozajstnym masochistom zaiste nestaci poznanie p-cka iba pre par konkrétnych hodnot
vstupnych parametrov u /v, ale chet vidiet celt funkénu zavislost. T4 vyjde zlozena z 3 kriviek
(jedna pre kazdy z roznych rezimov prekryvov), vid obrazok nizsie:

Ap

0.6
0.5
0.4+
0.3
0.2+

0.14

~
<

0
0 1 2 P1/2 3

Y

B =

Obr. 8: Pre masochistov
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Este by som mal poznamku k vyznamu pre vyvoj kaléeta. Pravdepodobnost dotyku s ob-
rancom, ni¢ nehovori o pravdepodobnosti gélu. Spometime si, ze ked sme riesili pripad stojacich
hracov, tak sme urcovali Sirku toho, kade lopticka prenikne cez obranu — vécsina tejto Sirky je
v8ak zdkonite mimo branky. V tomto pripade by te¢ mohol pomoct skérovaniu.

Tolko teda z mojej strany, hrajte aj nadalej. priklad5.tex

2.6 Postriebrena SoSovka (opravovali Lukas a Marika)

Majme tenkd vypuklo-vypukld SoSovku, o polomeroch zakrivenia R;, Ro. Ta je pokrytd polopriepustnym
zrkadlom z oboch strdn. Index lomu materidlu, z ktorého je SoSovka vyrobend, je n. Urlte ohniskovil
vzdialenost pre lG¢e prave jedenkrat odrazené od oboch povrchov.

Na prvy pohlad sa zd4, Ze ide o zlozitt optickt ststavu. Uloha sa vSak stane velmi jednoduchou,
ked si uvedomime, Ze sa déa rozlozit na Styri fahko popisatelné optické deje. Rozoberieme dva
pristupy k rieseniu, jeden z nich vyuziva dva zakladné principy optiky a trocha geometrie, druhy
vyuziva dva nie az tak trivialne vzorce.

Ako to v geometrickej optike byva, budeme vySetrovat len lace idice blizko optickej osi (pa-
raxialne) a ako hovori zadanie, SoSovka je tenké. Tieto dva predpoklady ndm umoznia pracovat
s pomerne estetickymi rovnicami.

Najskor si ukdzeme druhy menovany postup. V rieSeni budeme potrebovat dva vztahy, prvy
popisuje odraz lic¢a na dutom zrkadle:

1 1

2
s s R’
druhy lom na gulovej lamavej ploche:

ni no nNg — 1y

StV TTR O
kde s je vzdialenost predmetu, s’ vzdialenost obrazu, R polomer krivosti gulovej lamavej plochy,
ny index lomu vonkajSieho prostredia a n, index lomu materidlu za gulovou ldmavou plochou
(teda do hibky neohrani¢enej osovky). 4

La¢, ktory nas zaujima, ide rovnobezne s optickou osou (prichddza z nekoneéna) a lame sa
najskor na stene Sosovky s polomerom R, pokracuje vo vnutri Sosovky az kym nepride k druhej
stene, na ktorej sa odrazi ako na zrkadle. Potom sa rovnako odrazi na prvej stene, vracia sa
vnutrom sosovky k druhej, kde sa tentoraz zalomi a pokrac¢uje mimo Sosovky vzduchom az do
svojho ohniska. Rovnicami budeme popisovat postupne lom, odraz, odraz a lom.

Ked sme si vyjasnili, ¢o chceme pocitat, mdzeme dosddzat. Najskor prvy lom: s — oo, teda
1/s — 0, vonkajsie prostredie je vzduch s indexom lomu 1 a polomer ldmavej plochy Ry,

n—1 ,  nRy

n =
—_— = S =
s’ Ry n—1"

14 Ak vés zaujima odvodenie t§chto vztahov, skiiste sa pohrat s postupom naértnutym v dalom rieSeni tejto
ulohy, alebo sa pozrite do Feynmanovych prednasok.

15Keby ste ako prvi ldmavt plochu zobrali nasu zadni s polomerom Ry, tak by ste dostali rovnaky vysledok,
lebo aj zédkony lomu aj odrazu sa pre la¢ idici jednym smerom a pre protibezny rovnaké.
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teda lom vytvori obraz vo vzdialenosti nRy/(n — 1). Tento obraz bude predmetom pre nasle-
dujtci odraz. Tu vyuzijeme, Ze SoSovka je tenkd a za vzdialenost predmetu dosadime priamo
tiato hodnotu. Musime si vSak dat pozor, pretoze predmet je za zrkadlom. To vobec nevadi, do
rovnice dosadime za s nie vypocitané s', ale —s’ (znamienkova konvencia)

n—1 1 2 1 2 n-1

= = =
nRg * s" Rl s” Rl * 7’LR2

Obraz z tohto odrazu bude predmetom pre nasledujtci odraz — posledny vysledok dosadime
do rovnice pre zrkadlo, opit so znamienkom —, z rovnakého dovodu ako v predchédzajicom
pripade,

2 m-1, 1 _ 2 N 1_2 2 n-1
R1 nRQ s N Rg s B RQ R1 TLRQ )

Nasleduje posledny lom (,minus* posledny vysledok pekne do rovnice pre lom na gulove;
ploche a vypocitana poloha obrazu bude hladana ohniskova vzdialenost),

2 n 2 v n—1 n 1 1—n
_n — —_— —_—
R2 R1 nRg s —R1 ’

z ¢oho po niekolkych tpravach dostaneme

f _ s//// _ 1 RIRQ
3n—1 Rl + Rg '

Iné riesenie vyuziva Snellov zadkon lomu, zname
nisina = ngsin 3,

a pre odrazy este znamejsie uhol dopadu = uhol odrazu.

Pozrime sa na prvy lom. Nech 11¢ dopada na sosovku vo vyske h od optickej osi rovnobezne
s optickou osou. Kolmicou na povrch sosovky je v tomto bode priamka spajajica stred krivosti
tejto plochy Sosovky a bod dopadu. Tato priamka zviera s optickou osou uhol «s, pre ktory

plati
h

E .
Zjednodusenie oy ~ sin as si mozeme dovolit, lebo uvazujeme paraxialne lace (blizko optickej
osi) a uhly st malé. La¢ sa lame ku kolmici podla Snellovho zakona

Qo = Sin g =

(]-/2:”57

kde sme opéit pouzili zanedbanie sinusu pre malé uhly a zobrali sme do tvahy, Ze vonkajSie
prostredie je vzduch s indexom lomu 1 a index lomu materialu SoSovky je n. Lu¢ bude po lome

zvierat s optickou osou uhol
1
pr=m—pf=a|l——],
n

vid obrézok (vyrazne zveli¢enymi uhlami sa nenechajte zmiast — v skuto¢nosti uvazujeme ma-
lické uhly).
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Obr. 9: Lom IGca

La¢ vo vnutri SoSovky dopadé na druhii plochu do bodu D opiit vo vyske h (pretoze SoSovka
je tenkd) a s optickou osou zviera vypocitany uhol ¢;. Kolmicou na povrch Sosovky, na ktorom
sa odraza je priamka spajajuca stred druhej plochy Sosovky s bodom D; s optickou osou zviera
uhol oy ~ h/R;. Uhol, ktory zviera dopadajici 14¢ s kolmicou je teda ¢; + ay, rovnaky uhol
len z opacnej strany bude s kolmicou zvieraf aj odrazeny 14¢ a s optickou osou bude odrazeny
l4¢ zvierat uhol

1
Y2 = Y1+ 201 = g (l—ﬁ)+2a1.

Druhy odraz je zrkadlovo symetricky s prvym (znova vo vyske h, len s uhlom ay namiesto
a; a uhlom ¢, namiesto ¢1), preto bude odrazeny 1u¢ s optickou osou zvierat uhol

1
Y3 = P + 200 = 201 + 9 (3—5) .

Posledny lom prebieha na gulovej ploche s polomerom R; a 1G¢ prechadza z opticky hustej-
sieho do opticky redsieho prostredia. Snellov zdkon méa pre tento pripad tvar

n(ps +a1) =7 .

Obr. 10: Lom z opticky hustejsieho do opticky redsieho prostredia

Zalomeny lu¢ zviera s optickou osou uhol
pa=7—ar=n(ps+a) —ar=(3n—1)(a1 +az) , (3)

a pritom vychadza zo SoSovky vo vyske h. Optickt os pretne vo vzdialenosti f od SosSovky, ¢o
je prave hladané ohniskova vzdialenost. Plati'®
) h
Qg = SIM Py = — .

S

160pit sa nenechajte oklamat ilustraénym obrazkom — Sofovku uvazujeme tenkt, takZe vietky vzdialenosti
v SoSovke v smere pozdlz optickej osi st zanedbatelné (aj voéi f).
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Ked toto spolu s podobnymi vztahmi pre oy a ay dosadime do rovnice (3) a vyjadrime f,

dostaneme
1 RiRs

371,—1R1+R2’

f=

v zhode s vysledkom prvého postupu.
Akokolvek sa tento druhy spdsob vypoctu moze zdat nesikovny, umoziiuje (mozno pracne,
ale predsa) kontrolovane a vypoc¢tovo jednoducho riesit aj ovela zlozitejsie optické sustavy.
Vypocitana ohniskova vzdialenost plati len pre ltce, ktoré sa vo vnitri SoSovky odrazili prave
dvakrat — raz na kazdom povrchu. Takito SoSovka mé v skuto¢nosti vela ohnisk pre rozne pocty
odrazov, niektoré su vpravo a niektoré vlavo. K tomuto efektu dochddza aj u beznych SoSoviek,
pretoze na ich povrchoch dochadza k lomu aj odrazu, ¢o prispieva k zobrazovacej chybe Sosovky.

2.7 Chladnicka (opravovala Tinka, vzorak Samo)

Chcem mat doma chladnicku. V chladni¢ke budem udrziavat stalu teplotu Styri stupne nad nulou. V kuchyni,
kde chladnic¢ka bude stat, je za hor(cich letnych dni teplota aj 24 °C. Poradte mi, ako si mam tak( chladni¢ku
postavit a urcte najmensiu mozn( spotrebu elektrickej energie najidealnejSou moznou chladnickou, ak jej
koeficient prestupu tepla je k = 20 WK1

Chladnicka je zariadenie, ktoré je schopné chladit. Kazdy ju méa doma. V zadani sme vSak boli
zvedavi, ¢i by ste boli schopni vymyslief nejaky princip, na zéklade ktorého by ste si jednu
mohli zostrojit. My si v tomto vzorovom rieSeni jeden najjednoduchsi predstavime, treba vsak
upozornit, ze od v praxi pouzivanych rieSeni ma daleko. Koho viacej zaujima prakticka stranka
veci, moze pouzit Google a na internete si urcite potrebné informacie najde.

Obr. 11: Chladnicka

Nase zariadenie bude obsahovat kompresor, studeny radiator, teply radiator a plyn. Chla-
diaci cyklus bude fungovat nasledovne:

(i) Plyn ohriaty na teplotu chladnicky (4°C) sa stla¢i kompresorom na zlomok objemu, pri
tomto stlacani kompresor kona na plyne pracu a ta sa prejavi zvySenim jeho vnutornej
energie — plynu vzrastie teplota na 60 °C

(ii) Plyn preZenieme teplym radidtorom, kde odovzda svoje teplo okoliu (to je ta vec vzadu
na chladnicke). Po prechode radidtorom ma plyn teplotu okolia 24 °C.
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(iii) Plyn roztiahneme kompresorom, rozpinajici sa plyn pritom koné pracu nad kompresorom,
¢o sa prejavi jeho ochladenim a poklesom teploty na —20°C.17

(iv) Plyn preZenieme studenym radidtorom vnutri chladnicky aby chladni¢ku ochladil. (tak
vela chladu v jednej vete) Tym sa cely cyklus uzatvara.

Prejdime k druhej c¢asti, minimélnej spotrebe chladnicky. Nasa chladnicka musi vykompen-
zovat staly odlev tepla kAT, musi mat teda zodpovedajici chladivy vykon. Kolko elektrickej
energie vSak chladnicka minie, aby ho dosiahla? Ukazeme si, Ze optimalnym rieSenim je ob-
rateny Carnotov stroj. Normélny Carnotov stroj odoberie z teplejsieho telesa teplo Q) + W,
vykond pracu W a chladnej$iemu telesu odovzda teplo @, pricom plati rovnost

W/ Q+W)=1-T/T,

kde T5 je teplota chladnejsieho a T} teplejsieho telesa.

Carnotov stroj je vSak vratny, mozeme ho pustit bezat odzadu. Vtedy chladnejSiemu telesu
odoberie teplo (), spotrebuje pracu W a teplejsiemu telesu odovzda teplo @ + W. Ked trochu
predosla rovnost upravime, vidime:

No a rovnaky pomer bude platif aj pre vykony, pre spotrebu Carnotovej chladnic¢ky preto
dostavame vztah:
P=k(T) — Ty)*/T, ~ 30 W..

Ostéva pred nami najtazSia otdzka a sice, ¢i sa nedd vymyslief nieco lepsie. Necakane,
odpoved znie ,neda*“. Zapojme chladnicku dokopy s vhodnym Carnotovym strojom tak, aby sa
teplota chladnejsieho z telies nemenila. Ak by chladnicka mala t¢innost obrateného Carnotovho
stroja, znamenalo by to obycajné anulovanie tc¢inku oboch strojov. Praca jednym strojom
vykonana je druhym strojom spotrebovand, jeden stroj teplo prijima, druhy odovzdava. Ak
vsak bude chladnicka tc¢innejsia, znamena to, ze spotrebuje menej prace, nez Carnot vykona.
Keby sa to dalo, znamenalo by to porusenie druhého zékona termodynamického a moznost
vytvorif stroj pracujuci len né tikor ochladzovania vesmiru. To sa vSak dosial nikomu nepodarilo
a preto vladne vSeobecné presvedcenie, ze to nejde.

Dobrt noc deti!

1TKeby bolo mimo kompresora vikuum, tak by kompresor samotny nemusel konat Ziadnu pracu pri tomto
deji.

15 otazky@fks.sk



