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Vzorové riesenia 1. kola zimnej ¢asti 2011/2012

1.1 BO — Kuzelny dedusko kupuje auto (opravoval Miso, vzorak Miso)

Kizelny dedusko sa rozhodol po mnohych rokoch v rozpravkach modernizovat svojho tatosa a vymenil ho
za trabanta. Jeho novy trabant ma pat prevodovych stupnov, motor, ktory zvlada pracovat na otackach
od tisic po dvetisic a maximalna rychlost na prvom prevodovom stupni je desat kilometrov za hodinu. Na
zdklade tychto Gdajov urobte ¢o najlepsi horny odhad maximalnej rychlosti auta kiizelného deduska.

Na zéklade idajov v zadani mame urcit horny odhad maximalnej rychlosti auta. To znamena,
7e mame vymysliet taky model auta, ktory spliia poziadavky zo zadania a spomedzi najvyssich
rychlosti vSetkych myslitelnjch spliajicich zadanie je jeho najvyssia rychlost najvyssia.t

Motor auta roztaca hriadel, a ten pomocou ozubenych prevodov roztaca kolesa auta. Roz-
nym poc¢tov zubov na kolesach a na hriadeli je zabezpecena rozna rychlost otacania sa kolies a
motora, a to v pomere poc¢tu zubov. Pri samotnom preradeni sa tento pomer zmeni tym, Ze sa
jedno ozubené koliesko vymeni za druhé, a tym sa zmeni aj pomer otacok motora a kolies auta.

Pocas preradovania sa nemdze zmenift rychlost auta (auto nedokaze zrychlit ani spomalit
za taky kratky ¢as). Co sa meni, st preto otacky motora, a nie otacky kolies. Zamyslime sa
preto, ako bude fungovat auto, ktoré nam umozni dosiahnut ¢o najvyssie otacky kolies, a teda
aj rychlost.

Na prvom prevodovom stupni pri 2000rpm ide auto rychlostou 10km/h. Pri preradeni
klesnti otacky na 1000rpm (niz$ie nemdézu). Auto na druhom stupni postupne zrychluje na
maximalne otacky a dosiahne rychlost 20 km/h. Toto sa opakuje aj na trefom, Stvrtom a piatom
stupni. Auto takto zdvojnasobi svoju rychlost celkom Styrikrat a dosiahne vyslednti maximélnu
rychlost:

2:2-2-2-10km/h = 160 km/h
Mnohi z vés si povedali, zZe idaje v zadani nie st dostacujtce a zistili si r6zne tdaje z inter-

netu. Tym padom riesili in lohu, ktord, aj ked bola spravne vyrieSené, nemohla byt ocenend
plnym poétom bodov. Ziadne dalsie viicsie problémy sa nevyskytli.

1.2 B1 — Ako Tinka vo vode (opravoval Mato Ch, vzorak Mato Ch)

Tinka je ako ryba — nerada chodi po sGsi, radsej pladva vo vode. Sedi si pri jabloni na jednom brehu rieky a
dostala chut na CereSne — presne oproti jabloni na druhom brehu rieky. Zistite s presnostou na jeden meter,
ako najblizsie sa vie dostat k Ceresni bez toho, aby spravila ¢o i len krok po sUsi, ak poznate nasledovné
Gdaje:

e Tinka plava rychlostou 3km/h;

ITato vetu si éitajte dovtedy, kym jej neporozumiete.

Seminar podporuji:
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e voda v rieky sa pohybuje rychlostou 5km/h;
e Ceredha je presne oproti jabloni vzhladom na rieku;

e rieka je Siroka 300 m.

V tomto priklade bolo treba vyriesit dva problémy:
1. najst rovnicu, ktora popisuje nas problém,

2. zistit, pre ktoré hodnoty premennych ndm dava najmensiu hodnotu vzdialenosti Tinky
od Ceresne.

Po chvili zamyslenia prideme na to, Ze Tinke sa oplati plavat stale rovnakym smerom. Rieka
je totiz vade rovnaka. Ulohou teda ostdva ur¢it optimalny smer, ktorym mé Tinka vyplavat.
Poktsime sa preto najst rovnicu popisujicu vzdialenost Tinky od ¢ere$ne po preplavani rieky
v zavislosti od smeru, ktorym Tinka vyplavala.

Aby sme mohli tito rovnicu najst, musime najprv pochopit, ako sa pohybuje Tinka vzhla-
dom na breh, ked plava v teclcej rieke. Keby neplavala a iba by sa nechala unasat riekou, mala
by rychlost v; rovna rychlosti vody v rieke v,. KedZze vSak eSte sama v rieke plava, jej vysledna
rychlost v smere rovnobeznom s brehom bude st¢tom (resp. rozdielom) rychlosti vody v rieke
a jej rychlosti v tomto smere, vid obr.:

A-.
1)

.go,m

Obr. 1: Tinka v tom vie plavat.

Na zéklade tejto tivahy moZeme zostavif ststavu rovnic popisujicu polohu Tinky v case
doplavania:

r = (v, cosa — v, )t

[ = (vysina)t

Vyjadrenim c¢asu z druhej rovnice a dosadenim do prvej dostavame pre zavislost x od « vztah:

v,
=l/tga — 1
o [tea Vg SIN v (1)

Juchi! Mame rovnicu, ktord nam vravi, kam Tinka dopléava, ak vieme, pod akym uhlom vypléava.

Tym sme vyriesili problém 1. z ivodu vzoradku a mozeme sa teda pustif do rieSenia problému
2.

2 otazky@fks.sk
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Treba najst také «, po dosadeni ktorého do rovnice (1) ndm vyjde najmensie z. Jeden
sposob, ako takéto x najst, je nakreslit si graf zavislosti x od a (napr. v programe LibreOffice
Calc), pozriet sa kde ma priblizne funkcia minimum a potom zazoomovat graf natolko, aby sme
dostali presnost pozadovani zadanim. Spravna hodnota je 400 m, ako mozete vidiet na grafe:

Tinkin dojazd
~J 64—

E ™~ 62
2 60
S 58
£ 5
g
< 5
o
o s
o
°
£ 5
3

r 4

-420 -415 -410 -405 -400 -395

Tinkin dojazd [m]

Obr. 2: Kam doplava?

Poznamky k rieSeniam: Ak date do rieSenia graf, ktory mé dieliky po 100 m, urcite tym,
ze v takomto dieliku mé funkcia minimum, nedosahujete presnost 1 m. Ked vSak posSlete graf
s dielikmi 1m, ktory zobrazuje minimum funkcie, je to uz OK. Tentokrat som za to body
nestrhaval ale nabudice si na to dajte pozor.

Niektori z vas prisli aj na geometrické riesenie tlohy pomocou nasledujuceho obrazka:

o
<

=
Ur

(©)

Obr. 3: ,Nedotykajte sa mojich kruhov!“

Koncovy bod rychlosti v; bude lezat uréite niekde na pravej kruznici. Zostrojime si vysled-
nicu rychlosti v; a v,, ktord bude urcite lezat na lavej kruznici. Nakolko Tinka plédva v smere
vyslednice rychlosti, na druhy breh dopléava najblizSie k c¢ere$ni prave vtedy, ked bude vektor
jej vyslednej rychlosti dotycnicovy k lavej kruznici. (Rozmyslite si, preco!)

1.3 B2 — Kyvadlo (opravoval JAno, vzorak Marika)

Marika sa rozhodla vyrobit si beténové kyvadlo z velmi dlhej beténovej tyée diiky [, ktor(i nasla vo FKS.
Na koniec kyvadla chce pripevnit beténovi gulu, td vSak najskér musi objednat v betondrstve (vo FKS
sme nemali). Ak oznadime hustotu beténu p a medzu pevnosti v tahu o, akd najvaésiu gulu moéze Marika
objednat r, aby sa kyvadlo dalo zavesit a nerozpadlo sa?

Medza pevnosti v fahu ¢ udava, akou maximalnou silou ' mozeme posobif na jednotkovi
plochu prierezu materialu S, aby sa tento neposkodil. Teda plati o = F'/S. M4 rozmer tlaku,

3 otazky@fks.sk
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.....

myslienka prikladu.

Ked kyvadlo zavesime, zacne kazdy jeho kusok fahat nadol vlastna tiaz. Naviac vSetky tieto
ktsky za¢ni posobit na ostatné a fahat ich so sebou. Najhorsie na tom bude chudék kusocek
na vrchu, lebo na nom visia vsetky ostatné.

Horny koniec s prierezom tyce musi teda znasaf fazobu celého kyvadla. Aby to vydrzal,
musi byt tlak (fah) v iom nanajvys taky, aky material eSte znesie, teda o = F/S.

Sila F, ktora tu pdsobi, je celkova tiaz kyvadla F' = m - g, kde m je hmotnost kyvadla
a ¢ je tiazové zrychlenie. Hmotnost kyvadla je st¢inom jeho hustoty a objemu m = p- V.
Objem kyvadla je sictom objemu FKS-ackej tyce — valca a betonarskej gule V' = Viaica + Vaule-
Na vzorceky pre objemy valca a gule siahneme do pamiiti alebo do tabuliek. Podla zadania
a obrazka dlzku tyce oznacime [, jej prierez? S a polomer gule oznaéime r. Dostaneme tak
V=1-5+4/3nrs.

Toto dosadime do povodného vzorca pre pnutie a ziskame:
c=F/S=p-V-g/S=p-(-S+4/3mr)-g/S

Z tohto vztahu si teraz stac¢i osamostatnit to, ¢o nas zaujima — polomer gule r. Po jednoduchych
tpravach rovnice dostaneme vysledok?:

3
r=y(Z-1)=s
pg 4
Trikom v priklade bolo nezabudnit na tiaz tazkej beténovej tyée z FKS. Taktiez je vhodné

si uvedomit, Ze ak je tiaZ zavesu zanedbatelnd, kriticky je najmensi prierez — najslabsie ohnivko
t4
retaze.

1.4 B3, Al — Podtlak (opravoval Marek K, vzorak Miso)

Odmerajte, aky najvadsi podtlak dokazete vytvorit vo svojich Gstach.

Chceme pomerat, aky najmensi tlak dokaZeme vytvorit v tustach, tak si zhotovime vhodni
aparaturu. Princip naSej aparatiry bude zalozeny na vztahu p, = p, + pp, ktory hovori, Ze
atmosféricky tlak je rovny suctu tlaku v nasich ustach a hydrostatického tlaku. V praxi bude
teda aparattira vyzerat ako zvisla rirka, ktora bude dole ponorena do nadoby s vodou?, pricom
na hornom konci budeme nasdvanim z trubice vytvarat podtlak, pokial to len pdjde. Po dosia-
hnuti maximalnej vysky ju odmeriame od hladiny v dolnej nadobe a vyjadrime tlak v nasich
tistach. Teda pre hydrostaticky tlak stipca plati p, = hpg, z ¢oho po dosadeni do prvého vztahu
dostaneme® p, = p, — hpg.

Merani je vhodné urobit viac, aby sa neskor pri priemerovani hodndt ,vypriemerovali®
ndhodné chyby. Tie mozu vzniknat fudskym faktorom, rézne zatrasenou kofolou, ... Prejavuji
sa rozptylom nameranych hodnét okolo urcitej strednej priemernej hodnoty.

2Nedostatkom zadania bolo, Ze tato veli¢ina mala byt, ako uvidite vo vy¥sledku, zadani. Za ttto hroznt
nedoslednost sa ospravedlitujeme.

3 Ako vidno, vysledok je timerny tretej odmocnine prierezu S chybajiicemu v zadani.

4Pozname hustotu: 1000kg - m~3.

5p, = 101325 Pa

4 otazky@fks.sk
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Druhy typ nepresnosti sii chyby vyplyvajice z nedokonalosti aparatiry, nevhodnosti po-
stupu, nepresnej tedrie. Tieto sa daju odstranit jedine zdokonalenim aparatury, postupu, ...
Vykonali sme 5 merani, pricom namerané hodnoty v metroch boli:

1,798;1,803;1,801;1,787; 1,809

Aritmeticky priemer tym padom vysiel 1,800 m. Vsimnite si, Ze som hodnotu nenapisal ako
1,8m, ale pripisal som aj dve nuly. Toto je zauzivany zvyk vo fyzike a aj ostatnych vedach,
ktoré pracuju s nepresnymi datami, ako dat najavo, ktoré desatinné miesta s eSte relevantné.

Z rozptylu hodndt okolo stredu mozeme urcit takzvani smerodajni odchylku priemeru s.
Tento idaj ndm hovori (za istych predpokladov), v akom intervale mézeme oc¢akavat skuto¢ni
hodnotu meranej veli¢iny. S pravdepodobnostou priblizne 70 % je skutoéna hodnota z intervalu
X priemer = §. Ak by sme vzali polomer intervalu 2s, resp. 3s, pravdepodobnosti by boli 95 % a
99,8 %.

Vzorec na vypocet s je nasledovny (padol z neba)

5 — \/Zz 1 xz xprlemer)
-1

Hodnotu sme nemohli urcit s presnosfou vicésou, ako je polovica najmensieho dielika na
nasom meradle. Tento prispevok pripocitame k s a dostaneme tak nas odhad chyby.

AZpriemer = 0,0046m .

Nami namerana vyska teda bola:
x = (1,800 + 0,0046) m

Vsimnite si, zZe posledna uvedené cifra hodnoty z je na rovnakej pozicii ako prva uvedena
cifra chyby. To méa svoje opodstatnenie. Ked budete svojmu kamaratovi rozpravat, ako daleko
byvate od skoly, nepoviete mu: ,,Byvam 3573,32 metra plus minus jeden kilometer od skoly.*
Mali by vas za blazna. Miesto toho poviete, byvam priblizne styri kilometre od skoly, hore dole
jeden kilometer.

Ostava nam urcit hodnotu a chybu pre tlak, nakolko vSak staéi vysledok (podla nésho
vzorca) len vynasobif pg, nemame tazka robotu

w = (17,65 £ 0,05) kPa.

PS: Hodnoty, ktoré sa nachadzaji v tomto vzorovom rieSeni pochadzaji od jedného riesitela.
Kto pride na to, preco viem, Ze nemdzu byt namerané a st uréite vymyslené, méa u miia ¢okoladu.
Samo

1.5 B4, A2 — Pol gule s vodou (opravovali Svetlana, polik, vzorak Lukas)

Sklena polsféra polomeru R s malou dierkou na vrchu je polozend na gumenom stole (aby to tesnilo).
Nadobu naplnime az po vrch vodou. Voda spod polsféry nevyteka. Aké hrubé je sklo?

) otazky@fks.sk
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Po prvom precitani tohto prikladu sa moze zdaf, Ze otazka nestvisi so zadanim. Preco by teda
voda mala pretekaf, ked vSetko dokonale tesni? A akt Glohu hra hribka polsféry? Dozvieme
sa.

Naga polsféra je vlastne nadoba s vodou objemu 1/2 -4/3 - 7R?, v ktorej je vzdialenost
hladiny od dna (povrchu stola) R. Na dne je hydrostaticky tlak p = Rp,g, ktory nezavisi od
tvaru nadoby, iba od jej hibky — vzdialenosti hladiny od dna v smere tiazového pola. Tento fakt
sa na strednej skole u¢i pod nazvom hydrostaticky paradox. Paradoxom je preto, ze by sme
ocakévali aj zavislost od mnozstva kvapaliny v nadobe.

Vztah p = Hpg sa v $kole odvodzuje z tiaZovej sily, ktorou posobi stipec kvapaliny na
dno bez uvazovania nadob exotickych tvarov, preto je hydrostaticky paradox len zvestovanou
pravdou. Tento neuteseny stav nidsho poznania vSak mozno napravit.

Uvazujme vSeobecnt nddobu s dnom o ploche S. Dno posunieme o nejakt mali vzdialenost
Ad, ¢im sa vsetka voda v nddobe popostuva a hladina vody v nadobe poklesne o Ah. Potencialna
energia kvapaliny sa zmeni tak, ako keby sme kvapalinu objemu AdS posunuli z hladiny na
dno, teda o vzdialenost h. Zmena potencidlnej energie je AdSpgh. Tato zmenu potenciélnej
energie mozno stotoznit®s pracou vykonanou tlakovou silou F' = pS pdsobiacou po drahe Ad:

AdSpgh = pSAd

p = pgh

Zaujimavé je, Ze tato tivaha plati nielen pre kvapaliny, ale aj pre sypké tuhé latky (piesok).

Na dne nasej polgulovej nadoby je teda tlak Rp,g. Na jej dno (na povrch stola) pdsobi
tlakova sila F' = pS = prR? = mp,R3g. Rovnako velkou reakénou silou posobi stol na vodu
v nadobe. Této sila moze podvihnat polsféru, ¢im spod nej vytecie nejakd voda. Aby k tomu
nedoslo, musi sklend polsféra vazit tolko, aby bol sucet tiazovej sily posobiacej na polsféru
a tiazovej sily posobiacej na vodu pod polsférou rovny reakcii na tlakova silu. Z toho mame
podmienku pre hmotnost polsféry m:

F,(sklo) + F,(voda) = 7p, R%g

1 4
mg + = - =mR’p.g = mp, Ry
2°3
1
m = gWRP’pV

Objem skla vypocitame ako 1/2 - 4w R?h (predpokladdme h < R a zanedbatelne velky
otvor), z ¢oho po dosadeni do podmienky pre hmotnost dostaneme hladant hrabku skla (ps je
hustota skla):

d=2
65

6Voda vykonala pracu na tikor svojej potencialnej energie.

6 otazky@fks.sk
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1.6 A3 — Mlacka (opravovala Tinka, vzorak Samo)

Mato vylial pohar vody na stdl. Odhadnite, aka vysoka vrstva vody sa na stole vytvorila. Pri rieSeni povazujte
povrchové napatie stol-voda rovnaké, ako voda—vzduch.

Cielom tejto tlohy bolo spravit nejaky (aspoii hruby) odhad vysky mlacky vody na stole a
porovnat ho s nasou kazdodennou sktsenostou. Systém sa po vyliati vody na stol snazi dostat
do stavu s najnizSou energiou, nasou tlohou je iba tento stav najst.
Uvazujme objem vody V' vyliaty na stol s vyskou vodnej vrstvicky h. Celkova energia stustavy
voda stol bude:
V/h . (0'1 + 09 — 0'3) + %Vpgh

01, 02, 03 su povrchové napétia na rozhraniach voda-vzduch, stél-voda, stél-vzduch. Z tychto
povrchovych napéiti pozndme len prvé, kedze ndm vsak ide len o rddovy odhad, moZzeme si dovo-
lif predpoklad o7 = 09, ktory bol v zadani. Samozrejme, hodnoty budu zavisiet od konkrétneho
stola, ale je pomerne uveritelné, Ze existuje stol so o1 & 04. V zadani sme vSak zabudli spomenit,
¢o méte predpokladat o napiti na rozhrani stél-vzduch. Za tito nasu chybu sa ospravedliiujeme
a chvéalime vSetkych riesitelov, ktori ju spozorovali. V tomto vzorovom rieSeni budeme uvazovat,
ze o3 je zanedbatelné.
Potom dostavame vyraz pre energiu:

1
E~2Va+h'%Vpg

Tento vyraz chceme minimalizovat. To je to isté ako minimalizovat vyraz:
2\/o n hy/pg
hy/pg  24/c

A ako ste uz mozno poculi, vyraz a + a~! nadobtida minimalnu hodnotu pre a = 1.7 To
v nasom pripade znamena, Ze energia sa minimalizuje pre:

h=2 i%5mm
Py

1.7 A4 — Kmitajace pero (opravovali Petrik Vanya, Marika, vzorak Petrik)

Robo ma v poslednej dobe novii zalubu — poloZi si ceruzku na nohu, jemne do nej $tuchne a sleduje, ako
kmita. Urcte periédu malych kmitov ceruzky, ak predpokladate, ze Robova noha ma tvar valca s polomerom
R a ceruzka ma hmotnost m a dlzku I.

Pocitanie periody kmitov je vzdy relativne priamociary proces. Objekt zaujmu — v nasom
pripade pero — vychylime a pozorujeme, aké sily naii za¢nt posobit. Ked sa vSetky naskladaji do
jednej rovnice, vypadne z nej, Ze zrychlenie plus konstanta krat vychylka (ktorou je vzdialenost
alebo uhol) sa rovna nule:

a+Cx=0

"Zrejme (a — 1)? > 0, potom a? + 1 > 2a, ¢ize a + a~* > 2. Rovnost zrejme nastava pre a = 1.

7 otazky@fks.sk
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Pri pohlade na tato tzv. rovnicu harmonickych kmitov sa jednoducho prehlasi, ze C' je uhlova
frekvencia na druht, a sme za vodou.?

VychyIme teda pero tak, Ze jeho bod dotyku s nohou bude zvierat uhol a s kolmicou (ako
na obrazku 4). Takto na pero zacne pdsobit moment tiazovej sily (pozrite obrazok), z ktorej
berieme len zlozku kolmu na os pera:

T = —ZMg Cos &

x je vzdialenost stredu (faziska) pera od bodu dotyku. T si mozno vyjadrit pomocou uhla «
ako r = Ra. Znamienko naznacuje, ze moment pdsobi proti smeru, v ktorom meriame «.

Obr. 4: Vychylené pero.

Pohybova rovnica pre otacavy pohyb je
T=l¢,

kde I je moment zotrvacnosti a € uhlové zrychlenie. S momentom zotrvac¢nosti si netreba lamat
hlavu. Hrame sa na malé kmity, ¢o znamend, ze © < [, a teda za os otacCania stale mozno
povazovat stred pera. Moment zotrvacnosti vzhladom na stred akejkolvek rovnej palice snad
poznaju aj fyzikalne tabulky, a ak nie ony, tak Wikipédia:

;o m
12

Po napchani jedného do druhého vznika vyraz:

mil?
rmgcosoy —= ———¢€
g 12

12R
e+ gacosa:O

l2

Este treba odstranit ten nepekny kosinus. Opit raz vyuZzijeme poznatok, Ze ide len o malé
kmity, a preto cos o ~ 1. Takze mozeme pisat:

12Rg

€+ 2 a=0
8Ak méme nejaktt harmonicky kmitajicu vec s vychylkou z = Asin(wt + ¢), tak po zderivovani plati
& = wAcos(wt + @) a po este jednom zderivovani & = —w?Asin(wt + ¢) = —w?z. That’s it.

8 otazky@fks.sk
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Uhlova frekvencia a nasledne aj peridda je teda:

» 12Ryg
=3

2T [2
=" 2o,
o "\ 12Rg

Okrem silového pristupu existuje eSte energeticky. Ten moze byt v niektorych pripadoch
prijemnejsi na pouzitie, preto stoji za to si ho na takomto jednoduchom priklade natrénovat.
Najskor ale pomenime oznacenie. Uhlové zrychlenie bude odteraz & a uhlova rychlost (ktort
tiez vyuzijeme) &. VSetko, ¢o potrebujeme spravit, je spocitat celkovi energiu, t. j. kineticka
plus potencialnu.

Za kineticktl znova v dosledku = < [ berieme len otacava zlozku (premyslite si presne,
preco), teda:

w

1 mi?
E,=-Id* = —d*
"2 24
Pre potencialnu energiu polozime nulovt troven na vrch nohy, teda pévodny bod dotyku. Potom
(skuste si toto sami nakreslit):

E, = mglrsina — R(1 — cos )]

... e e 2 .
Pouzijeme pribliZenie sina =~ «, cosa ~ 1 — %, a tak dostavame:

R
E, = MIT 2
2
Takze celkova energia je:
1mi? . 1
E = Ek + Ep = §EC¥2 + Engof

Fyzikalna kucharka hovori, Ze ak E = ud? + rka?, tak w? = %. A naozaj:

o mgR  12gR
mi2 12
12

Preco to tak funguje? Stac¢i obe strany rovnice poderivovat podla ¢asu. Nalavo v dosledku
konstantnosti energie vznikne nula a napravo:

d d
Eyfzzzad, Eyyzzzaa

Potom:
0 = paa + koo

i+ a=0
L

Este by to chcelo zopéar teplych slov o tom, ¢o, preco a ako zanedbéavat, lebo tych zanedbani
tu bolo pomerne dost. Pre (dostato¢ne) malé kmity st vSetky ¢leny obsahujtce vyssiu ako prvi
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mocninu « oproti zvy$nym ¢lenom v rovnici zanedbatené. Chceme vidief rovnicu harmonickych
kmitov.® Ak by sme pri silovom pristupe pouZili cosa &~ 1 — a?/2 namiesto cosa ~ 1, vo
vyslednej rovnici by sa nadm zjavilo jedno o2, ktoré by sa vsak v praxi neprejavilo — bolo by
prili§ malé oproti ostatnym clenom. Preto si ho mdéZzeme dovolit zanedbat.

9Pre alternativny, do extrému privedeny vyklad metédy pozri kcd.com,/759.
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