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Vzorové riesenia 3. kola letnej Casti 2012/2013

3.1 B0 - Opicka na $pagate (opravovala Cajka, vzorak Dusan)

Kati spadla jej oblibend opicka do blata a zafllala sa. Aby opat Ziarila Eistotou, zobrala si 1,20 eura, stréila
do pracky opicku, nasypala do koldniek A, B praci prasok, do C avivaz, aby opic¢ka pekne vonala, nahadzala
mince, vybrala praci program 5 a zatvorila dvere pracky. Ked sa po tristvrte hodine vratila, vytiahla opic¢ku
z pracky a zavesila ju na nehmotny Spagat do izby, ktorého konce sii v rovnakej vyske. Kati sa nepacilo, ze
Spagat nie je rovny, preto ho chcela napn(t ¢o najviac. Predpokladajte, Ze opicka ma hmotnost m a visi
v strede Spagdtu dlhého [. Akou silou musi Kata napinat $pagat, aby bol vodorovny?

Dnesna mladez je leniva a vSetko by si iba zjednodusSovala, tak to teda urobime aj my. Pred-
stavme si, ze Kata drzi $pagat na oboch koncoch aj s opickou. MozZeme teraz nazerat na celi
situéciu tak, Ze opicka aj so Spagatikom je jeden objekt, ktory sa nehybe. Musi platit, Ze vy-
slednica vonkajsich sil na opicku so Spagatikom je nulova.

Na opicku pdsobi gravitacna sila F;. A Kata musi posobit na $pagat rovnobezne s nim silou
F' na oboch koncoch.

Obr. 1: Opicka na Spagate

Vidime, ze horizontalne zlozky Katinych sil F' sa vykompenzuju, lebo situacia je symetricka.
Pre vertikdlne zlozky sil mozeme zapisat:

F,
2Fsina=Fy, = F = 9
2sin o
Kata by velmi chcela, aby bol $§pagat tplne napnuty, ¢ize by malo platit o = 0°. Kedze pre
velmi malé uhly sa sinus blizi k nule, bude sila potrebna na udrzanie opicky velmi rast. Ak sa
nasi kamarati matematici nepozeraji, mozeme povedat, Ze pre sin0° = 0 bude sila potrebné
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na udrzanie opi¢ky nekonecna. No a takouto silou Kafa urcite nedokaze napnuf Spagét... A to
ani vtedy, ked si zavold na pomoc Luxuska. Takato situdcia teda nemoze nastat.

Omnoho rychlejsi pristup bol rovno si nakreslit sily posobiace na opicku so Spagatom, ked
je Spagat vodorovny. Vtedy st Katine sily posobiace na Spagat vodorovné, a teda nema co
kompenzovat gravitaciu vo zvislom smere. Preto gravitacia aspoii trochu prehne Spagét, ktory
uz nebude vodorovny.

3.2 B1 — Susiak (opravoval Marek)

Tina rada su$i pradlo. Este v Starej Lubovni su$ila druhi juniorski ligu. Jej oblibeny susiak vyzerd takto:
(vid zadania 3. série) Tina vidy zapifia priecky lavej vyklapacej &asti Gplne zlava. Kolko prie¢ok méze
naplnit, aby sa suSiak neprevratil? SusSiak je symetricky, ma hmotnost M. Pradlo, ktoré zavesi na jednu
prie¢ku, ma hmotnost m, vzdialenost prieok je d. Aj Gplne nalavo na suSiaku je priecka.

To, Ze suSiak je symetricky, ndm hovori, Ze méa fazisko na osi, ktord vedie vertikalne stredom
susiaka. Ked priddme nejaké oblec¢enie na Tavé rameno, tak sa moze stat, Ze poloha taziska
polonaplneného susiaka uz nebude nad jeho zékladiiou (=medzi jeho nohami) a teda sa prevati.
Z toho vidime, ze dodlezita je iba x-ova stradnica taziska, ozna¢me si ju Xp. Kedze sme zataz
pridévali na Tavi stranu, tak sa Sosiak prevrati okolo svojej favej nohy, a preto si uréime podciatok
suradnicovej sustavy v mieste dotyku tejto nohy so zemou. Na zaciatku je teda tazisko napravo
vo vzdialenosti %’ teda X = 3 Pridavanim oblecenia sa X1 bude zmensovat a suSiak sa
n
—Ziil it (Tento
D im1 M
vzorec vieme ziskat vyrieSenim rovnice pre momenty sil. Zapis » ", m;z; sa ¢ita ako suma od
jedna po n z m;x; a je to to isté ako stcet mixy + moxy + maxrs + - -+ + my,x,.) Takze, ak je
naplnenych n priecok, poloha nésho taziska bude

prevrati, ked Xy < 0. Pre polohu taziska n hmotnych bodov plati X, =

M% — S (m(c—d(i — 1)) cos )
XT =

nm + M

Vyratame sucet n ¢lenov, ktory tam mame (pomocou vzorca na vypocet aritmetického radu).

Mg—nm (C—M> COS &
2 2

nm + M

Xr =

Ako sme uz povedali, susiak spadne, ked X7 < 0, teda ak

M
—a—20n+d(n2—n) <0.
m cos «
. A . . 5  4daM .
Pre n je to kvadratickd (ne)rovnica s diskriminantom D = (2¢+ d)? — ————, takze aby mala
m Cos a

rieSenie( = aby sa vobec mohol susiak prevratit), musi byt diskriminant kladny, a teda

4daM
2c+d)?cosa

m>(

2 otazky@fks.sk



FKf Vzorové riesenia 3. kola letnej casti

Teraz najdeme korene. (KedZe ndm nevychadzaji pekné vyrazy, tak aj upravy su zlozitejsie,
ako by sme ¢akali, ked hladdme ¢o najjednoduchsi tvar, ale to nas nesmie odradit :D )

B C—I—l n c+1 2 Ma
M2 = d 2 d 2 md cos «

Obidve rieSenia st kladné, ale pre nds ma zmysel iba to mensie, lebo lavé rameno, na ktoré Tina

o , v ., & -y . . ; VN
vesia pradlo moze maf maximéalne n = p priecok (viac sa ich tam proste nezmesti) a vicsie

z rieSeni, ktoré sme vypocitali, nespliia tito podmienku. TakZe Tina moze naplnif maximalne

c+1 c+1 2 Ma
n = — — —_ — — e
d 2 d 2 md cos o

priecok, aby sa Sosiak neprevratil.

3.3 B2 — Syslova raketa (opravoval Pato)

Sysel ma rad svoju raketu. M3 takd Specidlnu vlastnost, Ze prakticky okamzite dosahuje vysledni rychlost
v, lebo spotrebuje vsetko palivo. Minule ju chcel vodorovne odpélit (to viete, ona sa tak [ahko nevzdd)
na hrane velkej hranatej jamy uprostred vodorovnej roviny okolo Modenku. Na Syslove potesenie raketa
neostala dole v jame, ale pruzne sa poodrazala od dna a stien (nevie, kolkokrat) a vyletela z nej tak, Ze
to vyzeralo, ako by tam Ziadna jama nebola (teda na druhom okraji jamy mala opit rovnakid vodorovni
rychlost v.) Ked si po fiu na druhy kraj jamy priSiel, cestou zmeral, Ze jama je Sirokd d metrov. Akd méze
byt hlboka?

Ako ste si vSetci spravne uvedomili, raketa bude Startovat s vodorovnou rychlostou v a teda
pojde o pohyb, ktory volame vodorovny vrh. Pre takyto a hocijaky iny vrh plati, ze zlozky
rychlosti vo vodorovnom a vo zvislom smere st na sebe nezdvislé. Plati teda
v(t)=v  x(t) =vt,
vy(t) = —gt  y(t) =h—39t*.
Trajektoria pohybu vsak nebude trapna polparabola. Pruzny odraz od zvislej steny vzdy spo6-
sobi zmenu znamienka x-ovej rychlosti a odraz odo dna zasa otoc¢i znamienko y-ovej rychlosti.

Stale plati, zZe tieto dva odrazy s na sebe nezavislé, tj. odraz od zvislej steny neposobi na y-ovi
rychlost a analogicky odraz odo dna jamy nijako nevnima x-ové rychlost.

Co to znamend pre nas? Vo zvislom smere bude raketa najskor padat volnym padom po
drahe h. Z rovnice y(t) = 0 vyjadrime, Ze jej to bude trvat cas

2h
TO = )
g

Zo symetrie problému jej bude trvat rovnaky c¢as dostaf sa naspit do povodnej vysky. Jeden
odraz, teda cesta dole-hore, bude trvat ¢as 27y. Ak sa odo dna odrazi i-krat, ¢as letu rakety

2h
bude! T; = 2iTy = 2iy/ —.
g

1V tomto priklade pouzivame indexy i, j pri veli¢ine ako vyjadrenie, Ze veli¢ina je od hodnét i, j zavisla, nie
je to na rozoznanie roznych veli¢in.
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Pocas tohto ¢asu moze dochadzat aj k odrazom od vertikalnych stien. Délezité je, ze raketa
nakoniec vyleti na opacnom konci jamy, ako do nej bola vpustena. Na zaciatku aj na konci mé
raketa rovnaki kladnia rychlost. KedZe pri kazdom odraze sa zmeni znamienko rychlosti, musi
nastat parny pocet odrazov. Inak by bolo znamienko rychlosti opa¢né, ako chceme.

Vyletenie na opa¢nom konci tiez znamend, ze raketa v x-ovom smere nalietala neparny
nasobok d. Ak teda nastalo j boénych odrazov, presla v x-ovom smere (j + 1)d. To Tahko
uvidime: pre j = 0, ¢ize ked sa neodraza, prejde d. Ked ale zvySime pocet boénych odrazov od
bo¢nych stien o 2, prejde o 2d viac (proste preletenie naviac tam-—naspit vyzaduje dva odrazy
od stien).?

KedZe sa v horizontalnom smere stale pohybovala konst. rychlostou v, ¢as T; vyjadrime ako

draha (j+1)d

~ rychlost v’
Porovnanim dvoch odvodenych vztahov pre 7 uz vieme hibku jamy vyjadrit.? Pre i odrazov
od dna a pre j odrazov od bo¢nych stien bude teda hibka jamy rovna
p = 9T G+
Y2 2

Na ¢ a j okrem parity j kladieme ale este jednu podmienku, ktort si ukadzeme na konci
druhého spésobu riesenia.

Priklad sa totiz dal riesit aj elegante a umelecky. Mozeme totiz vyuzit tzv. zrkadlenie. A to
tak, Ze si predstavime, Ze steny jamy nie st obycajné steny, ale si zrkadla. A este si predstavime,
ze Syslovu raketu riadi inteligenty syslik. Ked sa raketa priblizuje k zrkadlu, vidi, Ze sa raketa
jednoducho priblizuje. V momente odrazu sa vSak syslik zac¢ne pozeraf nie na skuto¢ni raketu,
ale na jej odraz v zrkadle. A ¢o nevidi? Obraz v zrkadle pokracuje po pdvodnej trajektorii
rakety! To preto, lebo zrkadlo nam, rovnako ako pruzny odraz od steny, obracia znamienko
pozorovanej rychlosti.

N4&s problém sa nam zredukuje na takéto hopsanie:

L P L P L P

Obr. 2: Znazornenie zrkadlenia trajektoérie rakety

2Ak sa nepadi indukcia, tak si to nakreslite.
3Urc¢ite do ale dokaZete aj sami :-) Preto uvadzame iba vysledok.
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Ako vidiet, musime si davaf pozor na spravne oznacenie pravého a lavého okraja steny. Vy-
let z jamy nastane vtedy, ked raketa bude prechddzaf cez ¢iarkovani ¢iaru v najvyssom bode
svojej trajektdrie a k odrazu od zvislych stien bude dochadzat vtedy, ked raketa bude prelietat
cez Ciarkovanu ciaru.

V takomto obrazku si mozme vSimnuft jednu vec, v ktorej ste sa mnohi sekli: to, Ze trajektoria
rakety je symetrickd, neznamend, Ze sa raketa musi odrazif prave raz v strede jamy alebo Ze
od stien sa odraza v polke ich vysky! Sugestivne st nakreslené dva pripady, pricom oba mézu
nastat: jeden je krasne jednoduchy, druhy vSak nie! Jedind podmienka, ktort (okrem parity j)
musime splnif, je nestdelitelnost ¢ a 7 + 1. Ak by sme tito podmienku nesplnili, v obrazku by
sme nasli periodicitu, a teda periodicky by nam raketa musela z jamy vyskakovaf a potom sa
zahadne do nej vracaf. . .

3.4 B3/A1l — Ako isiel kvadrik na vandrovku (opravovala Kaja)

Kvadrik diiky I sa vybral na vandrovku na naklonen rovinu so sklonom a. A to veraze nie len tak hocijak.
S koeficientom trenia, ba az dvomi! Ej, skokovo sa meni jeden f, na druhy f;, po vzdialenosti a od zaciatku
a b od konca roviny. | spustil sa s nulovou pociatoénou rychlostou a na jeho velké sklamanie na konci roviny
zastal. To by ni¢ nebolo, len kvadrik je Svarny Suhaj a ma nezanedbateln( dizku I. Poradte mu, aby sa
vystrihal pred podobnymi neplechami, aké je f3, ak f, a ostatné parametre roviny poznate! Predpokladajte,
ze a,b > l.

Skor, neZ sa rozhodneme, aky pristup si zvolit, podme sa pozriet na trecie sily. Kym bude
kvadrik celym spodkom na tiseku s rovnakym trenim, je to jasné. Zaujimavy je ten prechod.

Jo

””” S /P l—a

f a S a xr

Obr. 3: Trenie na prechode

KedZe kvadrik ma rovna podstavu, mozeme predpokladat, Ze tlak na podlozku p je v kazdom
bode rovnaky. A ked ho pozdlZ zlomu rozsekneme na dva kvadriky, normélové sily na ne buda
v rovnakom pomere ako plochy. Kedze tieto plochy maji jednu stranu vzdy rovnak(, pomer
ploch S, : Sy sa rovna pomeru dizok = a [ — . Konkrétne ak normalova sila je Fy, tak vysledna
trecia sila je

Fn Fn

F
Fy = fapSa + fspSy = fa~pcx + fyp ol = o) = 2= (fa = fi) + foFw

Takze trecia sila a tiez zrychlenie na tomto tseku st priamo imerné prejdenej drahe, pricom
trecia sila sa linedrne meni z f,Fy na f,Fy. Zéavislost zrychlenia od ¢asu teda zrejme nebude
ni¢ prijemné.* Preto bude rozumnejsie zameraf sa na energie, nie na rychlosti.

4Pre makacov: premyslite si, aké to bude zavislost!
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Ked si nakreslime graf zavislosti sily od drahy, plocha pod grafom sa bude rovnat vykonane;j
praci, resp. zmene energie. A o akej energii sa vlastne bavime? Podme si to rozobraf.

Na konci pohybu mé kvadrik nulovii kineticktl energiu a nulovi potencidlnu energiu (lebo
tam si polozime nulovi potencialnu hladinu). Na zac¢iatku mé nulovt kineticka a kladna poten-
cidlnu energiu. Kam sa potom potenciidlna energia strati? Premeni sa trenim na teplo. Takze
praca vykonand trenim sa rovna zmene potenciilnej energie.> A uZ si mézeme nakreslit graf.

FiA

faFN
foF'n

: t : i =
b—1 b a+b—-1 s
Obr. 4: Zavislost trecej sily od prejdenej drahy

Vyjadrenim W; pomocou plochy pod grafom dostavame:

W= (b= D foF + 5l(FFx + fiFx) + (a — D fuFy

W, = FN((b—l)fb+%l(fa+fb) +(a=Dfa) = FN<fb(b_ é) +f“<a_ é))

Velkost Fy zistime tak, Ze si rozlozime tiazovi silu Fg = mg na zlozku rovnobezni s naklonenou
rovinou a kolmu na naklonent rovinu a dostaneme Fy = mg cos a. Zmenu potencialnej energie
mozeme vyjadrit ako AE, = mgAh = mg(a + b — l)sina. Z rovnosti W; = AE, Gpravami

dostaneme: l l
mgcosa(fb(b — 5) + fa(a — 5)) =mg(a+b—1[)sina

fb(b—é> +fa(a_é) =(a+b—1)tan

(a+b—1)tana — (G_é>fa
o= :

=3

Niektori z vas si este vSimli nutni podmienku f, > tana > f;,, bez ktorej by vsetko vyzeralo
tplne inak. Ako? To uz necham na Vas ;-) .

3.5 B4/A2 — Otoc sa! (opravoval Mato, vzorak Miso)

Odmerajte svoj moment zotrvacnosti okolo dvoch réznobeznych osi majlc stale rovnak( polohu tela.

50be st zaporné, lebo potencidlna energia sa znizi a trenie posobi proti smeru pohybu. Pre jednoduchost
budeme ratat s kladnymi.
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Uvodom experimentu si zvolime metédu. Z povahy fungovania momentu zotrvacnosti vyplyva,
ze budeme chciet nie¢o otacat, alebo hojdat. My si zvolime hojdanie, lebo je trochu mene;
naroc¢né na realizaciu. Ako aparatira nam bude stacit hojdacka, alebo akykolvek iny zaves, aby
sme vytvorili fyzikdlne kyvadlo. Av8ak, pri zaveseni na lano musime dbat na to, aby sme sa
neotacali okolo osi lana, pretoZe sa tym meni rozlozenie hmotnosti vzhladom na os otacania.
Nacrtneme fyzikalny princip. Ludské telo na hojdacke mozeme povazovat za fyzikalne ky-

[ 1
vadlo, pre ktorého periédu plati znamy vztah: T' = 27 . VSetky veli¢iny okrem [ vieme
mygrr

. . . 5 . , T?mrrg
jednoducho merat - ¢ je zname, m a rr nameriame. TakZe cesta je schodna: [ = By

T
KedZe pri experimente chceme urc¢it nas moment zotrvacnosti vzhladom na osi preché-

dzajtce nasim taziskom (také hodnoty st najuzitoénejsie), musime pouzit Steinerovu vetu na
prepocet momentu zotrvacnosti vzhladom na int, ale rovnobeznt os. Staéi si uvedomit, kde
mé hojdacka os otac¢ania. Steinerova veta hovori: I = Iy 4+ mr?, kde Iy je moment zotrvac-
nosti vzhladom na os prechadzajicu nasim taziskom, m je nasa hmotnost a r je vzdialenost
nasho taziska od osi otacania hojdacky. Po dosadeni do prvého vztahu a vyjadreni Iy dosta-
T*mrrg

472
hojdacky zanedbame.

MoéZeme sa pustit do merania periédy fyzikalneho kyvadla. Moment zotrva¢nosti mame
merat v dvoch situdciadch. My si bonusovo zvolime tri rozne osi vystretého Tudského tela. Predo-
zadni os oznacme z, Tavo-pravi y a vertikdlnu z. Pri merani sme na hojdacke umiestneni tak,
aby nasa zvolena os bola rovnobezna s osou otacania hojdacky, teda pri merani osi x sme stali
na hojdacke bokom, pri osi y ¢elom dopredu a pri osi z bolo treba lezat na hojdacke bokom,
pri¢om telo precievalo dolava a doprava od hojdacky, kvoli tolko zdoraziovanej rovnobeznosti
osi.

Potrebujeme este urcit polohu faziska, aby sme vedeli urcit jeho vzdialenost od osi otac¢ania
rr. V pravo-lavom smere je telo symetrické, v predo-zadnom uz menej, ale stale sa to da
stravit, pretoze aj pri odhade by sme sa nedopustili chyby vicdsej ako 5cm, ¢o pri vzdialenosti
od osi ot4d¢ania okolo 1,8 m spravi znesitelnt chybu. Ostédva ndm urcit polohu faziska v horno-
dolnom smere. To mdZme urcit vybalansovanim tela na nejakej Tahkej doske. Vo vyvaZenom
stave uz fahko odmeriame vzdialenost bodu opretia od vrchu hlavy, k tomu uz len pripoc¢itame
vzdialenost vrchu hlavy od osi otac¢ania hojdacky. Vysli ndm hodnoty r, = r, = lm ar, =
=1,8m.

Nasleduje tabulka nameranych periéd aj s priemernymi hodnotami a Standardnymi odchyl-
kami priemeru.

2

neme: [y = — mr#, ¢o je vzorec, z ktorého budeme pocitat. Hmotnosti lan a sedacky

Tab. 1: Tabulka nameranych periéd

P.c. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | priemer or
T.(s) | 2,32 | 2,21 | 2,11 | 2,12 | 2,20 | 2,17 | 2,10 | 2,28 | 2,19 | 2,14 2,18 | 0.9%
T,(s) || 2,14 | 2,17 | 2,24 | 2,22 | 2,15 | 2,23 | 2,17 | 2,14 | 2,26 | 2,06 218 | 0.7%
T.(s) || 2,56 | 2,73 | 2,72 | 2,69 | 2,58 | 2,63 | 2,67 | 2,71 | 2,68 | 2,73 2,67 | 0.6%

7 otazky@fks.sk



FKf Vzorové riesenia 3. kola letnej casti

Standardné odchylky priemeru nam hovoria o chybe nasho vysledku a boli vypoéitané podla

Tahko néjditelného vzorca op = \/ m S (T; — T)2. Nutnost uréovat pri experimentalnej
tlohe neistoty vyplyva z toho, Ze potom vieme posudit doveryhodnost nésho vysledku. Avsak,
takto sme urcili len neistotu urcenia periédy, ale do vztahu pre vypocet Iy vstupuja aj dalsie
udaje. Hmotnost tela m vieme odvazit dost presne, bezné vahy meraji na desatinu kg, z ¢oho
ked vezmeme polovicu najmesieho dielika pri hmotonosti ¢loveka m = 80 kg dostaneme zaned-
batelnt chybicku asi desatiny percenta. Pri urdeni neistoty vzdialenosti nésho taziska od osi
otacania sme neistotu odhadli ako 5cm, z coho pri vzdialenostiach r, =ry, =1mar, =1,8m
dostaneme relativne chyby 5% a 2,7%, v tom istom poradi. Vysledné momenty zotrvacnosti
potom st, uz aj so s¢itanymi chybami spésobenymi si, teda 7,6% pre lyx = 1,4kgm?, 7,2%
pre Iyy = 1,4kegm? a 4,5 % pre Iyz = 0, 8kgm?, teda:

loe = 14 + 1kgm? Iy, = 14 + 1kgm? I, = 0,8 £ 0,05 kgm?

3.6 A3 — Siasosovie (opravoval Polik, vzorak Andrej)

Jano a Andrej spadli do ozrutného obludného zoSivaca siamatora, ktory im poprepletal teld a organy. .. A ok-
rem iného, spolu teraz maji uz len dve oci. Oftalmoldg im prezradil, Ze by potrebovali okuliare s ohniskovou
vzdialenostou F'. Andrej pévodne nosil okuliare s ohniskovou vzdialenostou f; a Jano s ohniskovou vzdia-
lenostou fs. Ako maji umiestnit okuliare voli sebe a kde bude mat tato konstelacia ohnisko, aby pomocou
nej videli opat dobre? Vo vypocte nepouZite netrividlne tvrdenia, len bezni geometrickid optiku.

Mili Sosoviaci,

zopakujme si, o ¢om bolo zadanie. Cheete mat SoSovku F' umiestnent v nejakom bode pries-
toru. Vy ju ale neméate. Chcete ju teda nahradit dvomi, pri¢om jedna mé ohniskovt vzdialenost
f1 a druhd f, a chcete, aby svetlo po prechode tymito dvomi SoSovkami sa spravalo rovnako,
ako keby preslo povodnou SoSovkou s ohniskovou vzdialenostou F'.

V prvom rade je dolezité si premysliet, ¢i to ide. Ked ¢lovek zapoji predstavivost, vyzera to
nadejne. Tak zapiSme si zobrazovacie rovnice pre jednotlivé Sosovky:

1 1 1 1 1 1

fl_al a27 f2_d—a2 as

Tu si Tahko mozeme vyjadrif z prvej rovnice as a dosadit do druhe;j.

Nie, teraz neurobime to, Ze a; = 400 a ag = F'. Preco by a3 mala byt ohniskové vzdialenost
F? Vy chcete, aby vychadzajuce luce sa spravali ako zaostrené danou sosovkou. Na to nestaci
mat ohnisko na rovnakom mieste. Zjavne ak mam dve SoSovky, ktoré maji ohnisko na rovnakom
mieste, tak zdaleka nezaobrazuju veci rovnako! V drvivej vicSine rieSeni ste natvrdo polozili,
ze poslednd SoSovka musi byt na mieste nahrddzanej a ti druhtt dame tak, aby sa zachovala
poloha ohniska. To, Ze rovnaké luce budua vyzeraf rozne zobrazené tymto a SoSovkou F', je vam
uplne jedno.

Urobme sofistikovanejsiu verziu zoberme si niekolko pripadov toho, ako maju byt tie dve
sosovky ekvivalentné so sosovkou F' a poratajme vzdialenosti zq, x5 a F.
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>
P

Ji| d | f2

A

- > <« ——><—>
ai az d— as as
I I3
< > <«
a1 + x1 as + I3

| I’

Obr. 5: Ekvivalentné sosovky

fa(d — f1)

————— . Kedze
d—fi— [

Prva bude ta, ktord ste navrhovali — a; = +00. Z nej vyjde az =

d —
fa( ) . Druhé situacia bude taka, ze si zoberieme bod, pre ktory

d—fi— f ; .
az = +00o a dopocitame ay. Vyjde a; = M aztohoxy = F — M A vezmeme
d—fi—f d—fi— [
si tretiu situaciu. Nekonec¢na skoro dosli, ale iba skoro. Polozime a; = f;. To vyjde a; = +o0 a
1

1 1
as = fo. Pre SoSovku F' mé platit zobrazovacia rovnica: — = + .
Foofitx fatuas

Mame tri rovnice s tromi nezndmymi. Zatneme zuby a vyriesime. Vysledok® je tu:

b hd o pd
fith—d " it fa—d T it fo—d

A teraz pride okamih pravdy. Podla nakresu mé platit z; + x3 = d. A to neplati.

Niekde sa deje niec¢o velmi, ale velmi zlé. Zjavne méame 4 rovnice a 4 nezname, ktoré spolu
nesedia, teda jedna z rovnic je zle. A ukazuje sa, Ze zla rovnica je prdve x; + x3 = d.

V optickej ststave mame akokeby medzeru. Dala by sa napadnif volba troch $pecidlnych
pripadov. Realita je ale, ako ukéZeme dalej, omnoho krutejsia.”

Principidlne medzera znamena to, ze vzdialenosti pre SoSovku F' méate merat z jednej strany
od jednej roviny a z druhej strany od inej roviny. Tieto roviny nazyvame hlavnymi rovinami
optickej ststavy. Toto je vlastnost vSetkych optickych stistav, dokonca to plati aj pre jednoduchi
sosovku, len pre nu tieto roviny splyvaju a st vo vnutri SoSovky.

Ked sa pozrieme opif na zobraovaciu rovinu z tretej situdcie, zobrazovacia rovnica pre

1 1

soSovku F' by mohla vyzerat takto: — = + . Jej platnost dokézeme porovnanim
F a1+ I as + T3

s vysledkom ziskanym po pouziti zobrazovacich rovnic pre f; a fa:

CL3+ZE3:F,QL’3:F—

6Preco prave tieto korene uvidite neskor.
7Ak méte pocit, Ze autor tohto vzordku vas tahd za nos, tak si uvedomte, Ze SoSovky to svojim spravanim
urobili uz pred nim.
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Vyjadrime z prvej rovnice as:

1 1 1 Cllfl
fi ay D) ? a; — fi
1 1 1

f2 d— ay a3

A vela uprav. (Dosadenie ay. Odstréanenie zlomkov vyndsobenim vSetkymi menovatelmi. Zase
odstranujeme zlomky ndsobenim a; — f; a vynimame pred zatvorku. Osamostatnenie a;as.)

1 1 1
fQ_d_ a’lfl a3
a; — fi

a1 fi B ar fi
(d— @ —f1)a3 = azfo +f2(d— - f1>

aras(d — fi — f2) + ar(fifo — fod) + as(fifo — dfy) + fifad =0
f1— fo—d Jifod
Ay Ly Ay Sy

A porovnavame so zobrazovacou rovnicou pre SoSovku F.

0

ajas + ai fa

1 1 1

= +
F a1 + x1 az + T3

(a1+x1)(a3+x3) :F(CL3+QZ’3)+F(CL1+[K1)
CL1G3+CL1(Q33-F>+CL3(Q?1—F)+$1I3—F$1—FI3:O

7 toho porovnanim dostavame:

n-F=ht s
1203 — For1 — Fas = %
Vsimnime si, e F2? — (25 — F)(21 — F) — (2125 — F1 — Fay):
R A ey AP e
W:Qt%%gjm—ww—w—%Fﬁ—ﬁ»
-
Ty ey
10
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A teraz treba odmocnit a vybrat si dobry koren. Ocakavame, Ze pre dve spojky blizko seba
bude vysledok opit spojka, teda:
fife

F:f1+f2—d

A vyjadrime z; a x3:

_hd o pd
=T 3=

fitfa—d Jit+fo—d
A dostali sme to, ¢o sme ocakavali.

T

3.7 A4 — Zotrvacnik (opravoval Andrej, vzorak Lukaf)

Peto ma rad svoj zotrvaénik. Minule ho navliekol na jeho oblibenii ty¢ s loZiskom a roztodil na vysoki
uhlov( rychlost tak, aby jeho os bola vodorovna. Jeden koniec tyée uchytil v gulovom klbe, ktory sa otdca
bez trenia a druhy pustil a nechal napospas gravitacii. Peta teraz zaujima:

a) Kam a preo sa pohne zotrvaénik v prvom okamihu?

b) Opiste a vysvetlite kvalitativne cely pohyb zotrva¢nika.

Zotrvacnik sa sklada z tyce, ktora je na jednom konci upevnena v ¢ape a na druhom konci
je koleso. Ty¢ je na zaciatku vo vodorovnej polohe a koleso sa to¢i vysokou uhlovou rychlostou
(bez ujmy na vSeobecnosti si mézme predstavit, Ze sa koleso to¢i v smere hodinovych ruciciek
pri pohlade zvonku a Ze ty¢ zotrvac¢nika lezi v smere osi x).

/‘*\

Z

Obr. 6: Zaciato¢né pozicia

Na pociatku je jediny pohyb kriitenie sa kolesa zotrvac¢nika, ¢o je samozrejme otacavy pohyb.
Nastavime si myslenie do médu ,otacava mechanika“. Otac¢avy pohyb je popisany velicinou
zvanou moment hybnosti a definovanou ako

E:Fxﬁ

Medzi otacavym a posuvnym pohybom je moZno najst analégiu, ¢o sa tyka vyznamu fyzikal-
nych veli¢in a vztahov medzi nimi. Moment hybnosti je ota¢avym analégom hybnosti. Zmena
hybnosti je v posuvnom pohybe sposobené silou, ¢o popisuje 2. Newtonov zakon:

Ap

= =F
At

11 otazky@fks.sk
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Otacavym analégom tejto rovnice je vztah

AL -
——
At ’

kde M je moment sily, otacéavy analdg sily definovany vztahom
M=RxF.

F je posobiaca sila a jej rameno R je vzdialenost pdsobiska sily od osi, vzhladom na ktortu
moment sily pocitame.

Aplikujme teraz rovnice z predchadzajiceho odseku na nas zotrvacnik. Koleso zotrvacnika
sa otaca, jeho moment hybnoti je

L= mix7=1I3,

kde v je obvodova rychlost malého elementu kolesa s hmotnostou m nachédzajiceho sa vo
vzdialenosti r od osi otdCania, I je moment zotrvac¢nosti vzhladom na os, okolo ktorej rotuje
a w je uhlova rychlost tejto rotdcie. Suma znamena séitanie cez vSetky elementy tvoriace ko-
leso. Momenty hybnosti vSetkych elementov kolesa maja rovnaky smer, a teda smer momentu
hybnosti kolesa bude rovnobezny s tycou (v smere —z), ako ukazuje obrazok.

S~

T Y

)

Obr. 7: Moment hybnosti zotrvacnika

Na koleso pdsobi jedina sila — tiazova sila — a pochopitelne vo zvislom smere (okrem nej
pdsobia na body kolesa dostredivé sily). Zmenu momentu hybnosti kolesa bude teda spésobovat
moment tiazovej sily, ktory je (vzhladom na pevny bod v zotrva¢niku — bod upevnenia)

M=RxG.

Smer momentu tiazovej sily je y, ako ukazuje obrazok.
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Obr. 8: Moment tiazovej sily

Podla rovnice AL /At = M sposobi moment sily zmenu momentu hybnosti v smere momentu
sily, ¢ize v smere y. Zmena momentu hybnosti je jednoducho

=

AL = Lypoyy — L.

Poskladame vektory, aby sme ziskali Enovy —L+ALa zistime, ze novy moment hybnosti lezi

vo vodorovnej rovine, len je trochu pootoceny. Pre velmi mali hodnotu AL mozeme povedat,
ze velkost nového momentu hybnosti je rovnaka ako velkost starého.

£/
anvy

AL

Obr. 9: Zmena momentu hybnosti

A ako sa to mohlo stat? Tak, Ze ty¢ zotrvacnika sa pootocila vo vodorovnej rovine a jej novy
smer je totozny so smerom momentu hybnosti Enovy. Tym sme odpovedali na prva ¢ast tlohy.
Prvy pohyb zotrvacnika je otocenie sa tyce vo vodorovnej rovine v smere hodinovych ruciciek
(pri pohlade zhora).

Ako bude teda vyzerat cely pohyb zotrvacnika? Koleso rotuje okolo osi definovanej tycou.
Ty¢ rotuje vo vodorovnej rovine — tento pohyb sa odborne nazyva precesia. Ak vSak ty¢ rotuje
vo vodorovnej rovine, ma moment hybnosti vo zvislom smere (—z). Ten na zaciatku pohybu
nebol a ani v ststave neposobi sila, ktorej moment by zmenu momentu hybnosti v smere osi
z sposoboval. Moment hybnosti v smere osi z sa ma zachovavat a aby sa tak dialo, ty¢ trochu
klesne a zacne vykonévat pomaly krazivy pohyb, aby priemet momentu hybnosti kolesa do
smeru osi z kompenzoval moment hybnosti tyce. Tento pohyb sa odborne nazyva nutacia. Cely
pohyb zotrvacnika znazornuje nasledujtci obrazok:
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Obr. 10: Vysledny pohyb zotrvacnika
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Vysledkova listina po 3. kole letnej caste

Vysledkova listina po 3. kole letnej Casti 2012/2013

Meno Skola 314(5]6 Q Y3 P

1 | Dusan Kavicky GJH 919|966 0 | 33,00 | 105,00

2 | Jakub Safin GPH 919|615 0 | 29,00 98,00

3 | Karolina Sromekova | SpMNDaG 917 |6]| 6 0 | 28,00 91,00

4 | Martin Gazo G Pankuchova 8 9 6 9 -2 30,00 90,00

5 | Tomas Soltinsky GPH 9|1 7|33 0 | 22,00 89,00

6 | Jakub Bahyl OG Varsavska 8|1 7|61 2 -2 | 21,00 83,00

7 | Juraj Surovcik G P.O.H. 6| 8] 6 0 | 20,00 73,00

8 | Miroslav Gasparek SGOCZA 918|9]|7 -4 | 29,00 70,00

9 | Samuel Sucik GJH 7|7 1 -2 | 13,00 66,00

10 | Matej Badin GJH 9 91 3| -10 | 11,00 65,00

11 | Michal Buran GJAK-UB 8 6 | 7 0 | 21,00 64,00

12 Jaroslav Valovcéan GLS Zvolen 9 716 1 0 23,00 63,00

13 | Mario Lipovsky GJH 9 0 9,00 60,00

14 | Irena Bacinska SpMNDaG 916 |6 -6 15,00 57,00

15 | Samuel Kociséak G Postova 2 1 0 3,00 56,00

15 | Roébert Lexmann G L. Stara Trenéin | 9 | 3 1 0 13,00 56,00

17 | Marek Kosco OG Varsavska T 7 -4 | 10,00 52,00

18 | Vladimir Macko GLS Zvolen 8 3 0 11,00 50,00

19 | Alzbeta Kurdelova SpMNDaG 0 0,00 48,00

20 | Pavol Olexa GAB 41 2 0 6,00 37,00

21 Martin Murin GJH 1 0 1,00 33,00

21 | Samuel Tomasec OG Varsavska 113 0 4,00 33,00

23 Patrik Turzak G Postova 0 0,00 30,00

23 | Milan Smolik GJH 2 910 0 | 11,00 30,00

25 | Peter Hojnos G SNV 0 0,00 26,00

25 | Kamila Souckova SpMNDaG 7 1 0 8,00 26,00

27 | Eduard Batmendijn CGSM 0 0,00 24,00

28 | Samuel Cibulka GJH 0 0,00 18,00

29 | Tom&as Gonda Gamca 0 0,00 16,00

29 Matej Oravec OG Varsavska 0 0,00 16,00

31 | Matuas Jenca GJH 4 0 4,00 12,00

32 Adam Hlozny OG Varsavska 0 0,00 9,00

33 | Norbert Slivka GJGT 0 0,00 8,00

33 Jergus$ Strucka SpMNDaG 0 0,00 8,00

B
Meno Skola. 213|415 Q Y3 ¥

1 | Jaroslav Valovcan GLS Zvolen 81597 0 | 33,00 | 93,00
2 | Marek Basista GPH 915|917 0 | 30,00 | 91,00
3 | Martin Gazo G Panktchova 919|819 -2 33,00 | 88,00
4 | Peter Vasut GJH 6 |5 |7 0 | 27,00 | 81,00
5 Jaroslava Kokavcova Gamca 9 8 2 3 0 22,00 76,00
6 | Pavol Olexa GAB 615|412 0 | 24,00 | 75,00
7 | Ondrej Bohdal GJH 91919 0 | 27,00 | 72,00
8 | Vladislav Blstak GJH 718 0 | 15,00 | 71,00
8 | Natalia Jankanicova GS 5 9 0 | 15,00 | 71,00
10 | Marek Kosco OG Varsavska 512 |77 -41] 17,00 | 68,00
11 | Adrian Pies SpMNDaG 4 7 0 | 20,00 | 62,00
12 | Michal Rzonca G L. Stara Trendin 6 8 0 | 15,00 | 59,00
13 | Jergus Strucka SpMNDaG 4 | 3 0 | 16,00 | 58,00
13 | Samuel Tomasec OG Varsavska 4141113 0 | 12,00 | 58,00
13 | Martin Murin GJH 5|5 1 0 11,00 | 58,00
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Meno Skola 1121314 Q 33 P
13 Matej Hrobon Gamca 9 2 0 12,00 58,00
17 | Barbora Kovacova SpMNDaG 3 16| 6 -6 9,00 | 55,00
18 Frantisek Dracek 7S D. Marikova 41 4 2 0 10,00 52,00
18 | Lydia Janitorova GS 1]1511]3 0 | 13,00 | 52,00
20 | Matus Berak OG Varsavska 3122 0 9,00 | 50,00
20 | Zuzana Magyarova GBST 8|5 | 2 0 | 15,00 | 50,00
22 | Dominik Cenker GsvMik 11211412 0 9,00 | 41,00
23 | Adam Meciar G VBN Prievidza 6| 4] 2 0 | 12,00 | 37,00
24 | Denisa Lampasova G PB 9 0 9,00 | 34,00
25 | Peter Pavel Arthur Petras | SpMNDaG 0 0,00 | 31,00
26 | Nikola Sokolova G Hlinska 0 -2 -1,00 | 30,00
27 | Tomas Daneshjo G Postova 0 0,00 26,00
27 | Kristian Kocan SPSE PO 0 0,00 | 26,00
29 | Adam Skrlec GJH 0 [ o,00 [ 2500
30 | David Gross G VBN Prievidza 0 0,00 | 24,00
31 | Adam Pankuch EvGymJAK 0 0,00 | 23,00
32 | Zuzana Moravcova G bilingvalne 0 0,00 | 19,00
32 | Ivana Mréazova G P.O.H. 0 0,00 19,00
34 | Hana S¢igulinska GPH 0 0,00 | 18,00
34 | Matej Oravec OG Varsavska 0 0,00 18,00
36 | Adrian Bay SPS J.Murgasa BB 0 0,00 | 16,00
36 Martina Benova G Bajkalska 0 0,00 16,00
38 | Mario Janik G Senec 0 0,00 | 12,00
39 | Mark Daniel GyPar 0 0,00 | 10,00
40 | Marcel Palovéik GPH 0 0,00 8,00
41 | Vaclav Skala GIV 0 0,00 7,00
41 | Rudolf Rovnédk GPH 0 0,00 7,00
43 | Matej Repka G JAR 0 0,00 5,00
44 | Martin Slauka GAG 0 0,00 0,00
45 | Samuel Hapak MatFyz 0 0,00 -4,00
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