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Vzorové riesenia 3. kola zimnej Casti 2012/2013

3.1 BO — Do skoly (opravoval Luxusko)

Kajka bezi do 8koly rychlostou 5km/h. Ako rychlo musi bezat zo Skoly, aby jej priemernd rychlost bola
15km/h?

Oznacme si vzdialenost, ktort méa Kajka prejst do skoly sy, jej rychlost do skoly vy, rychlost
zo Skoly v, a nasu pozadovani priemernid v,. V dalSom postupe si vystacime s jednoduchym
vzorcom s = v - t, ktory by mal byt aj prvy, na ktory natrafime.

Nech teda Kajka dosiahla pozadovant priemerna rychlost. Potom celkovy cas, ktory jej
trvalo bezanie zo skoly a do Skoly, ¢t si mozeme vyjadrit dvojako. Jednak ako ¢as, ktory by jej
to trvalo, keby iSla primernou rychlostou 2s;/v,, dvak je tento ¢as rovny tiez stétu ¢asov oboch

ciest, vychadza nam teda
28k . Sk i Sk

Up U1 (%)

Z tohto vyjadrime vzorec pre priemernt rychlost (lebo je pekny) a potom aj v (lebo sa nan
zadanie pyta):

20109 UpU1
’Up ey s ’U2 = ———
V1 + U 2v1 — v,
Po dosadeni dostaneme vy = —15km/h.

A ¢o teraz? Po chvili overovania nasich krokov dospejeme k zaveru, ze vo vypocte sme chybu
nespravili, aj tak nam vsSak vysiel blud. Poc¢iatocna tivaha, ze Kajka dosiahla dant priemernu
rychlost pri zadanjch podmienkach, nds zradila!. UvaZovanie typu musela by ist zadpornou
rychlostou, ¢o nemohla, takZe rieSenie neexistuje, je namieste.

Z vyjadrenia vy vidno, Ze aby vysledok mal zmysel, teda bol nezaporny, musi platit 2vy > v,.
Toto je jednoduché na predstavu - aj keby Kajka isla zo skoly nekonec¢ne rychlo, teda netrvalo
by jej to ziaden cas, platilo by:

2Sk Sk

)
Vp (%1

teda v, = 2v;. Ak teda chceme vysSiu priemernd rychlost, mali sme do skoly uz rychlejsie
utekat!

!Zjednodusene, ak ndm z predpokladu vyjde Zvést, predpoklad nebol spravny. Tento princip, latinsky Re-
ductio ad absurdum je zéklad dokazu sporom.
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Pozor — priemernd rychlost je aritmeticky priemer dvoch rychlosti iba ak nimi oboma ideme
rovnaky cas, nie rovnaka drahu! Ak by vsak Kajka isla zo skoly takisto dlho, ako §la do nej, zase
raz by mala rychlost 5km/h a priemernd by bola potom zjavne tiez taka. Netreba sa nechaft
zviest prili§ jednoducho vyzerajicim rieSenim, ist4 miera podozrievavosti nie je na Skodu.

3.2 B1 - Fontanka (opravovali Katka a Andrej, vzorak Andrej)

Urcite ste videli v animakoch postavi¢ky vznasajlce sa na pride vody z fontany. Na zdklade parametrov
fontany (zvolte si, ktoré potrebujete) a postavic¢ky, odhadnite vysku, v ktorej sa bude vznasat.

Co nasu postavicku faha dole, je jasné - gravitacné sila mg. Nahor ju tla¢i voda, ktora sa od
nej odréza a rozstrekuje na strany. Ako ale tato silu vyjadrit?

Vieme, ze sila, ktora na teleso posobi, je definovand ako zmena hybnosti telesa za casovy
interval prislichajici tej zmene: F = %. Ked pomocou tohto zistime, aké sila posobi na vodu,
tak z akcie&reakcie dostaneme silu na postavicku.

Fontanka strieka vodu s hustotou p a prietokom (), voda dopadé na hracku rychlostou v.
Za ¢as At sa zmeni hybnost vode s objemom QAt, t.j. hmotnostou pQAt. Voda rozstrekuje
kade-tade, rozumné bude zobrat si model, Ze vSetka nahor striekajica voda sa po odraze bude
pohybovat vodorovne. Zmena rychlosti je teda v. (Premyslite si, akd by bola zmena rychlosti,
ak by sa voda odrézala priamo nadol.?) Dostaneme teda:

B % _ pQAt
At At

= pQu

a to je rovné mg. Uz treba len podla konkrétnej fontanky poratat prietok a vysku. Ak mé dole
tryska fontéanky prierez S a rychlost vy, potom Q = Svy a zo ZZE v = /v3 — 2hg:

2 2
/.2 _ _ Y m-g
pSUQ U0—2hg—mg$h—%—25(2—vgp2

Zrejme niekedy teda moze byt hracka jednoducho pritazka. Kac!

3.3 B2 - Vodna vaha (opravovala Kaja)

Popiste, o sa bude diat so stistavou kladiek na obrazku. Cisla napisané na zavaziach vyjadrujti ich hmotnosti
v kilogramoch. Zanedbajte hmotnosti kladiek, lana a trenie.

Pozrime sa najprv na horna kladku. Na pravej casti lanka visia 3 kila a na
Tavej v sucte tiez. Lanko by sa teda nemalo hybat, ¢i 4no? Ale édno, bude
sa hybat. Pes je zakopany v tom, Ze na spodnej kladke rovnovéaha nie je.
Tazisko stistavy zavazi 1 a 2 bude klesaf vzhladom na spodnt kladku, a
preto nebude zatazovaf lanko hornej kladky plnou vahou.

Tak. ..Uz vieme, ako to nebude. Podme zistit, ako to bude. Oznac¢me si
hladané zrychlenia zavazi ai, a3, a. Aby sme nemali neporiadok v znamien-
kach, predpokladajme, Ze vsetky vektory sil a zrychleni smeruji nahor a ak
nam vyjdua zaporné, znamena to, ze smerujui nadol.

2Bolo by to 2v.

2 otazky@fks.sk
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Tah laniek ﬁ , ?2 je vzdy na oboch koncoch rovnaky. Podme si teda
zostavit rovnice pre jednotlivé zavazia (podla Newtonovho zakona).

ma; =T, —mg

2may =Ty — 2mg
3masz =Ty — 3mg

Aj zrychlenia koncov lanka vzhladom na prislusna kladku st rovnako velké, ale maji opacny
smer. Preto ma spodné kladka zrychlenie opacné ako zévazie 3, cize —as. Aj zrychlenia zavazi

1 a 2 budt opacné, ale len v stustave spojenej so spodnou kladkou! Oznac¢me si tieto zrychlenia

ai’, a3’ Plati a; = d} + (—as), as = db + (—as) a a), = —d). Z toho dostaneme:

ap + az = —2as,

Uz mame 4 rovnice. Ale neznamych veli¢in je 5. Kde zoZenieme ta piatu? Tak si skiisme
napisat napriklad rovnicu Newtonovho zadkona pre spodni kladku?:

mk(—ag) = T2 — 2T1,

Ale my = 0, Cize
TQ = 2T1

A teraz uz len pracne vyrieSime tuto ststavu rovnic a dostaneme hodnoty zrychleni:
a; =T7/17g as = —5/17g az = —1/17g
Zavazie 1 teda zrychluje nahor a zavazia 2 a 3 nadol. Hotovo :-)

3.4 B3/A1 - Kladky (opravoval Patko)

Navrhnite a zrealizujte aspon dva spdsoby na odmeranie povrchového napatia rozhrania voda sklo. Mozete
vyuzit znamu hodnotu povrchového napitia voda vzduch.

Na zaciatku upozornenie: v tomto priklade neplati oblibené pravidlo, Ze ak nie¢o nepoznam,
tak to zanedbam. To mozem urobif iba vtedy, ked viem, Ze je to zanedbatelné. Chvilka google-
nia a na internete! najdete, Ze povrchové napitie rozhrania sklo-vzduch je dokonca vicsie ako
napiétie rozhrania voda-vzduch, takZe ho nemozeme zanedbat!

Musime teda najst experiment, v ktorom vieme dobre popisat vSetky 3 rozhrania: voda-sklo
ovs, voda-vzduch oy 4 a sklo-vzduch og4. Tu st 3 najpouzivanejsie experimenty, ktoré sa nam
vo FKS dostali do ruk:

Meranie kontaktného uhla. Vezmeme si sklenenti podlozku, kvapneme na 1iu kvapku, od-
fotime ju a na dostatocne velkom obrazku odhadneme dotyc¢nicu k zakrivenému povrchu vody

3Ked7e lanko posobi na zavazie silou T}, zavaZzie posobi na lanko reakénu silou —7j.
‘http://www.insula.com.au/physics/1279/L8.html - dakujem Matovi Veéerikovi.

3 otazky@fks.sk
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a zmeriame kontaktny uhol o medzi doty¢nicou a podlozkou. Mudre knizky® ndm prezradia,
ze plati vzorec og4 — ogy = oy acosa. S nasimi povolenymi vedomostami sme teda schopni
zmerat iba rozdiel og4 — ogy . Prisli nam rieSenia s hodnotami « od 40 do 60°, ¢omu zodpoveda
rozdiel povrch. napéti od 56 mN/m do 37 mN/m. Samozrejme, velkost uhla a napitie zavisi
od pouzitého skla.

Meranie hriabky mlac¢ky. Postupujeme nasledovne. Ocistime si sklo (lebo bordel na skle
= bordel v merani), vylejeme nain mlacku vody a zmeriame jej hriabku. Uz iba spocitat, ako
povrchové napitie urcuje hrubku. PouZijeme energie, lebo vieme, 7ze kazdy fyzikalny systém sa
ustali v stave s najnizSou energiou. Konkrétne tu st zaujimavé 4: potencialna energia kvapky;,
energia povrchu voda-sklo, energia povrchu voda-vzduch a energia povrchu sklo-vzduch. Prva
s klesajticou hribkou kvapky kles4, druh4 a tretia za zvicsuja.®

Problém vznika s poslednou energiou. Ako ju rozumne definovat? O tejto energii vieme, Ze
klesne s kazdym zvicSenim povrchu voda-vzduch. MoZeme si ju teda predstavit ako zaporni
energiu, pricom nulovi energiu zvolime v stave, ked na skle este nie je ziadna voda.

Co s okrajmi? Vylejeme si mlacku dostatoc¢ne velkt tak, aby bol povrch rovnej ¢asti omnoho

.....

h.

Nakoniec uz nie je také tazké energie zapisat do rovnice:

mgh

5 (ova+ovs —osa)=F

Plochu si vyjadrime pomocou hmotnosti a hustoty kvapky: S = m/(ph). Teda energia v zavis-
losti od hrubky kvapky je:

mgh —m

—— — — (oya+oys—osa)=FE

9 oh (ova+ovs —0sa)

Teraz chceme zistit, pre aké h je energia minimalna. Vidime, Ze jej zavislost je F = Ah — B/h.
Jedna moznost je otvorit si Excel, sku$at numericky hladat minimé pre rozne A a B a nakoniec si
tipnat vzorec. Existuje ale aj druhé, sofistikovanejsia moznost. Podaktori uz viete, Ze minimum
nejakej funkcie sa hlad4d derivovanim. Ti, ktori to vedia, funkciu zderivuji a polozia rovni
nule’. Ti, ¢o derivovat nevedia, si tato funkciu v8ak moézu nechaf zderivovat, napriklad na
super stranke www.wolframalpha.com prikazom

d/dx Ax - B/x
Stroj vypluje, Ze derivacia je A + z%. Polozime si ju rovnu nule:

B mg m

O:A—i_ﬁ:T—i—W (ova+ovs —0sa)
gph?
0sA —0vs —0vA = 9

5Alebo rovnovaha sil na trojrozhrani voda, sklo, vzduch.
Lebo sa zvi¢suje povrch kvapky.
"Lebo iné mudre knizky hovoria, Ze v minime funkcie je jej derivacia nulova.

4 otazky@fks.sk
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Vidime teda, ¢o experimentom dokédZeme namerat, super.

MIlé4cka sa ale nerozleje na presny kruh - meraf jej priemer je teda maximéalne nepresné.
Rovnako nepresné je merat jej hrubku priamo, lebo by sme museli merat rddovo milimetre.
Pozname vSak vztah medzi povrchom a hrubkou. Preto najpresnejSia metdda je podlozit si
pod sklo stvoréekovy alebo milimetrovy papier a pocitat Stvoréeky. A samozrejme nezabudnit
vyliat iba zndmy objem vody.

Prisli nam rieSenia s hodnotami priemernej vysky mlacky 1,12 mm, po dosadeni do vzorceka
72mN/m.

Kapilarna elevacia. Kazdému je snad jasné, Ze meriame vysku vystipenia vody v kapilare.
Treba sa ale zamysliet, ¢o tento efekt sposobuje. Viaceri ste si povedali, Ze vodu vytiahne hore
sila od povrchu voda-sklo. To vSak nie je pravda - ak by sila pdsobila smerom hore kapilarou,
znamenalo by to snahu o zvysenie energie tohto povrchu, a to je predsa proti prirode! Tato sila
posobi teda smerom nadol. Hore vodu tah4 sila od povrchu sklo-vzduch, lebo vystipenim vody
do vicsej vysky klesa prave energia tohto povrchu. Posledna vec, ktort si uvedomime je, ze
povrch rozhrania voda-vzduch sa nemeni, ¢ize ho do energetickych tivah zatahovat nebudeme.
Celkova energia pre kapilaru polomeru r bude takato:
mgh

- + 2nrh(oys —osa) = E

Hmotnost vody si vyjadrime pomocou r a h: m = pV = prr?h a dosadime:

2
PRIT 2 +2nrh(oys —osa) = E

Tentokrat je energia vyjadrend ako E = Ah? + Bh. Vo wolframalpha funkciu zderivujeme
pomocou d/dx Ax2 + Bx a dostavame podmienku 0 = 2Ah + B, teda

21r(05a — ovs) = prgr’h

Tentokrat vieme meranim vysky zistit rozdiel povrchovych napéti og4 — ov-5. Otdzne je znova,
ako meraf. Idedlne je zobrat si ¢o najtensiu kapilaru, aby bola kapilarna elevicia ¢o najvy-
raznejSia. Polomer kapilary vieme urcit pomerne presne - Miro Gasparek vo svojom rieseni
navrhuje, aby sme do kapilary pchali ihly roznych velkosti, potom merali ich priemer mikro-
metrom, ¢o je celkom presné meranie. Nepresné je odmerat vysku kapilarnej elevicie. Po prvé,
hladina v kapilére nie je rovné, ale zakrivena. KedZe sme do nasej ivahy zapocitavali rozhranie
sklo-vzduch, mali by sme merat vysku hladiny v mieste, kde sa toto rozranie vyskytuje - teda na
stene kapilary. KedZe stale nemeriame viac ako 1 cm, pri merani pravitkom sa dopustime chyby
minimélne 10%, preto tato metdda v presnosti o kiisok zaostéva za predchadzajucimi. Pre 2mm
kapilaru ste namerali eleviciu priemerne 1,5 cm, ¢omu zodpoveda rozdiel napéti 150 mN/m.

3.5 B4/A2 — Vytah (opravoval Miso)

Stojim vo vytahu. Vytah sa zrazu pohne, citim to. Prestane zrychlovat. Netusim, ako rychlo vlastne ide.
Navrhnite experiment, pomocou ktorého by som mohol (ak zaénem merat vcas) urcit rychlost vytahu.
Poditajte s tym, Ze zrychlenie moéze byt v ¢ase dost premenlivé a nemate k dispozicii hightech hracky (vahy
s nulovym reakénym ¢asom).

) otazky@fks.sk
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Na zaciatku si treba uvedomit, Zze ak sa nachddzame v izolovanom vytahu, ktory sa pohybuje
rovnomerne vzhladom na Zem, tak nemame Sancu zistit, ako rychlo ideme, pokial sa nepozrieme
von z vytahu. Vsetky vysledky merani budeme mat totiZ rovnaké, ako keby vytah stal.® Ako
teda potom budeme merat ti rychlost?! Uvedomme si, Ze vytah nejde zozaciatku rovnomerne,
ale zrychluje — a zrychlenie uz vysledky merani ovplyvni.

Keby sme mohli pouzit vahy s nulovym reakénym casom, tak si v kazdom okamihu lahko
urc¢ime zrychlenie vytahu. To ale neriesi otdzku zmyslu existencie - aké je ta rychlost! Dostojné
je vediet, ako urcit tu rychlost pomocou vahy. Staci, aby sme tym nakfmili nejaky spreadsheet
(napr. Excel) a ak méame zrychlenia dodané s rozostupom?® At, tak v kazdom kroku zmenime
rychlost o a; At a tieto rychlosticky pos¢itame.!?

A prave preto tato metéda nie je az takd dobra a treba néajst nejakt int, ktord by nam dala
rovno rychlost vytahu. Najjednoduchsie by bolo, keby namiesto spreadsheetu rychlosticky s¢ito-
vala priroda. Inak povedané — nechajme teda v zrychlujicom vytahu nieco sa volne pohybovat
a potom tomu zmeriame rychlost a potom. .. Uvidime.

Umiestnime experimentatora Reného do vytahu. Dajme do ruky Renému iba naklonenu
rovinu, gulocku a stopky. René nastavi rovinu do takého uhla «, aby sa gulicka gulala dolu 1iou
pocas celej doby zrychlovania a nepresmykovala.

Na tato gulicku bude poésobit tiazové sila mg a zotrvacna sila ma;, kde a; je okamzité
zrychlenie vytahu, teda jej zrychlenie bude:

a= —sina(g+ a;)

7

kde sin «v je tam kvoli naklonenosti roviny a na koeficient 5/7 viiésina fudi zabtida. Je sposobeny
tym, Ze gulocka rotuje a preto ¢ast kinetickej energie sa premiena na kinetick energiu rota¢ného
pohybu, ¢o sa vo vyslednom efekte prejavi ako koeficient 5/7.

René neché gulicku na naklonenej rovine ¢as t, kym skon¢i zrychlovanie a potom zmeria
rychlost gulicky. Za maly ¢asovy okamih At gulicka zrychli o 2 sin a(gAt + a;At). KedZze pris-
pevky a;At sa s¢itaju na celkovi rychlost vytahu v, rychlost gulicky po case t:

5 .
v=sin a(gt + vy)

Rychlost gulocky uz Tahko odmeriame (napriklad pouzijeme vodorovny vrh), ¢as ¢ si stop-
neme, uhol o odmeriame a dostaneme kyzent rychlost vytahu v,.

3.6 A3 — Odpor (opravoval Andrej)

S vyuzitim stovky odporov velkosti jeden ohm zostrojte obvod, ktorého odpor bude &o najpresnejsie 7
ohmov. Body za tGto Glohu bud( udelené v zavislosti od toho, aké rieSenia nam pridu. Zarucene vsak
najlepsie rieSenie dostane plny pocet bodov.

Takze, zatnime vzordk naopak - ako sa bodovalo. Jednoducho. 3 — log|R — | zaokriihlené.

Sktste sa v tomto okamihu zamysliet, na kolko desatinnych miest sa bude najlepsie rieSenie
zhodovat s 7. Padla sdnka?

8Toto je v podstate to, ¢o tak honosne nazjvame princip relativity.
9Ak vasa vaha pluje zrjchlenia spojito, tak si ju naucte to aj rovno zintegrovat.
0Kto by chcel mat toto vysvetlené lepsie, odporticam Petov vzordk z minulej série.

6 otazky@fks.sk
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Podme sa pozrief na bezné rieSenie. ZoZenieme si na internete zapis m ako nekonecného
refazového zlomku, zoberieme rozumny pocet ¢lenov a dostaneme ¢islo i’?g To si rozbijeme na
3+ 11163 Poktisme sme sa to napisat... Cez nieco paralelné. Ked si vS§imneme, Ze 113 L — 7 je

celkom priamociare vymysliet zapojenie:

OO ]g

Obr. 1: schéma zapojenia

No ak chceme nieco lepsie? Nakédime si. Uprimne, schémy presnejsich st nechutné. Ak ma
na to niekto zaludok, poproste Vlejda a Xellosa :).

3.7 A4 — Stvorec (opravoval Mato Ch.)

Vodivy Stvorec na obrazku sa nachadza v magnetickom poli generovanom dlhym vodi¢om, ktorym preteka
prad I. Chceme $tvorec presun(t na miesto vyznacené Srafovanim, uvazujeme nad dvoma spdsobmi.

a) Posunieme ho tam;
b) Preklopime ho tam okolo jednej svojej hrany.

V ktorom pripade sa Stvorec menej zahreje?

Najskor sa zamyslime, ako sa Stvorec zahrieva. Ako ste si vSetci spravne uvedomili, plati Fa-
radayov zakon, ktory vravi, ze napétie naindukované v slucke za maly ¢asovy interval je rovné
zmene indukéného toku sluckou za tento kratky casovy interval. Ak je medzi bodmi vodica
napétie, vznika prad, ktory casom zanikne kvoli stratam pri prechode vodi¢com s odporom. To
sa prejavi prave zahriatim vodic¢a. Cely pohyb si v oboch pripadoch mozeme rozdelit na malé
¢asové intervaly, ktorych stcet bude v oboch pripadoch rovnaky.!! Teda ¢m viac bude dokopy
zmeny toku, tym viac sa Stvorec zahreje.
Po matematicky:

icet zmien tok ly ¢ J interval = A, = Dronec — Ppoc
sucet zmien toku za cely casovy interva At Atz ( k pot)

Vsimnime si na tomto vypocte dve veci:

e Krok, kde sme sumu nahradili rozdielom pociato¢ného a kone¢ného toku. Mohli sme to

spravit preto, lebo pri oboch pohyboch $tvorca sa tok meni vzdy len jednym smerom
(vzdy klesa).

11V zadani to nebolo sice napisané, ale stanovit si nejké ¢asy je rozumné, lebo inak by islo iba o to, ako rjchlo
hybeme stvorcom.

7 otazky@fks.sk
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e 7 vypoctu vyplyva, Ze nezalezi na tom v ktorom c¢asovom intervale ako rychlo zmenime
tok, zalezi len na celkovej zmene toku.

Poslednt vec, ktort si bolo treba uvedomit, je fakt, ze toky Stvorcom si sice na zadiatku
oboch pohybov rovnaké, ale na konci uz rovnaké nie si! V druhom pripade bude na konci tok
¢o do velkosti rovnaky ako v prvom, ale bude mat opa¢né znamienko. Mensia zmena toku je
teda v pripade a.) a v tomto pripade sa Stvorec aj menej zahreje.

Komentar k rieSeniam: Vela z vas sa pokusalo rozdiely tokov v oboch pripadoch spocitat,
kde ste narazili na integraly, ktoré ste nevedeli vypocitat. Z toho plynie poucenie do budiicnosti:
Ked riesim FKS a méam stranu plna integralov, je nacase zamyslief sa nad inym spésobom
riesenia.

8 otazky@fks.sk



