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Vzorové riesenia 2. kola zimnej Casti 2013/2014

2.1 BO - Kolieska (opravovala teta Katka)

Luxusko sa rozhodol postavit pre Katku drvi¢ bananov. Vytlacil si na 3D tladiarni tento mechanizmus
a zaujima ho, akou uhlovou rychlostou sa bude otdcat kazdé z koliesok, ak koliesko K roztdca uhlovou
rychlostou w v kladnom smere.

Kolieska maji dve velkosti. Mensie maji 10 zubov a polomer r, vadsie maja 20 zubov a polomer 2r.
Sa tam aj 2 pésy (Cierne), ktoré na zuboch nepresmykuja.

Na zvladnutie tohto prikladu sa musime vysporiadat so situdciami medzi kolieskami drvica.
Konkrétne s i) otacanim dvoch susedacich koliesok (pomocou zubov); ii) ota¢anim koliesok
pomocou pasu; a i) otac¢anim dvoch koliesok, ktoré st na jednej oske (to su tie, ktoré maju
spolo¢ny stred na obrazku).

Zacnime otacanim dvoch susediacich koliesok: Predstavme si dve kolieska, pricom prvé ma
polomer 7 a druhé r,. Prvym kolieskom to¢ime uhlovou rychlostou w;. Druhé sa roztaca vdaka
kontaktu zubov tychto koliesok, preto je zubova rychlost (zndma pod pojmom obvodovd riyjch-
lost) oboch koliesok rovnaka. Pre obvodovi rychlost v kolieska plati v = wr. Ak teda ddme do
rovnosti obvodové rychlosti koliesok, dostaneme

W1iry = Walg,

kde wsy je uhlova rychlost druhého kolieska. Preto ak pozname polomery oboch koliesok a uhlovii
rychlost prvého, vieme dopocitat uhlovii rychlost druhého. Co sa tyka smeru ot4c¢ania, tak po
chvilke predstavovania si situdcie prideme na to, ze druhé koliesko sa otdc¢a v opa¢nom smere
ako prvé.

Pri otacani koliesok pomocou péasu je situacia velmi podobna. Prvé koliesko roztaca pas,
ktory nasledne roztaca druhé koliesko. Preto je zubovéa rychlost prvého kolieska a pasu rovnaka.
Taktiez je rovnaka aj zubovéa rychlost druhého kolieska a pasu. To ale znamena, Ze opif s
zubové rychlosti (obvodové rychlosti) pre obe kolieska totozné. Co vedie op#t k rovnici pre
obvodové rychlosti koliesok

WiTry = Wary,

V pripade, Ze pas nie je prekrizeny, tak otaca obe kolieska v rovnakom smere. Ak je v strede
prekrizeny, tak sa meni smer otacania pasu, a preto sa druhé koliesko otaca v opacnom smere
ako prvé.

Zostéava sa zamysliet nad otac¢anim koliesok na jednej oske. Tieto kolieska sa otacaju spo-
lo¢ne, preto sa za dany ¢as oto¢ia o rovnaky uhol. Co znamené, Ze maji rovnaki uhlovi rychlost
a samozrejme aj smer otacania.
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Rozobrali sme si vSetky interakcie medzi kolieskami, ktoré sa vyskytuju v drvi¢i bananov.
Skiisme sa na to teraz pozriet konkrétnejsie. Ak pomocou zubov alebo pasu otd¢ame kolieska
rovnakého polomeru, tak podla odvodeného vztahu plati rovnost uhlovych rychlosti. V pripade,
ze otacame koliesko s polomerom r a druhé koliesko mé polomer 27, tak z nasej rovnice vyplyva,
mensieho by bola dvojnasobnd.! Teraz uz moézeme priamo vypodcitat uhlové rychlosti jednot-
livych koliesok v drvici. Zacneme od kolieska K a budeme postupovat po kolieskach v smere
otacania hodinovych ruciciek. Podla zadania Luxusko otac¢a kolieskom K uhlovou rychlostou
w v kladnom smere. Druhé koliesko mé poloviény polomer, a teda je otacané rychlostou 2w
v zadpornom smere. Tretie koliesko mé opit poloviény polomer oproti druhému, ktoré ho otaca,
preto jeho uhlova rychlost je 4w v kladnom smere. Podobne uhlové rychlost Stvrtého je 8w
v zapornom smere. Piate koliesko ma rovnaky polomer ako stvrté, ktoré ho roztaca, preto jeho
rychlost je 8w v kladnom smere. Rovnakymi tivahami ukdZeme, Ze uhlova rychlost Siesteho
kolieska je 4w v zapornom smere, siedmeho je 4w v zadpornom smere, 6smeho je 8w v kladnom
smere a deviateho je 16w v zapornom smere. Tu vSak nastava problém, lebo koliesko K roztaca
priamo deviate koliesko a to rychlostou 2w v zdpornom smere. Preto takto zostrojend stustava
koliesok sa nebude tocit, ale bude sa zadrhéavat.

2.2 B1 - , Kopec so stromcekmi bez oblohy, poprosim.” (opravoval Helboj, vzorak Vlejd)

Squiddie si chcel nafotit svoj oblibeny kopec. Tak vyliezol na naprotivny vrch a detailne si ho nacvakal.
Potom dal programu Adobre FotoShrot vSetky fotky a on to zlozil. A tu sa Squiddie plesol po Cele - zabudol
nafotit oblohu!

Nevadi. Aj tak by toto dielo rad zavesil na stenu a chce kladivom udriet po hlavicke, teda pribit obrazok
vytladeny na pevny papier o stenu priamo v jeho tazisku. No nie a nie ndjst tazisko. Najdete ho vy zanho
pomocou pravitka a bez pouzitia graviticie, kym si on vylie¢i nervy NesKvikom?

Mame zistit tazisko bez experimentu, len pouzitim pravitka. To vyzerd, Ze manudlnej praci sa
nevyhneme :-(. Nanestastie to je pravda, takZe len s radostou do toho!

Spomenme si, ¢o vieme o tazisku. Ak mame dva objekty s danou polohou, hmotnostou a
taziskami, tak vieme najst ich spolo¢né tazisko, teda tazisko objektu, ktory sa z tychto dvoch
sklada. To spravime tak, Ze si ich faziskd spojime. Dostaneme tusecku, ktort vieme rozdelit
bodom X v obratenom pomere hmotnosti danych objektov. Prave bod X bude faziskom. Tato
metéda je sice spravna, ale je dost pracna a nakolko musime rysovat, tak aj trochu nepresna.
Jej vyhoda je ale v tom, Ze ak by sme to dohnali do extrémov, tak nemusime ni¢ merat, lebo
nasobit a rozdelovat tsecky v nejakom pomere vieme aj geometricky.

Je este jedno dost zaujimavé geometrické rieSenie, ktoré je ale ovela pracnejsie, ale je velmi
pekné, ak sa spravi poriadne. Jeho myslienka je nasledovna. Mame nejaky obrazok. Ked ho
rozdelime na dve rozne casti (ktoré sa nebudd prekryvaf) ku ktorym budeme vediet najst
tazisko, tak tazisko vysledku bude na tejto ¢iare. Oznac¢me ju p. Ak si ale zvolime iné rozdelenie
a zistime taziskd novych casti, tak fazisko celku musi byt aj na tejto ¢iare. Oznacme ju ¢q. Ak sme
mali aspon trochu $tastie, a tieto ¢iary nebudu zhodné, tak tazisko musi byt na ich prieseéniku.
Problém tu je, Ze je to neskutocne vela prace, lebo Tahko vieme najst fazisko len obdlznikov.
Museli by sme to teda rozne skladat a vzdy si davat na vela veci pozor. M4 to ale svoje caro.

'Mbzeme si véimntt, Ze tento vysledok je velmi intuitivny.
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Podme teraz na numeriku. Ako celkom dobry ndpad sa zdé rozdelit si obrédzok na nejaké
pekné ¢asti, napriklad obdlzniky. Preco je to fajn? Obdlznik vieme lahko zmeraf. Dve strany a
sme hotovi. Tiez vieme, kde presne ma taky odblznik tazisko. No a to je vSetko, ¢o potrebujeme.
Tiez vieme, ako ratat tazisko ststavy nejakych hmotnych bodov, ak pozname ich hmotnost a
ich stiradnice. Nahradime teda taziska jednotlivych obdiZnikov hmotnymi bodmi s prislusnymi
hmotnostami a dosadime do sumy:

Z (poloha B)(hmotnost B)
? o vSetky body B
B celkovd hmotnost

Chceme véazeny priemer vektorovych poloh tazisk.

Rozdelime si teda obrazok na obdlZniky, pomeriame a dosadime. Este taky detail. Hmotnost
moZzeme svojvolne zamietiaf s plochami obdlZnikov. V skutoénosti by sme to len museli vietko aj
v Citateli aj menovateli vynasobif hustotou, ¢o by sa aj tak vykratilo (nakolko je to homogénne).
Podobne nemé zmysel trapif sa nejakymi jednotkami, lebo rozmery obrazka zavisia od toho,
ako ho vytla¢ime alebo zobrazime na poéitaci. Staéi nam zachovat pomery dlzok.

’ vyska \ Sirka \ hmotnost \ poloha taziska ‘

5 4 20 (2; 2.5)
6 4 24 (6; 3)
8 2 16 (9; 4)
12 1 12 (10.5; 6.5)
14 7 98 (14.5; 7.5)
12 7 84 (21.5; 6.5)
9 2 18 (26; 4.5)
4 2 8 (28; 2)

Ked to celé ddme do nasho vzoréeka, dostaneme vyslednt polohu faziska (15.62; 5.52).

2.3 B2 - Hrejivy salik (opravoval Jakub)

Vlejd si Strikuje $alik na zimu. Aby dobre hrial, tak bude z odporového drdtu a vodic¢ov. Z ¢asopisu O'Salsa
zistil vzor pre najbliz8§iu médnu sezénu: uhloprie¢ky Stvorcov. Lala, aké si sli¢né:

Vlejd ale nie je Ziaden amatérsky Strikatér a chce ho upliest nekonecne dlhy. Aky bude mat jeho Salik
odpor medzi bodmi A a B? Vlejd pouzil na uhlopriecky (sivé) dokonale vodivy drot a na okraj $alu (Cierny)
odporovy drot taky, Ze jedna strana pomyselného Stvorca ma odpor R a vodice st vodivo spojené len
v hrubo vyznacenych miestach.

Zacnime tym, ze si kazdy odporovy drot predstavim ako rezistor s odporom R. Vsetky body
na Saliku, ktoré st vodivym drotom spojené s bodom A, nazvem body A a vsetky body vodivo
spojené s bodom B nazvem B. Potom Vlejdov 8alik bude vyzerat nasledovne:
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Obr. 1: Vlejdov sélik

A tu si mdzeme vSimnit, Ze niektoré body sa nam daji vymenif. Podme teda ten Salik
postupne otacat tak, aby sme hore dostali iba A body a dole iba B body. Ked si tento $alik

pootac¢ame, bude vyzerat takto
SN
%%
& ) )

B B B

Obr. 2: Salik po rozmotani

Co s tym teraz? Vieme, ze vietky body A a vsetky body B st pospajané vodivym drotom,
ktory (kedZe nema odpor) mézem skréatit na nulovi dlzku a ni¢ sa mi nezmeni. Tym dostanem
nekonecne vela paralelne zapojenych rezistorov s odporom R. A aky je potom vysledny odpor
medzi bodmi A a B? To mozeme poratat dvomi sposobmi:

é © 1] 12 ©
A 1 A A
]% © 12 124 ©

Obr. 3: Nekoneéne vela paralelne zapojenych rezistorov

Mozeme to zratat matematicky, ¢o znamenad, ze vysledny odpor si vyjadrim ako prevratent
hodnotu stctu prevratenych hodnét vsetkych odporov R

Co mozme zapisaf aj takto:
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Alebo to moézeme vypocitat ovela krajsie (¢itaj ,fyzikdlnym trikom*). A to tak, Ze si povieme,
ze ked uz je tych rezistorov nekonecne vela, tak ich vysledny odpor bude rovnaky aj ked k nim
priddm este jeden. To bude vyzerat asi takto

A
[} 1o}
i i
(o2 10}
B

Obr. 4: Po pridani dalsieho rezistora

A potom pre vysledny odpor bude platit

RRy

Ry = —
VT R+ Ry

z ¢oho dostaneme (po trividlnej aprave) R + Ry = R resp. Ry = 0. Vlejdov $alik bude mat
teda nulovy odpor, ¢o je prefiho velmi dobré, pretoZe potom po zapojeni na napitie U bude
2

U
produkovat Joulovo teplo Q) = Et a jeho salik tak bude nekonecne teply.

2.4 B3/A1 - Objavte teplii vodu! (opravoval Kubo)

Kubo by sa rad stal agentom s teplou vodou. A aby ste boli dobrym agentom, treba mat dobré znamky zo
skasok. NajblizSie ma skisku zo slamkometrie: mate barel s teplou vodou a so studenou vodou. A slamku.
Vodu nemdzete pit a ani vase teplotné senzory v kozi nemézu ucitit jej prenesené teplo, lebo firma, kde
agenti pracuju, garantuje nedotknutost a neprecitenost jej teplej vody.

Kubo zistil, Ze ma nie€o s vyfukom a na skasku ist neméze a chce poslat vds. Nacvicte si tato skisku
v pohodli svojho domova.

Zoberte si teda dve nadoby s vodou, jednu s horicou, druhl so studenou vodou. Vymyslite, ako ich
meranim rozoznat za pomoci slamky a odmerného valca. Vysvetlite, preCo tato metdéda funguje. Meranie
zrealizujte a zdokumentujte svoje vysledky. Jedine tak Kubo zisti, ¢i sa na vds méze spolahn(t!

Este predtym, nez sa zaCneme hrajkat s vodou, bolo by dobré si riadne definovat a objasnit
niektoré skutoc¢nosti, ktoré vyplyvaja zo zadania.

Ked sa sprchujeme vodou, ktora mé izbova? teplotu 7}, tak by sme povedali, Ze nie je
ani tepla, ani studené, pretoze nase receptory vnimajice teplo st najviac navyknuté prave na
takito teplotu. Preto studenou vodou budeme nazyvat vodu s teplotou T < T; a teplou tak,
ktora naopak bude mat teplotu 7; > T;.

Povedzme si teraz nieco o obmedzeniach, ktoré nam zadanie kladie:

(i) K dispozicii mame len dve naddoby (s vodami teplot T a T}), slamku a odmerny valec.
Je samozrejmost, Ze nadm zadanie dovoluje pouzivat také bandlne pomdcky ako stol, nit,

2 Ak nebyvate v chladnicke alebo v saune, tak hodnota T; by mala byt priblizne ~ 20° C
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lepiaca péaska, nadoba s ryskami pre uréovanie objemu, atd. Co ale uréite zakazuje, je
pouzivat zariadenia, ktoré nam odhalia hodnoty fyzikdlnych veli¢in, ktoré by sme si inak
mohli akurét tak vycucat z prsta (mam tym na mysli vahy, barometre, urychlovace, atd.).

(ii) Firma, kde Kubo pracuje, garantuje nedotknutost vody, takze vodu by sme urcite nemali
na seba liat (a ani na iné veci, ktoré jej ukradnt teplo).

Vybaveni potrebnymi informaciami mézme zacatf rozmyslat, ako bezbolestne rozlisit tepla a
student vodu iba s pomocou slamky a prazdnej naddoby navyse. Najskor uvediem postupy,
ktoré sice funguju, ale nie st ni¢im originalne: Napriklad pozorovat kondenzéciu na okraji
nadoby, v ktorej sa nachadza tepla voda. Nuda. Alebo si uvedomit, Ze tepld voda sa odparuje
znacne rychlejsie, ako studend, preto by sme po dlhSom ¢ase mohli pozorovat objemovy rozdiel
medzi jednotlivymi nddobami. Nuda na druhnu.

Podme vymyslief nieco zaujimavejsie. Vody v nddobéch sa ligia okrem teploty aj v inych
vlastnostiach, ktoré si zavislé prave na teplote. Najviac by som vypichol hustotu a povrchové
napétie.

Experiment vyuzivajici zmenu hustoty

Vdaka teplotnej roztaznosti sa ndm hustota vody meni s teplotou podla:

_m _ m _ Mo
Vo Vo(1+BAT) 1+ BAT

p

Tohto faktu pekne vyuzil Matej Badin, ktory si zostavil taktto T-slamku:

Obr. 5: T-slamka

Ked vytvorime podtlak potiahnutim vzduchu (napr. Gstami) na hornom konci, pricom dolné
konce slamiek budii ponorené v nadobéch s vodami, v§sky vodnjch stipcov, ktoré sa vytvoria
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v jednotlivych ramenach T-slamky budi rozne. A to vSetko vdaka rovnakému hydrostatickému
tlaku, ktory vytvaraju tepla a studena voda na oboch stranach:

hip1g = hapag

Voda, ktora vytvorila vyssi stipec musi byt prirodzene teplé, pretoZe ma niz§iu hustotu.

Experiment vyuzivajici zmenu povrchového napitia

O zmene povrchového napétia v zavislosti od teploty hovori Edtvisova rovnica, ktora tvrdi,
Ze so vzrastajucou teplotou povrchové napitie klesa. To sa d& prakticky vyuzit napriklad tak,
ze kvapneme na stol pomocou slamky jednu kvapku teplej a jednu studenej vody. Vzniknuté

.....

Experiment vyuzZivajici zmenu parametrov vzduchu

Najoriginalnejsie a asi aj ¢casovo najnenarocnejsie rieSenie je ponorenie slamky do nadoby s vo-
dou s upchatym vrchnym koncom. Totiz, medzi vzduchom uzavretym v slamke (zhora prstom,
zdola vodou) a samotnou vodou prebieha tepelnd vymena (aj cez povrch slamky). T4 sa v pri-
pade pritomnosti teplej vody (¢ize Tioaa > Tozdauen) Prejavi ohriatim vzduchu v slamke, ¢o zvysi
vody dole. Toto prakticky znamena bublinky! Tento jav krasne zachytila Barbora Kovacova
na videu ktoré sa da najst na http://youtu.be/QsUxoBOfvYO.

Pri studenej vode tento jav, prirodzene, nenastane. Prave naopak, teplo vzduchu uzavretého
v slamke si ukradne okolita vodal

V tomto experimente nebolo treba robif Ziadne ¢iselné merania, po ktorych by sme boli
povinni poratat aj priemerné hodnoty, chyby merania a iné Statistické havede. Stacilo iba
volnym okom rozlisit zna¢né zmeny, ktoré nastali pocas vykonavania jedného z experimentov.

Poznamky k doSlym rieseniam

V texte vySSie som spominal, Ze netreba pocitat priemery a chyby merania, ak sme nemerali
¢iselné hodnoty. To znamend, Ze ak ste vo svojom rieSeni nejaké namerané hodnoty realne
pouzili, vyzadoval som k nim aj vSetko ostatné, ¢o k tomu nélezite patri. Preto som strhaval
body, ak som videl pouzité namerané hodnoty, ale ziadne dodato¢né tpravy.

Presne 1 bod som strhaval za chybajicu fotodokumentéciu u riesitelov posielajucich elek-
tronicky. K experimentu také veci proste treba.

Dalsie body som strhaval za to, ak ste si neuvedomili, Ze vo svojom postupe nemdite po-
uzivat nestandardné pomocky alebo ste nedostatocne fyzikdlne popisali priebeh a désledky
samotného experimentu.

To by malo byt na dneSok vSetko. Lovu zdar! :-)

2.5 B4/A2 — Fakt kual sastavy (opravoval Jimi)

Jimi si otvoril obchod so siistavami. Nervova, traviaca, rozmnozovacia, pohybova, periodicka, dvojkova,
slnecnd, distribu¢nd, repro, menova, pozi¢na...Prive teraz by potreboval spustit reklamnd kampan na
nové mechanické sistavy s trecimi koeficientami a sklonmi a zavaziami. A kedZe vSetkych dnes zaujima len
akceleracia, s akym zrychlenim zrychluje my v tejto sistave?
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Akceleraciu, alebo aj zrychlenie ststavy, je mozné vypocitat ako podiel celkovej sily posobiacej
na ststavu a hmotnosti ststavy (celkova sila je sti¢et vSetkych sil). Hmotnost sustavy poznam,
je my1 + mo, takze potrebujem najst uz len silu.

Na obe zévazia mi posobi gravitacna sila, na kazdé ako F,, a Fj,. Tato silu mézem krasne
rozlozif na dve zlozky: rovnobeznt s prislusnou naklonenou rovinou (F; a F}) a kolmu na tito
rovinu (F,, a F,,).

nl n2

Obr. 6: Stistava

Tieto sily si viem vyjadrif ako

Fy =mygsinay E,, = migcosa

Fy = mogsin as E,, = magcosay

MobzZeme si vS§imnuat, Ze normdlové sily F,, a F),, nemaju ziaden vplyv na akceleraciu su-
stavy kedZe s kompenzované reakénou silou podlozky, ale vdaka nim vznikaju trecie sily a
s velkostami Fy, = fimigcosay a Fy, = famag cos as.

Ok, to by boli vSetky relevantné sily. Teraz uz len zistif akym smerom posobia. Predpokla-
dajme, Ze zavazie bude akcelerovat smerom dolava. Tym padom ho urychluje sila F7 a spomaluje
sila Fy. Trecie sily vzdy pdsobia v smere proti pohybu, preto buda tiez spomalovat zavazie.

Vysledna sila na sustavu teda bude:

F=F —F— F — Fis = mygsina; — magsinas — fimqgcosa; — famag cos am
Tato silu potrebujeme vydelit hmotnostou ststavy a dostanem zrychlenie

my sin g — Mo sin g — f1my cos g — famsg COS g

a=g (1)

my1 + Mo

A ak bude akcelerovat doprava? Vtedy bude sila F; spomalovat, Fy zrychlovat a trecie sily
znova spomalovat (lebo pdsobia proti smeru pohybu). Preto vysledna sila bude

F = maygsinas — mygsina; — fimigcosay — fameog cos as

a zrychlenie

Mg Sin aip — My sin ap — f1mq cos g — famg COS g 2)
a=gqg
mi + mo

Na tomto mieste treba upozornit Ze vzorec 1 nie je identicky s 2. Ak do nich dosadime tie
isté hodnoty, dostanem rozne vysledky (nielen v znamienku). To nastava preto, ze sa otaca
smer trecich sil v zavislosti od finadlneho zrychlenia.
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Nasa stistava moze zrychlovat doprava a dolava. Pozornému ¢itatelovi by v8ak nemalo ujst
Ze moZe robit aj nieco iné — staf. Vtedy plati jednoduché a = 0.

2.6 A3 — Luxusny sendvi¢ (opravoval Pato)

Pekelny robot Hellboy si zoberie akykolvek letak, aky mu pred intrdkmi stréia do rik. A teraz dostal letak
pre zmenu od Krute Fritovanych Siaciastok na luxusny sendvi¢ plneny a) kovom, b) dielektrikom s relativnou
permitivitou €,. Napli je hrubd d/4, rovnobeznd s platiami a je vzdialend d/4, resp. d/2 od platni. Poradte
mu vypoctom kapacit oboch luxusnych sendvicov, ktory je luxusnejsi, teda ktory ma vacsiu kapacitu, ak
kapacita neluxusného prazdneho kondenzatora je C.

V minulej sérii sme si vysvetlili, Ze kazda vodiv dosku si vieme rozdelif na 2 tenké dosticky
spojené vodicom — to preto, lebo povrch nejakého vodivého materidlu ma vsade rovnaky poten-
cial. Ak to urobime pre luxusny sendvi¢ plneny kovom, dostaneme vlastne dva sériovo radené
doskové kondenzétory, ktorych dosky st od seba vzdialené d/2 a d/4.

Pre kapacitu neluxusného kondenzéatora pozndme vztah

S

C =¢gy—,

“d

kde €y je permitivita vakua, kedZe neluxusny sendvi¢ je plneny ni¢im. Z tGmernosti na 1/d

vidime, ze kondenzatory luxusného sendvica maja kapacity C7; = 2C a Cy = 4C. Vyslednu
kapacitu zistime sc¢itanim sériovych kapacit

Ako to bude so sendvic¢om s dielektrikom? Dielektrikum je taky vitaz, Ze vplyvom elektric-
kého pola sa polarizuje, ¢im vytvara vlastné elektrické pole v opa¢nom smere. Celkom neluxusné.

Pomozeme si ale velmi elegantne — mocnym nastrojom, ktory sa vold Gaussov zédkon. V jeho
najvseobecnejsej podobe (tj. pre dielektrické prostredia) vyzera takto:

/D~d5=@v,

Teda hovori ndm, Ze po integral elektrickej indukcie (¢o je stéin permitivity a elektrickej in-
tenzity) cez nejaki plochu (v nasom pripade to bude kocka so stranami a) je rovny volnému
naboju, ktory plocha uzatvara.

Obr. 7: Gaussov zakon na rozhrani
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Ak sa pozrieme na rozhranie vikuum — dielektricka naplii, bude cez plochu a? vtekat vektor
Dy = eoF a vytekat vektor Dy = e,60F. Vysledny integral bude kvoli symetrii problému
jednoduché nasobenie:

/D -dS = (Dl — DQ)G/Q,

Aky je ale volny néaboj vo vnutri pomyselnej kocky? Predsa ziadny! Vnutri sa nachadza iba
naboj, ktory sa vytvoril spolarizovanim dielektrika na jeho povrchu. Takyto naboj sa nazyva
viazany a do Gaussovho zdkona neprispieva. Plati teda velkd pravda: na rozhrani dvoch nevo-
divych prostredi sa vektor elektrickej indukcie zachovava.

Pre nas to znamenad D; = D,, alebo inak napisané, elektrickd intenzita v dielektriku je
e,-krat mensia ako vo vakuu, z ¢oho mame velka radost. Dovod uvidite neskor.

Teraz si popisSme vyrobu luxusného sendvica v KFS. Najskor zoberieme sendvi¢ neluxusny a
zapojime ho na napitie U. Intenzita pola v iom je konstantna a rovnd E = U/d. Zdroj napétia
nésledne odpojime, ¢im zaruéime, Ze naboj na platniach (a z Gaussovho zakona) elektricka
intenzita vo vakuu zostane rovnaka. Potom vlozime dovnutra dielektrikum, ¢im sa nam zmeni
napétie na hodnotu

E 1 1
U*:EC_Z+_£Z+EQZZ%T_+ECZZ?’€T_+
€

U
454 T2 4e, 4e,

Kapacita kondenzatou je z definicie rovna pomeru @)/U. Kedze ndboj sa ndm pri prechode od
neluxusného k luxusnému sendvicu nemenil, kapacita sa musela zmenit o prevratent hodnotu
¢udného zlomku pred napéatim v poslednom vzorci, teda

4e,

Coia = 7——C,
diel e, +1

Iba podoktnime, Ze k rovnakému vysledku by sme sa dopocitali, ak by sme luxusny sendvic¢
rozdelili na 3 mensie: 2 by boli plnené vakuom a treti dielektrikom.

Nakoniec musime uz iba vybrat sendvi¢ s vic¢Sou kapacitou. Pre vSetky zndme materidly
plati g, > 1. Luxusnejsi sendvic¢ z Krute Fritovanych Suciastok je teda ten s kovovou néaplnou.
Dielektrikum by muselo byt nekoneéne polarizovatelné (e, = oo), aby mal sendvi¢ s nim rovnaku
kapacitu. Holt, ale takému dielektriku hovorime kov.? :-)

2.7 A4 — Hratky s toroidmi (opravoval Miso)

Kamilu uZ omrzelo podivat o vesmire stéle tie isté fakty. Chcela vediet viac. Chcela VIDIET viac! Tak si
teda socla Syslovu raketu (od Mata, ktory ju pouzival naposledy) a vybrala sa objavovat vesmir na vlastn(
past!

Len ¢o preprogramovala raketu na nepravdepodobnostny pohon, svetelné roky sa zacali mihat ako
protény v CERNe. V takej rychlosti sa ale blbo pozoruje okolie. Nuz pribrzdila a s GZasom zistila, Ze je
obklopena obrovskymi kozmickymi toroidmi! Dieta v jej srdci zajasalo a uz mierila po osi jedného z nich
rovno cez jeho stred. Potom si spomenula, Ze je tam za vedeckymi (Celmi, a tak zapla lodny pocitaé. Ten
jej povedal, Ze je vo vzdialenosti d od stredu homogénneho toroidu s hustotou p,,, s polomerom diery r a
celkovym polomerom 3r. Zistil aj intenzitu gravitaéného pola v onom mieste, a to E.

3Myslime tym to, Ze vo svojom vnitri dokaze dielektrikum polarizéciou vynulovat fubovolne velké elektrické
pole. Nulovost pola je ale vlasnost kovov. V skuto¢nosti je permitivita kovov nejaké divoké komplexné éislo. . .
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Ked sa vynorila, jej zmysly nahle updatal dalsi toroid. Vyzeral akosi étericky. Nuz nazbierala odvahu a
pod ho priamo cezefi. Vtom v8ak lodny poéita zadal v panike vypisovat, Ze tento toroid je 2-krat vacsi a
rovnomerne objemovo vyplneny elektrickym nibojom! Polomer diery 2r, celkovy polomer 6r, vzdialenost
od stredu 2d, objemova hustota naboja p., intenzita elektrického po... Zhasol... Kamila skisenym in-
formatickym okom usidila, ze elektrické pole lodnému pocitacu neprospieva. Rada by teraz vedela, aké to
elektrické pole vlastne bolo, nech si v manudli mézZe preditat, &i je poskodenie lode trvalé. KedZe sa v3ak
zapredala informatike, musite jej s fyzikou pomoct vy.

Zacneme tym, Ze si povieme, ¢o plati pre intenzity gravitacného G a elektrického pola E od
hmotného bodu a bodového naboja vo vzdialenosti x:

kde M je hmotnost bodového néboja a @ je velkost bodového néboja.

Pozor, znac¢ime inak ako zadanie, lebo sme samopasni a indexov bude vo vzoraku habade;j.

Pokrac¢ujme teraz nasledovnou tivahou: Predstavme si kvadrik s objemom AV = AaAbAc,
kde tri cleny na pravej strane predstavuju jej rozmery. Ttento kvadrik si predstavime tak maly,
ze ho modzeme povazovat za bodovy ndboj. A ako posledny krok myslienkového pochodu si
predstavime toroid, ktory je cely vyskladany z takychto malilinkych kvadrikov. No a kedze
kazdy kvadrik mé nejaky prispevok k celkovému polu, celkové pole vieme vyjadrit ako sucet
tychto prispevkov. Teda tlohou je zapisat, akd bude intenzita gravitacného pola v bode, kde
sa nachadza Kamila, od kazdého kvadriku, ktory sa v toroide nachadza:

G- Z /ipzzAV v, Z AaiisiACi

(2 (2

kde x; je vzdialenost i-teho kvadriku Kamily a hmotnost kazdého kvadriku sme prepisali ako
sucin hustoty a jeho objemu vyjadreny pomocou rozmerov kvadriku.

Analogicky si vieme zapisat intenzitu elektrického pola.

Elektricky toroid si teraz opit rozsekdme na zanedbatelné kvadriky, ale nie také hocijaké.
Bude to rovnaké rozsekanie na rovnaky pocet kvadrikov ako pre gravita¢ny toroid. To znamena,
ze to bude vyzerat rovnako, ako keby sme kazdému kvadriku z rozsekaného gravitacného toroidu

.....

zanedbatelne malé, a teda pre ne znovu plati, Ze celkova intenzita je rovnd tejto sume.

E =
4re

Pe Z Ad AV AL

12
L

Tak. Mame to.

Po tomto rozsekani dostavame kvadriky, ktorych hrany st dva razy vicsie ako v pripade
gravitacného toroidu. Teda Aa; = 2Aa;, A, = 2Ab;, Ac; = 2Ac¢;. A kazdy kvadrik je dvakrat
vzdialenejsi od Kamily ako jeho kamarat s poloviécnymi hranami z gravitacného toroidu, teda
r, = 2x;.
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Dosadme tieto vysledky do E:

Pe Z Ad AV A &Z 2Aa;2Ab2A¢;  pe 22 Aa; Ab;Ac;
2

E= = —
x? 4rre (21;)? 4re 2

" 47e

i

Teraz si sta¢i uvedomit, Ze tito sumu mame v obdivoch vyrazoch a jej hodnota je rovnaka.
ného, ¢ize ked vytiahneme multiplikativny faktor 2 z kazdého vyrazu, ostane presne povodna
suma. Neplati to vo vSeobecnosti tak jednoducho - keby sme pouzili r6zne sekania, vobec by to
nebolo také ocividné.)

Teda sta¢i navzajom predelif obe rovnice a dostaneme vysledok.

E—2G— P
ATER P

Tak, a mame to. Juch!
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