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Vzorové riesenia 3. kola zimnej ¢asti 2013/2014

3.1 BO — Hojdacka (opravovala Katka, vzorak Helboj)

Preco sa dokaZeme rozhojdat na zavesnej hojdacke? Naco je dobré pohybovat nohami?

Na uspesné hipanie je treba musime docielit zmenu polohy néasho taziska. To nie ale tak jed-
noduché. Predstavme si zjednoduSeny pripad, ked nohy maji rovnaki hmotnost ako zbytok
tela. Ak pohneme nohami do jednej strany, rovnakou rychlostou sa nase telo pohne do strany
opacnej, pretoze sustava si musi zachovavat hybnost. Takze fazisko stustavy ostéava nevychylené,
no vychyli sa retaz. Ak budeme nohy opakovane vystierat pred seba a zasa kréit, bude sa nam
zaves hybat dopredu a dozadu no my sa prili§ nezhipneme.

Na vychylenie faZziska budeme musiet silou posobit na zévesy hojdacky, ktoré pdsobia na
hojdacku a té posobi na zem. A teda ak chceme, aby hybnost celej ststavy zostala nulové, tak
musime ziskat nejakt hybnost voéi zemi, a teda sa poloha nésho faziska voci zemi musi zmenit.

Teraz, ked sme uz dostali tazisko z rovnovaznej polohy, chceme sa hojdaf stile vyssie a
vySSie, to znamenad, Ze chceme zvySovat svoju mechanicki energiu.

Smer, ktorym tah4 lano

Pohyb hlavy
Moment sily

posobiaci na telo Vysledy pohyb taZiska

Pohyb nél\_/

Obr. 1: Otacanie tela pri pohybe vpred

Retaz tahd za bod zavesu, ktory je za beznych okolnosti vzdy vysSie ako naSe tazisko.
Pozrime sa na obrazok. Ked zaklonime hlavu a vystrieme nohy, buda sa hybat proti smeru
hodinovych ruciciek. To spdsobi (zo zédkonu zachovania momentu hybnosti), Ze zbytok nasho
tela sa oto¢i v rovnakom smere. Vysledok je, Ze tla¢ime rukami na refaz, ktord sa v danom
mieste ohne. Z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze tazisko sa musi priblizit k bodu zéavesu.
Nésledkom toho ziskame potencidlnu energiu, ktora sa zmeni na kinetickii pri zhipavani sa
nadol. Ked ddjdeme do najnizsSieho bodu, budeme sa hybat rychlejsie, ako keby sme sa na
hojdacke nepohli.

Seminar podporuji:
EledR iuVenta

v




°
FKﬁ Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

Na opacnej strane spravime presny opak. Hlavu predklonime a nohy skréime, ¢im sa nam
telo otoci do opacnej strany, a znovu rovnakym sposobom ziskame potencialnu energiu. Tymto
sposobom si mozme pri kazdom kmite navySovat energiu, a teda sa rozhojdavat.

3.2 B1 - Ako nevisia retaze (opravoval Mato)

Vlejd si chce vytvarovat svoj inicidl z homogénnej retaze. Tak chytil oba konce retaze a dal ich do rovnakej
vysky. No ona nie a nie sa vytvarovat do V-cka! Vysvetlite mu, preco sa mu to nepodari!

Nakolko nés Vlejdove problémy velmi zaujimaji a sme empaticki Iudia, neotalajme a pustme
sa do toho. Budeme predpokladat, Ze lano je v staciondrnom stave, teda ziadna jeho cast
nezrychluje.

Lano si rozsekdme (myslene) na malé kusky. Najvicsia hmotnost visi na ktskoch lana, ktoré
drzi Vlejd, preto budu aj napinané najviacsou silou. Naopak najmensou silou buda napinané
kusky lana na spodku.

Obr. 2: Popis retaze

Ak zavedieme sturadnicu h vo vertikdlnom smere podla obréazka a hmotnost lana oznacime
M, hmotnost ¢asti lana, ktora napina kusky vo vyske h je:

h
lcosa

m(h) = M

h/l vyjadruje, aka ¢ast lana je v danej vyske. Suradnica h ale naviac nejde v smere lana, preto
ten cos a.

V kazdom kiuisku lana musi byt prislusna tiazova sila kompenzovana silou tahovou, inak by
sa lano rozpadlo. Pre tahovt silu teda dostavame

T(h) Mgh

2lcosa’
kde pribudla polovica, pretoze tiaz lana sa rozklad4 medzi dva kusky, ktoré ju drzia.

Pozrime sa vak na hociktory ktsok lana s dizkou Ah niekde v strede lana. Podla predoglej
rovnice by mal byt tento kiisok zhora napinany vic¢sou silou ako zdola. Kedze ale lano visi
v tvare vécka, ktoré zviera stale rovnaky uhol s osou h,! znamen4 to, Ze aj sticet sil posobiacich
nafi vo vodorovnom smere je nenulovy. Tento (lubovolny) kisok lana by preto mal zrychlovaf,
¢o je v spore s jeho statickym stavom. Preto lano nemoze nikdy visief v popisanom tvare.

'Rozmyslite si, Ze toto v tvare, v ktorom lano naozaj visi, nie je splnené, preto je istd nadej, ze tak naozaj
visiet moze.

2 otazky@fks.sk
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Bodovanie Vela z vas dostalo 2 body za to, Ze jednoducho skonstatovali, Ze intuitivne by
sa zdalo, ze tvar U m4 nizSie fazisko ako tvar V. Intuicia ndm ale, bohuzial, nestac¢i a bolo
potrebné svoje vahy podlozit aj fyzikalne.

3.3 B2 - VInita panorama (opravoval Vlejd)

Kajka zapojila svoje umelecké citenie a rozhodla sa, Ze si podla Squiddieho vzoru nafoti svoj kopéek.
AdobrePhotoShrot zadradoval a vyplul takyto obrazok:

Aj Kaja si svoj obrazok vytladila, vystrihla presne podla PhotoShrotovho orezania a chce si ho zavesit
jednym klincom priamo v tazisku. Kde ale to taZisko tento obrazok ma? Namerajte len za pomoci pravitka.
Viete to odmerat presne? Namerali ste to presne? Ak nie, o kolko ste sa pomylili? Ak ste to nenamerali
presne, ako zlepSit presnost vasho merania?

Tak, a znovu sa vidime :-D. Opiaf mame ulohu s taziskom. Skor, ako sa pustime do riesenia,
si ale dokladne a s porozumenim precitajme zadanie. Mame ndajst fazisko nejakého utvaru
len pomocou pravitka. To znamena navrhnit postup, ktory by mohol realizovat ktokolvek,
kdekolvek a kedykolvek (ba dokonca s akymkolvek obrazkom) a stac¢ilo by mu na to len pravitko
(a moZno nie¢o na zapisovanie, alebo ratanie). Tiez by bolo pekné chciet, aby sme pre rovnaky
obrazok dostali rovnaky vysledok.

Spomenme si teraz na predchddzajicu sériu — zrazu sa zd4, Ze vieme, ¢o robif. Problém
je, Ze teraz nas obrazok nevieme pekne, a hlavne presne rozdelit na jednoduchs$ie tatvary, pre
ktoré uz taziskd najst vieme. Budeme sa teda musiet zmierit s tym, Ze k presnému rieSeniu sa
nedostaneme.

Ako schodnd cesta sa javi krivé ¢lary rozumne pozarovnavat do pravohulej lomenej ¢iary.
Pre takto upraveny obrazok vieme polohu faziska vypodcitat sposobom, ktory uz pozname.?
Snad len dopliime, Ze tazisko trojuholnika je geometricky prieseénik jeho taznic, respektive
suradnice jeho taziska st priemernymi stiradnicami jeho vrcholov. Pekné, no takéto rieSenie je
hodné 6smich bodov. Preco?

Problém robi odhad nepresnosti tohto postupu. Jediné, ¢o moézeme urobit, je tipnaf si, ze
je mala. Hodnoverne to dolozif ale nevieme. Potrebovali by sme odhadntt plochu zanedbanych
Casti, ¢o nevieme rozumne urcit.

Inak povedané, ak by rovnako postupoval niekto iny, ni¢ by mu nebranilo zvolit loment
¢iaru o trosku inak. Takto by dvaja Iudia mohli rovhakym postupom dostat rdzne vysledky.
A obaja by tvrdili, Ze ich chyba je ,mald“. Komu by sme potom mali verit?

Ako na to teda ist fyzikdlne? Na prvy pohlad tplne nepresne. Najprv sa vykasleme na
trojuholniky a budeme delif obrazok len na obdlzniky, a to nasledovnym sposobom.

Zvolime si nejakt fixnti malt sirku obdlznikov (také slize), ktoré rozlozime po ploche ob-
réazku. Vzdy hladame dva obdlZniky. Jeden s obsahom A taky, ktory je cely v obrazku a jeden,
s obsahom B taky, ktorému Zziadna ¢ast obrazku neusla, vid obrazok. Za obsah fotky potom
prehlasime ich priemer. Co nam toto riesenie d4? Na prvy pohlad ni¢. Zda sa totiz, ze sme
absolitne ignorovali skutoény tvar obrazku. Napriek tomu ale vieme kontrolovat, ako najviac

2Detajlnejsi popis postupu najdete na http://fks.sk/archiv/2013_14/29vzorakyZima2.pdf

3 otazky@fks.sk
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sme sa mohli pomylit. V najhorsich moZnych pripadoch mal obrézok obsah velmi blizky A alebo
B. V takom pripade by sme dostali relativnu odchylku

A-5
A+B ~ A+B’
2

Obr. 3: Takto budeme obdlZnikovat

Ked uz teraz mame nas obdlznicek, respektive jeho rozmery, tak vieme najst aj jeho fazisko.
To bude na prieseéniku v§sok, respektive v strede obdlZnika.

Kompletné vzorové rieSenie uvadzat nebudeme, nakolko to bola aj tak len tabulka disel,
ktoré by sa nezhodovali s ni¢im, ¢o kto nameral. Podstatna je poloha taziska. Aby sme sa vyhli
problémom s roznymi mierkami, tak uvedieme len pomer x-ovej polohy faziska a Sirky obrazku,
podobne aj pre y. Slavne tazisko sa nachddza na stradniciach

T = (0,46;0,37),

No a samozrejme eSte chcend odchylka. Musime zistif, ako najviac sme sa mohli pomylit.
V smere osi y sa mohlo pri najhorsom stat to, Ze vietky obdlzni¢ky boli v skuto¢nosti velmi
drujhej strane ale mohli byt velmi podobné tym mensim, a vtedy by sa ndm tazisko posunulo
dole. Podobne sme sa mohli pomylit aj v smere osi x. To by sa stalo vtedy, ak by boli vSetky
nalavo vii¢Sie a napravo mensie. Tak isto aj naopak.

Ked uz mame odchylku vyjadrent, je prirodzené sa pytat, ako ju zlepsit. Casto sa vyskytol
presnost. Je to ale pravda? Teoreticky ano (lebo krivi oblast lepsie odhadujeme), no v redlnom
geometrickom rieSeni skor nie. Problém je, Ze ak budeme maf vela obdlznikov, budeme mat
vela tizkych ktskov. My mame ale nedokonalé meracie pristroje a nasa presnost merania dizok
sa spravidla nemeni. Predstavme si, Ze by sme si rozdelili obrazok na 10 péasikov so Sirkou

4 otazky@fks.sk
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jeden centimeter a potom vzdy po dvoch spéjali faziska. Kazdé fazisko obdlznika sme namerali
s presnostou povedzme 1mm. Ked ich spajame, tak ich priemer budeme vedief s teoretickou
presnostou 2mm, no narysujeme ho naviac s chybou 1mm. Takto sa ndm bude zhorSovat
presnost, az nakoniec prideme k nepresnosti 1 cm. KedZe obrdzok mal rozmer 100mm = 10cm,
dostali sme na relativnu nepresnost 10%. Ak si rozdelime obrazok az na 100 dielikov, odchylka
sposobena tym, ze sme nezaratali niektoré casti obrazka sa nam zmensi. No ddchylka z merania
sa nascita 100-nésobne a dostaneme nepresnost az 10 cm. Pozor na to!

Poznamka na zaver pre fajnsmekrov. Tato tloha mala ale aj presné a exaktné riesenie.
Uvadzame ho ale len pre zaujimavost (ani ja sim by som nebol ochotny ho realizovat). Myslienka
je nasledovna. Nas obrazok je absolitne presne matematicky popisatelny, pretoze je vektorovy
(ako vii¢Sina obrazkov v zadaniach a v slusnych pdf vébec). To znamend, ze kazd4 jeho Ciara
je definovana nejakym matematickym predpisom. Ak sa k tomuto predpisu dostaneme, vieme
podla neho najst predpis funkcie panoramy. Nakoniec pouzitim vhodného integralu vieme najst
tazisko. V skutocnosti ale toto rieSenie nie je tak jednoduché, ako som popisal. Kto by to ale
spravil (aj dodato¢ne), mé u miia ¢okoladu.

Ak by bol obrazok rastrovy, staci poratat jednotlivé pixely, idedlne nejakym Sikovnym prog-
ramom. Pre zdujemcov som ochotny takyto program dodat.

3.4 B3/A1l — Kaskada (opravovala Tinka)

Samko chcel ohdrit Du$ana, a tak mu postavil takato fontanu:

Sklad4 sa z 25 rovnakych nadob valcovitého tvaru s prierezom S; = 1 m? a kazda z nich m4 na svojom
dne dieru prierezu So = 0,01 m?. Voda, ktora z nddoby vystrekne, vZdy vietka okamZite dopadne do nadoby
pod nou. Voda, ktord vystrekuje z poslednej 25. nadoby, je automaticky precerpavand do prvej nadoby.
Nadoby nikdy nepretedd vrchom, maji dostatoéne velky objem.

Na sladvnostnom otvoreni fontany nalial Samko do prvej nadoby Vo = 10m?® a do zvy$nych ni¢ a od
tohto okamihu spustil ¢asomieru. Najdite vsetky casy, kedy bude hladina v 5. nddobe H; = 0,45m a
vysvetlite, Ze ste naozaj nasli vsetky.

Pri rieseni tohto prikladu 12 z 10 psycholégov neodporida ruéné rieenie, ale pouzitie tabulkového
procesoru alebo, ak si natolko Sikovny a nemas rad tabulky, programovanie. KaZdopadne, hodnotime nielen
numericky vysledok, ale aj vzorce, teda ich nezabudnite uviest.

Ak si este nikdy nerobil ni¢ podobné a citi$ sa neisto, odporii¢ame si pozriet tlto prezentaciu.

Predstavit si, ¢o sa tam priblizne deje, nie je tazké. Intuitivne citime, Ze situdcia by sa ¢asom
mohla ustalit, pretoze ¢im plnsia je nddoba, tym rychlejsie z nej voda strieka a teda jej viac
ubuda.

Pekné pozorovanie na tuto tému spravil Baklazan: ak sa pozrieme na najvyssiu z hladin vo
vSetkych nddobéch, tak ta s casom nemdze stupat. Pretoze ¢im sa vyznac¢uji nadoby, v ktorych
ako naddoba nad nimi! Teda hladina vody v nddobe s maximéalnou hladinou musi klesat. Toto
pekné pozorovanie odlozime do Suflika a ideme dale;j.

Dost kvalitativnych kecov, sem so vzorcami! Torricelliho zdkon hovori, Ze ak je hladina
tekutiny vo vyske h nad otvorom, tak z neho tekutina prysti rychlostou v = /2gh. Nam by
sa vSak viac hodil objem, ktory z nddoby odbudne za nejaky cas At. Keby tekutina nepadala,

) otazky@fks.sk
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tak sa za ten Cas dostane do vzdialenosti vt = \/2ghAt a sformuje valec o objeme Sy/2ghAt.
Tolkoto tekutiny teda odbudlo a hladina klesla o

SQ\/ QQhAt
Si ’

no nie?

No nie. Prave sme povedali, Ze sa hladina znizila, teda nemozeme priamo pouzit Torricelliho
zakon! Inak povedané, h nie je konStanta. Nemeni sa vSak rychlo. Ak by At bolo malé, tak sa
velkej chyby nedopustime, aj ked vy$ku hladiny za konStantu povazovat budeme. Preto si
priebeh deja rozdelime na vela kratkych ¢asovych tsekov. Zavedieme pre i-tu nadobu funkciu
hi(t) znaciacu vysku hladiny v ¢ase t. Uz vieme, kolko z nej odbudne za ¢as At, nesmieme vSak
zabudnuf, Ze do nej naopak pritekd to, ¢o zmizlo z naddoby o jedna vyssie. Takze plati:

/2gh; ()AL Sor/2gh;_1 At
hi(t—FAt):hi(t)—SQ gSz() + 2 g 1 .
1 1

Okrem toho vieme, ¢o bolo na podiatku: h1(0) = 10m a pre 2 < i < 25 zase h;(0) = Om.
A nasa hlavna rovnica® z tohoto tdaju vie zistif, hodnoty h;(At), tie sa daji do nej znova
vrazit a zistif h;(2At) a tak dalej. Osoby netrpiace masochizmom dajt na rady psycholégov a
tito vysoko intelektudlnu ¢innost prenechaju pocita¢u. Hladina v piatej nddobe je vykreslend
v grafe. Hodnotu 0,45 dosiahe Sestkrét, a to priblizne v ¢asoch 63,4, 285,3, 775,1, 1034,3,
1558.,0 a 1685,7 sektind. Staci to? Netreba pocitat dalej? Otvorime Suflik, vytiahneme Baklazana
a uvedomime si, ze v 1779. sekunde bude hladina vsetkych nadob nizsia ako 0,45 a teda nikde,
Specilne v piatej nddobe, na tito iroven nemoze vystipat.

Ak ste vobec alebo len CGiastocne zddvodnili, pre¢o dalej pocitat netreba, stalo vas to na-
najvys 3 body. Odhadovat numerickii chybu by v tomto pripade bol humus, ale patri sa a
je dobrych zvykom aspon vyskusat, ¢i, ak zvolim mensSie casové dieliky, sa vysledok nejako
viyznamne zmeni. Ak nie, tak to hddam méam dost presne.* Neznalost slusného fyzikalneho
spravania je trestana stratou dvoch bodov.

3.5 B4/A2 — Moderna sistava (opravoval Jimi, vzorak Miso)

Mechanicka slstava nesla velmi na odbyt, pretoze do médy prisli sistavy, ktoré maji kladky na pevnych
stenach. Jimi nelenil, rozpilil tie nepredané (¢ize vsetky) a vyrobil z nich vyborny moderny model:

A reklamné tahy nechal na vas. Kvader sa teraz mdze pohybovat s nulovym trenim po podlahe. S akym
zrychlenim zrychluje teraz mo?

Najprv véas potesim, trenie ste naozaj nemuseli uvazovat. Uloha sa dala riesif dvomi spo-
sobmi — pouzitim priamo pohybovych rovnic (ndjdem sily a vyjadrim zrychlenie) alebo cez
energie. Tu ukdZem prvy, castejsi (ale trochu zdlhavy) sposob a druhy len nakoniec na¢rtnem.
Zacnem obrazkom so zrychleniami.

3alebo skér sada rovnic
4Pozdravujem expertov s ¢asovymi krokmi 1 sekunda.

6 otazky@fks.sk



°
FKf Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

Obr. 4: Zrychlenia telies

Vec s hmotnostou M zrychluje vodorovne so zrychlenim aj; dolava. Kvader m sa $myka dole
kopcom®. ,, Kopec“ je ale zaroven pohyblivy, preto zrjchlenie a,, nie je rovnobezné s povrchom,
ale smeruje trochu viac nadol.

Aby sme si to zjednodusili, doc¢asne sa presunieme do vztaznej siustavy, kde M stoji. Potom
ale zvySok sveta, napriklad aj stena nalavo, bude maft zrychlenie ay; doprava. Tato ststava je
neinercialna (zrychluje vzhladom na poévodnu sustavu), preto sa v nej objavia zotrvacéné sily.
Zjednodusenie spociva v tom, Ze teraz sa bude m iba $mykat dole kopcom (zrychlenie oznacim
a’), ¢o je lahko popisatelny pohyb.5

Obr. 5: Zrychlenia v neinercialnej ststave

Aby bolo lano stale napnuté, musi platit ' = 2a,;. Ak to nevidime, staci si predstavit,
ze sa stena priblizi o maly kisok Az. Potom obidve vodorovné ¢asti lana budua kratsie (o Az
kazda) a nadbyto¢né lano sa posunie smerom k zavaziu, ktoré sa Smykne o 2Az. Mame teda
pomer malych posunuti steny a zavazia. Ked st dostato¢ne (az nekone¢ne) malé, sta¢i posunutia
predelit ¢asom, ktory trvali, a zistime, Ze rovnaky pomer maju aj rychlosti. Podobne aby sa
¢asom nepokazil pomer rychlosti, musia byt v rovhakom pomere aj zrychlenia.

Teraz sa podme pozriet na sily (vlavo posobiace na M, vpravo na m):

5Podobne ako vi¢sina z véas, pouzivam oznadenia iba m, o miesto ma, ao.
6V povodnej ststave sa dé vektorovo vyjadrit pohyb m ako superpozicia pohybu M a pohybu m vzhladom
na M, ¢o je ekvivalentny postup, akurat sa komplikovanejsie opisuje.

7 otazky@fks.sk
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Fy,
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Obr. 6: Sily v polstustave

Sily posobiace na M  Schvalne som vynechal gravitacni silu a normalovi od podlahy. V zvis-
lom smere sa tu pre nas totiz nedeje ni¢ zaujimavé (vedeli by sme tie sily vypocitat, ale inde
by sme ich nepouzili).

May; je zotrvacna sila, Fj pnutie lana, Fy normalova sila. Nezabuidajme, ze aj kladka
vpravo hore je sucastou M a teda pnutie lana posobi aj tu, z oboch stran pozdlz lana. Vo
vodorovnom smere M stoji,” teda plati

May — Fysina — 2F, + Frcosa =0 (1)

Sily posobiace na m Okmzite pozname zname sily mg, tiazova silu a ma,,, zotrvaén silu.
Ni¢ ndm uz nebréani napisat pohybové rovnice pre zlozky kolmé aj rovnobezné s povrchom:

Fn +map sina —mgcosa =0 (2)

mays cos a +mgsina — Fy, = ma' = 2may, (3)

RieSenie Hladame o' = 2a);. Nepozname ani Fj, Fi, no méame 3 rovnice. Najprv vyjadrime
Fy z (2):
Fn =mgcosa —may,sina
Tu si viimnime druhy ¢len, viaceri ste ho vynechali. Ano, ¢asto pri volne Smykajicich sa
telesach nie je, ale tu sa objavil kvoli pohyblivosti podlozky. Bez neho by sa m hybalo len
rovnobezne s povrchom a M by odislo pre¢! Teraz vyjadrime Fy, z (1):

May + Fysina May +msina (g cosa — ayysin «)

Fr,
cos o — 2 coso — 2

Dosadime do (3) a vyjadrime ay; (rovno pisem vysledok):

2gsin «

GM:M
— +5—4cosw
m

"Takt sme si vybrali vztazni stistavu.
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A naviac @’ = 2a);. Nakoniec sa eSte chceme vratit do povodnej vztaznej ststavy, teda (vek-
torovo) pripoc¢itame ay; smerujice dolava. Sta¢i ndm rovno velkost a,,, pouzijeme kosinusovi
vetu a dostaneme

2gsinay/d — 4

M
— +5—4cos«
m

Hrla, vysledok! Ale je tu eSte problém, ktory som si zatial potichu nev§imal. Pozrime si
vyjadrenie Fy. Co ak nam to vyjde zéporné? Ked dosadime vysledné ay;, zistime, Ze to je
pripad, ked plati:

M 2cos’a —b5cosa + 2

— < (4)

m COS v

Fy nemdze byt zaporné (telesa sa nelepia), takze ak plati (4), potom m sa nebude $mykat
po M, ale pojde vzduchom. V rovniciach (1), (3) iba zmazeme Fi. V (2) musime F nahradit
akymsi may, pretoze teraz sa m bude hybat aj kolmo na povrch.® Dostaneme:

_ gsina (2 —cosa)

ayr =

M
— +(2—cosa)?
m

a = 2ay
ar = ap sin o — g cos a

a,, dostaneme ako vektorovy sucet a’ dolu kopcom, a; kolmo na kopec a (prechod do po-
vodnej sustavy) ajs dolava. Velkost bude

Uy = \/a?w (2 —cosa) + g%cos? a

Tak. Este kratke instrukcie, ako sa aspor Casti tejto roboty vyhnut: pocditame cez energie -
potencidlna sa meni na kinetickii. Z geometrie ukdzeme, Ze pokial sa M a m dotykajui, ked sa
M posunie o x dolava, m sa posunie o x dolava a 2z dole. Z toho (kosinusova veta) plati pre

rychlosti v, = vyr/5 — 4 cos a. Potom

1
E, = 511]2\4 (M +m(5—4cosa))

E, = —mg2z sin
Rovnica Ej, + E, = 0 sa d4 potom upravif na
1 2g si
§Mv]2w Y gsina .
— + (5 —4cosa)
m

kde vdaka podobnosti s rovnicou pre volny pad? zbaddme, ze ten strasny zlomok je vlastne
ayr. Geometriou dopocitame a,, = ay\/5 — 4 cos a.

8Teraz uZ aj v naSej zmenenej ststave.

9Volny pdd M na mieste zlomku obsahuje gravitaéné zrychlenie. Teleso teda zrychluje presne tak, akoby
padalo na planéte s takymto g-ckom. Kto chce machrovat, moze si to overit, je to jednoduché diferencidlna
rovnica.
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3.6 A3 — Oslnena kométa (opravoval Pato)

Kométa je prave teraz vo svojom aféliu vzdialenom od Sinka 7, = 81 AU, ma polomer r = 2km a je celd
zloZzend z ladu. Perihélium sa nachddza vo vzdialenosti 75er = 1 AU od Sinka. Mald polos drahy kométy je
b=9AU a albedo kométy je a = 0,2. Odhadnite, akil hmotnost bude mat tito kométa po jednom obehu
okolo Slnka opit v aféliu!

Fakt, ze kométa nam obieha ako kadzé iné teleso v gravitacnom poli Slnka, znamena, Ze platia
3 Keplerove zakony:

(i) Slnko je v jednom z ohnisk eliptickej obeznej drahy;
(ii) Kométa opise za rovnaka dobu rovnaku plochu;

(iii) Plati 72 = a3, ak obe#ntt dobu T' vyjadrime v rokoch a velkii poloos v astronomickych
jednotkach (AU): @ = 7ar + rper/2 = 41 AU.

Najskor si spocitajme uzitocné ¢islo, ktoré plynie rovno z tretieho zakonu, a to obeznii dobu:
T=Va3>~20625r.

Evidentny désledok prvého zékonu je, ze vzdialenost kométy od Slnka (ozn. R) sa bude pocas
obehu menit. V zavislosti na tom sa bude zdkonite menif aj vykon, ktory dopada na povrch
kométy. Vieme, Ze Ziarivy vikon Slnka (4-10%6 W) sa plusminus rovnomerne rozklad4 na povrch
gule s polomerom rovnym vzdialenosti kométy od Slnka. Na kométu dopada iba cCast tohto
plogného vykonu. Tato ¢ast je imerna priemetu gulovej kométy na sféru, na ktora sa rozklada
slnecné ziarenie. Fu, celkom komplikované. V rovnici zo vyzera ale o kus jednoduchsie. Vykon,
ktory dopadé na kométu s polomerom r vo vzdialenosti R od Slnka je

L , L
= ——7r‘=——.
47 R? 4 R?
Teraz by to chcelo vyjadrit zavislost R na nejakom rozumnom parametri. Na to pouzijeme dalsi
z Keplerovych zédkonov, konkrétne zédkon ploch.
Hore sme napisali, Ze zdkon piseme v tvare AS/At = konst. Co je ale ond konstanta? Nebu-
deme vas napinaf a prezradime vam, Ze je to lava strana, zapisand v tom najmakroskopickejSom
tvare, teda obsah elipsy lomeno obezna doba:

AS B mab

At T
Mala plochu AS vieme vyjadrif pomocou malého opisaného uhlu Ag. Pre miniattrny uhol
mozeme predpokladat, Ze vzdialenost R sa prakticky nemeni. Preto je opisand plocha ,skoro*
pravouhly trojuholnik s odvesnami R a RA¢p. Plocha trojuholnika bude

AS = %RZA(,D.

Teraz uz mame vsetko, ¢o ndm treba: z poslednych dvoch rovnic vyjadrime ¢len 1/R? (uvidite
preco):
1 T Ap

R2 2mab At
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Teplo AQ), ktoré kométa prijme za At, ak predpokladame, Ze polomer kométy sa vyrazne
nementi,'? je (1 — a)PAt. Clen s albedom sa vo vyraze vyskytuje preto, lebo kométa odraza
ziarenie s koeficientom «, teda absorbuje s koeficientom 1 — a.

Ak si dosadime za vykon a nasledne za R?, dostdvame

Lr* T AgpA (1 —a)Lr®T

—_— —TAt="—"—"" " Aovp.
4 2mab At t 8mab 14

AQ = (1-a)

Vyraz je v tvare kuisok tepla rovna sa konstanta krat kasok uhlu. Ni¢ nam teda nebrani teplo
spocitat na celkové teplo @) a uhol na jeden obeh okolo Slnka 27 (sndd mi odpustite, ze drzo
zaml¢am fakt, Ze je to integrovanie :-) ). Teplo je po dosadeni

(1 — «)Lr*T

~32-10'7.
4ab ’

Q=

Zostava nam uz iba urcit, kolko Tadu dokaZe toto mnozstvo tepla z kométy odparit. To vSak

nie je az také trividlne! Podmienky v medziplanetarnom priestore st radovo iné ako podmienky

na Zemi, najmé tlak. Pri tlaku v medziplanetarnom priestore kvapalna faza vody neexistuje.
Preto vsetok lad z kométy unikd sublimaciou.

Na (hruby) odhad vyuZijeme, Ze priemerné teplota kometérneho Tadu v aféliu je niekde

v oblasti desiatok kelvinov, povedzme 100 K. Podla wikipédie!! je merné teplo sublimacie Tadu

pri tak nizkej teplote zhruba
C ~ 2800kJ/kg.

Posledny krok je dopocitat stratentt hmotnost kométy

Q 11
AM == =11-10"kg.
o= b g

Pri hustote Tadu 900 kg/m? to znamend zmenu polomeru o pribliZzne

Vidime, ze kométa ,,schudne” na polomere priblizne 10 metrov, teda nase priblizenie o priliSnom
nemeneni polomeru bolo opodstatnené. Juchu!

3.7 A4 — Kochodrat (opravoval Dusan)

Dusan s Filipom nasli nekone¢no odporového drotu s dlzkovym odporom ), takze konecne ho mali dost
na to, aby si z neho postavili svoj oblbeny fraktdl - Kochovu vlo¢ku. Postavili si ju tak, Ze jej hrana na
zaciatku bola a a drot len pridavali. Aky je odpor medzi bodmi A a B?

Ratanie odporu nasej Kochovej vlocky stalo na 2 hlavnych pilieroch. Bolo potrebné si uvedomit,
akym sposobom vznikol takyto fraktal a bolo nutné vyuzit to, Ze odpor drotu zavisi linearne
od jeho dlzky. Tak teda smelo do toho!

10Vidime, Ze plocha, ktorou kométa prijma slneény vykon, je timerna r2. Ak sa polomer zmensi povedzme
0 5%, ¢o je mimochodom uz celkom dost, tak plocha sa zmensi iba 0 0,052 = 0,25%. Preto je toto nase zanedbanie
rozumneé.

Uhttp://en.wikipedia.org/wiki/Latent_heat\#Latent_heat_for_condensation_of_water
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Ked sa tak pozrieme na schému nasej odporovej siete, Tahko si vSimneme, Ze je poskladané
z 3 rovnakych casti, pricom jedna je zapojena paralene ku dvom sériovo spojenym. Takze
vysledny odpor bude R, = %R, kde R je odpor jednej vetvy.

Zamerajme sa teda iba na tu jednu vetvu. Je to fraktal, ktory je zlozeny zo 4 rovnakych
fraktalov, ako bol pévodny (iba mensich), a odporového drotu dizky %a. Nase 4 fraktaliky maju
tretinové rozmery ako pévodny. No kedze uz spominany odpor zavisi linedrne od dizky drotu,
tak z toho sa nedozvieme nic iné, ako to, ze aj odpor tychto drétov bude tretinovy. Tuto tivahu,
ktort sme préave urobili, nazyvame Skalovanie. Teraz, ked vieme vSetko potrebné, tak si vieme
prekreslit jednu vetvu do takejto schémy:

R
3
— | L | [ |-

|
1
3)\0,

Obr. 7: Jedna vetva vlocky

To uz iba zapiseme do rovnice a vyjadrime R:

R 2R-ida R
R= 4 3~ 377 b
3 +§R+§Aa+ 3

1
R:§>\(I

Teraz, ked pozname odpor jednej vetvy, vypocitame si vysledny odpor R, = %/\a a mame
hotovo.

Na zéver by som rad poznamenal, Ze mnoho z véas sa tam snazilo néjst nekonecné geometrické
rady. Urobili ste vypocty pre prvé dve-tri iteracie, potom ste to tipli a vyslo, ze to konverguje
k 0. Bohuzial vZdy to bolo zle, pretoze to nebude tvorif pekny geometricky rad. Za takéto
rieSenia som nedaval viac ako 4 body. Nabudice si skiiste spravnost vzorca overit pre viac
iteracii.
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