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Vzorové riesenia 1. kola zimnej Casti 2014 /2015

1.1 B0 - Kvapkajiice lefiochody (opravovala Cajka)

Malé lefochody v dokumentdrnom filme Katku natolko uchvatili, Ze si zaloZila vlastni lefiochodiu farmu.
Okrem kimenia, upratovania vybehov a rozplyvania sa nad ich rozko$nostou ich obcas musi aj vykipat.!
Aby jej mokré lenochody nekvapkali kade-tade, vesia ich na takyto susiak:

Obr. 1: Susiak na lenochody

Zavesné mechanizmy vzdy nastavi tak, aby boli lenochody v rovnovahe a harménii. Aky je momentalne
pomer hmotnosti druhého a piateho lefiochoda?

Katka suSenie vymyslela perfektne. Vieme, Ze mechanizmus je nastaveny tak, aby bol v rov-
novahe. Co to znamena? Ani jedna paka na obrazku sa neotac¢a, a plati, ze momenty sil st
v rovnovéahe.

Moment sily je definovany ako vektorovy sucin ramena sily a velkosti sily M =7 x F, no
kedZe v nasom pripade su vSetky sily kolmé na rameno sily, sta¢i, ak budeme pouzivat tvar
M = Fr = mgr.

Na Tavej strane velkej paky st zavesené lefiochody s hmotnostami m; a ms. Pre ne musi
platit:

Ml - M27
migr = meg3r,

my = 3m2 .

kde 7 je dlzka jedného dieliku paky.

Viac o kipani lefiochodov sa dozviete tu: https://www.youtube.com/watch?v=qimAGQAw30c .
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Teraz sa pozrieme na prava stranu. Tam uz je situdcia trochu komplikovanejsia. Hmotnost
lenochoda 1kg oznacime ako mg a pustime sa do toho pekne postupne. VSetky hmotnosti
lenochodov vpravo si vyjadrime pomocou my.

Vezmeme péku, na ktorej st lenochody s hmotnostami mg a ms, vyuzijeme nasu oblibent
rovnost momentov sil M5 = My, a po Gprave ndm zostane

ms = My .

Na dalsiu paku posobia momenty sil od lefiochoda s hmotnostou my a tych dvoch predchadza-
juacich. Porovname ich momenty My = Mys, ¢o rozsirime na mygr = (mg+ms)g2r. Tym mame
vyjadrent hmotnost stvrtého letiochoda

my = 4m0 .

Teraz je na rade treti letiochod, je zaveseny na péake, pre ktort plati Mz = Myys. Opét si to
rozpiseme do tvaru msg2r = (mg + ms + my)g2r a tada,

mg = 6m0 .
Huré, uz ndm zostalo porovnat momenty sil iba na jednej péake, tej najviicsej.

Mo = Mozss ,
(my + mg)gbr = (mg + ms + my + ms)g2r.

Dosadime to, ¢o pozname. A to tak, aby nam zostali len hmotnosti, ktoré potrebujeme, teda
me a ms. Dostavame
10m2 = 12m5 .

A 7z toho uz dostaneme pomer hmotnosti druhého a piateho lenochoda

M9,
ms

Vsimnite si, Ze hladany pomer vébec nezéavisi od hmotnosti my.

1.2 B1 — Piratska (opravoval Samo Tomasec)

Internetovi pirati opat zacali rabovat a majitelov autorskych priv to uz naozaj prestava bavit. Zabezpedili
si preto delo a uz aj na nich palia! Podarilo sa im zasiahnut lodny stazen s dikou L a hmotnostou m, ktory
sa nasledne zvalil, pricom spodok zostal stale uchyteny na lodi. O kolko sa posunulo telo lode v désledku
padu stazfia, ak mala celd lod pévodne hmotnost M ?

Na vyrieSenie ndsho problému sa musime zamerat na polohu taziska celej lode. KedZe na lod
neposobi Ziadna vonkajsia sila, jeho poloha (vzhladom na nejaky pevny bod na pevinine) sa
nemoze a ani nebude vobec menit. Ked na lodi spadne stazen, jeho tazisko zmeni svoju polohu.
Avsak z hore uvedenych pri¢in (vysledné fazisko lode sa nehybe) sa musi zaroven pohnif aj
zvysok lode, ale opa¢nym smerom.

2 otazky@fks.sk
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Poloha taziska celej lode sa d& vypocitat ako vazeny priemer vzdialenosti tazisk jednotivych
¢asti, vzhladom na jeden pevny bod 2

Z?:l M

Z?:l m;

kde xt je vzdialenost taziska od referenéného bodu, m; st hmotnosti jednotlivych kaskov lode
a x; ich vzialenosti.

Aplikujme to na nas problém. Zvolme referen¢ény (pevny) bod v tazisku. Nech pred padom
staznia bolo jeho tazisko od referenéného bodu vzdialené zg a fazisko zvySku lode ;. Teda
muselo platif

IrT =

~ maxy+ Mg
 om+M
Povedzme, Ze stazen lode pada do zaporného smeru sturadnicovej osi. Rozumny predpoklad, teda
ze tazisko sfaziia je v jeho strede, znamend, Ze jeho nova poloha sa vzhladom na lod zmenila
o —L/2. Minus je tam prave kvoli smeru, v ktorom padal sfazeni. Avsak aby zostalo fazisko
celej lode na svojom mieste, tak ta sa musela aj so staziiom posunit o x do opa¢ného smeru.
KedZe stale plati, ze x1 = 0, dostavame

TT = =mx+ Mz, =0.

L
m(x1—§+x)+M(xs+x)

L
— — _—— — .
xr =0 ] = m( 2+33)+Ma: 0

Vysledok uz len jednoducho upravime, ¢im dostaneme hladané posunutie lode

m

2(m—|—M)L

1.3 B2 - Diplomovka (opravoval Vladko)

Napisanie takej dobrej diplomovej prace nie je vobec jednoducha vec, to vdm povie kazdy. Aky priemerny
vykon je vykondvany Studentmi na celom svete pri pisani svojich diplomovych prac? Skiste odhadnit ¢o
najpresnejsie véetky parametre od poctu univerzit az po hibku tla&itka na klavesnici! Na zaver nezabudnite
udat aj nepresnost vasich odhadov a vSetky konkrétne zdroje vasich pouzitych hodnét.

Najprv budeme musiet ¢o najpresnejSie odhadnuf pracu, ktort kond Student pocas pisania
diplomovej prace. Vieme, ze vykonanu pracu vypocitame ako sucin sily a drahy, na ktorej nou
posobime. Pocas pisania na pocita¢i musime pdsobit silou, aby sme kladvesu posunuli nadol, ¢ize
kondme préacu. Lepsie ako ju odhadovat, je zistit si ju experimentélne.

Na klavesnici si vyberieme pismeno a budeme kl4st na seba mince, kym sa klavesa nestlaci.
Tento moment nastal, ked na klavese bolo 61,4g (6 jednoeurovych a 4 desatcentové mince),
hmotnost eurominci bola zistena z idajov Narodnej banky Slovenska,? pricom klavesa sa stlacila

2Mozete si to jednoducho odvodit. TaZisko je taky bod, Ze ak do neho ststredime celt hmotmnost telesa, tak
uéinok vSetkych pdsobiacich sil aj momentov sil na teleso bude rovnaky. Toto si staéi iba matematicky zapisat

)

3http://www.nbs.sk/_img/Documents/_vzdelavanie/ucitelia/textove_informacie_zakladne_udaje.pdf
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o 3,5mm. Tato hibka bola merand dvomi milimetrovimi pravitkami — jedno statické slizilo
ako stupnica a druhé sa hybalo spolu s klavesou a tvorilo ukazovatel. Klavesa na notebooku sa
napriek zdanlivo lahSej stlacitelnosti stlacila az pri 66,9¢ a to o 2mm.

Na klavesy pri merani posobila tiazova sila minci F' = mg, a t4 vykonala pracu W =
= F's = mgs, ¢o pre pocitacovu klavesnicu dava vysledok W,. = 2,11mJ a vykonana préaca na
stlacenie klavesy na notebooku bola Wy, = 1,31 mJ.

Z nameranych tdajov moézeme tvrdif, Ze praca potrebna na stlacenie klavesy sa pohybuje
niekde medzi 1 mJ a 3mJ, v zavislosti od konkrétnej klévesnice.

Nas vsak zaujima vykon, ktory je definovany ako pomer medzi pracou a ¢asom, za ktory
tato praca bola vykonand. To znamend, Ze musime zistif, ako rychlo sa pise diplomovka. Je
potrebné si uvedomit, Ze pri pisani méa student kratke prestavky, kedy napriklad rozmysla nad
formulaciou viet, preto je pisanie pomalSie, ako keby bezhlavo odpisoval text. Rychlost pisania
zavisi od schopnosti konkrétneho Studenta. My sme si skusili zmerat nasu priemerna rychlost
pisania textu. T4 bola okolo 280 znakov, teda mozme predpokladat, Ze priemerny Student za
minttu napise 150 az 400 znakov za minttu, teda 9 000 az 24 000 znakov za hodinu.Takze
vykon jednotlivca sa pohybuje medzi

9000 - 1mJ

p. =2 2,
min 3600s SmW

~24000-3-107%J
mex 3600s

Nakoniec potrebujeme zistit celkovy vykon vSetkych Studentov na svete. Po dlhSom, ¢ krat-
Som googleni sa nam podari ziskat nejaky odhad, kolko Iudi musi diplomovku napisat. Napriklad
isty pan® si na zaklade zopér statistik vypocital, Ze za rok na celom svete absolvuje vysoki skolu
10,8 miliéna Studentov. Toto ¢islo je len priblizné, nakolko je zistené zosumarizovanim niekol-
kych statistik a vyplyva z idajov, ktoré st aj 7 rokov staré, no pre nase odhady nadm dostatocne
postaci. Teda vykon Studenta-jednotlivca este vynasobime odhadovanym poctom absolventov
a dostaneme, ze celkovy vykon sa pohybuje medzi P, = 27kW a P.phax = 216 kW.

Vikon $tudenta je mozné zistif aj inym sposobom. Na internete® Tahko zistime, Ze rozsah
diplomovej prace je 90000 — 126 000 znakov. Za predpoklaldu, Zze Student nie je neomylny,
tak priblizne $tvrtinu textu vymaze stla¢anim backspace-u a nanovo prepise, teda natuka 1,5-
-nasobok znakov (0,25-ndsobok je stld¢anie backspace a dalSich 0,25 je pisanie premazaného
textu), teda pocet napisanych znakov je 135000 — 189 000. Teraz ndm uz len sta¢i odhadnut

.....

=20mW .

vyuzity stadiom a vyskumom, teda je velmi tazké odhadnit ¢isty ¢as pisania. Prokrastindtori
nechavajuci vsetko na posledni chvilu dokazu napisat svoju zavereéni pracu aj za 10 hodin,
zatial¢o poctivejsi jedinci prepisu aj 50 hodin. Z tychto hodnot vypocitame vykon uz vyssie
popisanym postupom a dostavame interval P* i, = 8,1kW a P* . = 170,1 kW.

Vidime, ze vysledky postupov nie st tplne totozné. Rozdiely vznikli roznou presnostou
odhadov a kedZe v druhom postupe sme ¢as potrebny na pisanie prace odhadli ,od oka“ a
v prvom pripade sme rychlost pisania odhadli pomocou merania nasej vlastnej rychlosti, tak
prvy postup je presnejsi. Takisto by sme si mali uvedomit, Ze v prvom postupe sme odhadli

1g00.gl/LaE1VA
Shttp://goo.gl/5bKtAy
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,okamzity“ vykon a pri druhom postupe sme iba odhadovali, aky by mal byt priemerny vykon
pisania. Napriek snahe spravit odhady ¢o najpresnejsie, sme nedokéazali vysledok urcit presnejsie
ako na dva rady. Takze ak to zosumarizumejeme, tak priemerny vykon studentov pisucich
diplomovt pracu sa pohybuje okolo 100 kW.

1.4 B3/A1 - HIfa, drzi to! (opravoval Dusko)

Urcite ste sa uz vsetci stretli so situaciou, kedy vam balén zacal tahat vlasky alebo sa jednoducho len
tak prilepil ku stene. Skiste teoreticky objasnit priiny pritahovania baléna k réznym predmetom ako aj
spdsoby, ako takito vlastnost zlikvidovat. Dalej experimentalne zistite, akou velkou silou sa balén tla&i ku
stropu, ked ho k nemu elektrostaticky prilepite. K experimentdlnym ddtam samozrejme nesmie chybat ich
riadne spracovanie a fotky.

Teéria Urcite ste si vSimli, ze pred posichanim baléna o vlasy nejavili balén ani vlasy o seba
zajujem. To znamenad, Ze nieCo podstatné sa muselo udiat prave pri tom Stchani. Na zaciatku
boli tieto predmety elektricky neutralne, ako vicdSina inych v nasom okoli.® Po tom, ¢o sme
ich o seba pretreli, nejaké elektrony preskakali z vlasov na balén. Bolo to sposobené tym,
ze pri treni dvoch materidlov sa prejava vlastnosti vyplyvajice z ich chemickej stavby. Na
malych vzdialenostiach sa uz molekuly latok nejavia ako neutralne, prave naopak, na niektorych
miestach pdsobia silné elektrické sily. Tie dokézu spdsobit presun elektrénov z jednej molekuly
na druhu. Niektoré materidly, napriklad teflén, silikén a iné polyméry st velmi elektronegativne,
teda ak maju moznost, uchmatnt si kazdy elektrén, ktory je na blizku a nie je silno viazany.
Naopak také prirodné materialy ako koza, vlasy a vlna si velmi nedokazu udrzat svoje elektrény.
Samozrejme, takéto vytrhavanie elektrénov z molekul latok nastava vzdy a zalezi na tom, ktory
materidl je elektronegativnejsi.

Teraz uz vieme, Ze balén sa nam pritahuje k vlasom, lebo mé zaporny naboj a vlasy maju
kladny néaboj. Otazkou zostava, preco sa dokaze pritiahnut aj k elektricky nenabitej stene (alebo
k inym predmetom). Néboje v stene sa totizto dokdzu pohybovat. CiZe ked k stene prilozime
zaporne nabity baldn, elektrény v stene budi odpudzované a posunt sa kusok dalej. Naopak,
protény zostanu na svojom mieste. Vieme, ze elektricka sila zévisi aj na vzdialenosti nabojov,
a ¢im su bliz§ie, tym je sila viicsia. A kedZe st protény blizsie ako elektrény, tak pritazliva
elekticka sila bude viicsia ako odpudiva. Tadé, tajomstvo pritazlivosti baléna sme odhalili.

Otéazka vybitia je uz malina. Musime néjst predmet, ktory bude schopny vziat balénu elek-
tréony. Mozme na to pouzit kladne nabity predmet, ktory bude odtrhavaf elektrény balénu,
alebo balén uzemnime. Uzemnit znamené vodivo spojit (nejakym vodi¢om) balén s velkym
predmetom, napriklad zemou. Po tomto spojeni sa balén a zem budu elektricky spravat ako
jedno teleso. To znamena, Ze prebytocné elektrény z baléna sa rovnomerne rozmiestnia po celom
telese. V principe nezostant na baléne ziadne elektrony, lebo zem je radovo vicsia.

Expriment Pri merani pritazlivej sily sme vyuzili fakt, Ze ak na balén bude posobit rovnaka
sila opa¢ného smeru, tak vyslednica sil bude nulovd a balén uz nebude prilepeny k stene.
Takouto silou je gravitacna, takze sme vzali balén, pripevnili k nemu nadobku na zavazia

6Aj ked st predmety elektricky neutralne, netreba zabtdat, Ze st tvorené kladne aj zdporne nabitymi Gasti-
cami, ktoré svoje silové posobenie kompenzuji.

) otazky@fks.sk
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(vrchndk od flase) a kladli do nej zévazia, az kym balén vyplvom vlastnej tiaze a tiaze zavazi
nespadol. Samozrejme sposobov je viac, ale tento je najjednoduchsi.

Obr. 2: Aparatira

Spravili sme desat nezavislych merani, pricom sme merali celkovii hmotnost systému vahou,
ktoréd mé presnost 10 mg. Nasledne sme vypocitali velkost pdsobiacej gravitacnej sily F' = myg.

| Meranie | Hmotnost zafaze /g | Sila /mN |

1 8,72 85,54
2 7.26 71,22
3 7,64 74,95
1 9,10 89,27
5 8,70 85,35
6 9,68 94,96
7 8,32 81,62
8 8,84 86,72
9 8,36 86,02
10 8,18 80,25

Méame domerané, tak podme analyzovat. Vidime, Ze naSe namerané hodnoty sa pomerne
dost 1igia. Ak z nich chceme ziskat jednu vypovedajticu hodnotu, je najlepsie spravit aritmeticky
priemer. Priemernu silu pritahovania vypocitame podla vzorca:

_ 1 <&
FZE;E—,

kde F; predstavuju jednotlivé namerané sily a n je pocet merani. V nasom pripade takto
dostaneme F = 83,68 mN.

Toto vSak nie je vSetko. Ni¢ ndm to nepovie o tom, ako velmi sa namerané hodnoty od seba
ligili, respektive akou chybou je zatazeny vysledok. Uréite ste uz poculi o Standardnej odchylke,
ktora dobre popisuje chybu kazdého jedného nameraného tidaju. AvSak pokial chceme vediet

6 otazky@fks.sk
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akou chybou je zafazena priemernéd hodnota, treba vyratat stredn smerodajni odchylku, ¢o
nie je ni¢ iné ako standardnd odchylka predelend /n:

1 gnl 2
s(F) = mZ(F—Fi)

i=1

Na zéaklade toho uz vieme neistotu aj nasho merania, a preto moZzeme povedat, Ze balén sa
k stropu pritahoval priemernou silou F = (83,68 4 2,19) mN.

Na zéver sa eSte treba zamysliet, preo sa nase namerané tdaje tak velmi lisili. Zjavne
to nebola iba chyba merania, ale ndm sa jednoducho nepodarilo balény zelektrizovat vzdy
rovnako. Samozrejme eSte by sme mohli pisat o tom, Ze sme nemali dokonalé meracie pristroje,
o meniacich sa okolitych podmienkach a podobne. No s urcitostou vieme povedat, Ze to ma
mensi dopad na vysledok ako samotné zelektrizovanie.

Dufam, Ze budete pokracovat v experimentovani nadalej. A rada pre tych, ¢o eSte nezacali:
neméte sa ¢oho bat, prave tu viete najlahsie ziskat body do FKS ;).

1.5 B4/A2 — Sedemnasty plavby deii (opravoval Jimi)

V Casoch, ked stari Vikingovia atodili na nepriatelské (1zemia, nebolo inej moZnosti, neZ sa plavit lodami.
Drahy po mori vsak neboli rovné a vietor tiez asto fucal a tlacil z roznych smerov. Takéto nepriaznivé
efekty sa dali rusit mohutnymi plachtami zavesenymi na stazrioch lodi. Skiste objasnit, pre¢o a akym
sposobom sl lode (malé aj velké) schopné zatdcat a menit svoju rychlost vdaka svojim plachtdam. Najdite
vSetky relevantné parametre a dokdzte ich vyznam.

Uspesné plavenie sa po mori vyzaduje od namornikov, aby vedeli dve veci: Kam sa plavit a
ako sa plavit. Pre potreby tohto prikladu vSak predpokladéame, Ze ndmornici vedia pozadovany
kurz a ze poznaji smer vetra.

Najprv sa pozrime na to, ako sa lod dokéze pohybovat aj bez zadného vetru. Vietor mélo-
kedy poc¢uva priania ndmornikov, tak musia maf techniku, ako sa pohybovat aj v neidedlnych
podmienkach. Priamo proti vetru sa pohybovat nemozu, pod malym uhlom to vSak ide. Ak
budeme predpokladat, Ze nardzajici vietor sa sprava ako prid ¢astic,” ktoré sa od plachty od-
razaja pod tym istym uhlom, ako dopadaju, tak vietor bude na plachtu posobit vzidy v smere
kolmom na orientaciu plachty. Preto pri upevneni placht ako na obrazku 3 mé vysledna sila
na lod zlozku aj v smere kurzu, aj v smere kolmom na kurz. Sila v smere kurzu (natocenia
lode) hybe lod tym spravnym smerom. Ind moznost je urcovat kurz kormidlovacim padlom,
ktoré dokaze prenasat pdsobiacu silu do toho spravneho smeru. Sila kolmé na orientaciu lode
mé zanedbatelny pohybovy u¢inok, kedZe lod mé v tomto smere obrovsky odpor.

77 makroskopického hladiska to nie je az tak zl4 aproximécia. Predpoklad, ze vzduch pdsobi kolmo na plachtu
by bol fajn, ak by vzduch mal nulovi viskozitu. Realny vzduch mé viskozitu nenulovi, to znamené, ze okrem
sily F' na obrazku bude lod strhivana dozadu silou, ktord mé svoj povod vo viskozite. Cely systém bude teda
fungovat, len pokial tato sila iplne nevyrusi zlozku, ktora nas postva dopredu. Zratat tuto situaciu je vSak nad
nase schopnosti (presnejsie, vysoko nad nase schopnosti), ndm teda neostéva ni¢, len konstatovat, ze plachetnice
sa dopredu bezne pohybuji, viskézny efekt teda nie je prilis velky.

7 otazky@fks.sk
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smer vetra

Obr. 3: Plavba v protivetre

Ak by bol ciel nasej cesty akurat proti vetru, eSte nie sme strateni. Ak budeme rozumne
menit kurz, mozeme sa dostat aj presne proti nemu. Na to nam staci vidy symetricky okolo
osi, pozdlz ktorej fikka vietor, natacat lod spolu s plachtou. Plachetnica sa teda bude pohybovat
tak ako na obrazku 4, ¢im sa vykompenzuje pohyb do stran.

skutoéna trasa
PN PN PN >
N N AN

pozadovany smer

Obr. 4: Kluc¢kovanie proti vetru

Pozrime sa este na to, ako dokaze lod zatacat. Je to mozné vdaka tomu, Ze mame spravidla
dve alebo viac placht na lodi. Preto ak nechame spustent prednt plachtu a zadnt stiahneme,
moment sily vyvolany vetrom bude otacat predna cast lode. Ak nechdme spustenii zadnu a
prednt stiahneme, moment sily bude naopak otacat zadnu cast lode. Preto bude zatacat tak
ako na obrazku 5.

8 otazky@fks.sk
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Obr. 5: Otacanie lode

Ako vSak vedeli zatacat vikingské lode, ktoré mali len jednu plachtu, a to v strede lode?
Museli na to ist trochu inak. Pouzivali vesla, ktorymi sa d4 menit smer aj na riekach, a na mori
pouzivali uz spominané kormidlo, presnejsie takzvané kormidlovacie padlo v zadnej c¢asti lode.
To funguje podobne ako plachta. Tiez usmernuje prad ¢astic (tentokrat ale vody), pricom na
ne posobi silou. To ale znamen4, Ze Castice pdsobia rovnakou silou opacného smeru na lod, a
ta lod otéaca.

1.6 A3 — Copata (opravoval Mato Badin)

Vicsina dievéat a mensina chlapcov vie, Ze dlhSie vlasy ob¢as treba uviazat do chvostu (aby tolko nezavadzali
kde-tade). Najjednoduchsie riesenie je zobrat si gumicku, pérkrat ju obtodit okolo vlasov a nechat si ich
stladit jej silnym tlakom. UvaZujme valcovity zvizok vlasov o polomere R a gumicku kludovej diiky L
s modulom pruznosti £ a medzou pevnosti oy,. Zamyslite sa nad tym, akou najvacSou silou vieme zviazat
vlasy gumi¢kou réznych kludovych dizok a nakreslite graf tejto zévislosti so zadanym pomerom o, /E = 2.
Trenie a stladitelnost vlasov zanedbajte.

Ako uz zadanie napovedd, najlepSou stratégiou na dosiahnutie ¢o najviicsej sily je natiahnut
gumicku ¢o najviac, a ¢o najviac ju obtoc¢it okolo vlasov. Celkova sila, ktorou bude gumicka na
chvost posobit je totiz dand po¢tom obtoceni a prispevkom sily z kazdého takéhoto obtocenia.
Ak gumicku natiahneme viac, oba efekty posilnime. Natiahnuf gumicku ¢o najviac znamena
¢o najblizsie sa priblizit k bodu, kedy sa gumicka roztrhne. 8 Viac z gumicky uZ jednoducho
nedostaneme.

Na to, aby sme priklad Gspesne spocitali az do samého konca, musime urobit nasledujtce
zjednodusSenia:

(i) Obtocenia gumicky budeme modelovat ako krazky s polomerom R.

8Vtedy mechanické napitie dosiahne medzu pevnosti oy,.

9 otazky@fks.sk
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(ii) Budeme predpokladat, Ze spravanie gumicky popisuje Hookov zékon az po medzu pev-
nosti.’

Pred tym, nez sa pustime do pocitania, tak si ujasnime, ako vlastne gumicku okolo vlasov
v prazi obtd¢ame. Gumicku natahujeme tak, Ze z celej natiahnutej dlzky gumicky vytvorime
krizky s polomerom R. To znamena, e nova dlzka gumicky L' musi byt celo¢iselnym nasob-
kom 27R. Dosledkom je, #e pre niektoré pociatoéné dizky L nebude gumicka natiahnuta na
maximalne mozné relativne prediZenie eya = 0 /E = 2, ale menej. Je to cena za to, Ze musime
vyuzit celt dlzku gumicky. Existuje sposob, pri ktorom by bola vysledna sila vicsia? Ukazuje
sa, ze teoreticky 4no,'® no v praxi je vSak takyto postup neprakticky, nehovoriac o skokove;
zmene napitia gumicky, ¢o sa pochopitelne nestretava s pochopenim pouzivateliek gumiciek.

To, aké relativne prediZenie ma maf gumicka, zistime tak, Ze si matematicky zapiSeme
podmienku, na ktort sme prisli (pocet obtoc¢eni ozna¢ime n)

L'=n27rR, neN,
(14¢) L =n2mR.

Ak nechceme, aby sa gumicka roztrhla, no zaroven chceme maximalnu moznu silu, tak pre
kazdé L musime najst ¢o najvicsie relativne prediZenie €, no také, aby pre € platilo € < €max.
Maximéalny mozny pocet obtoceni n uréime tak, ze ndjdeme najblizsie mensie prirodzené ¢islo
k ¢islu
(1 + €max) L
2rR '
Najblizsie mensie prirodzené ¢islo k tomuto ¢islu je jednoducho jeho dolné cela cast

o= | S|

Napitovi silu v gumicke uz uréime lahko. Najskor zistime relativne predizenie gumicky. Ne-
smieme zabudnit, Ze toto predlZenie nie je €may, ale iba

21 R B {(1 + €max) LJ 2R .

2rR L

€ _omS (14 €max) L | 27R
STINF J(EPITEY SN

Napitova sila T' v gumicke musi byt vo vSetkych miestach rovnakd, kedze kruhova gumicka
je homogénna a vo vSetkych miestach rovnako natiahnuta. Na zéklade toho uz jednoducho

9Tento predpoklad je sice drastickj, no nutny, kedZe ziadne dalfie informacie o gumicke ne-
mame. V skutofnosti méa spravanie gumicky daleko od Hookovho zékona. NavySe sa vyznacuje hys-
terézou. Drti¢i si moézu zavislost mechanického napitia od relativneho predizenia skiisit aj vypodcitaf:
http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/stiffness-of-rubber/printall.php.

10\Maximalnu mozni silu by sme dostali, ak by relativne prediZenie dosiahlo €max = 2 v celej gumicke. T by
sme potom obtoéili okolo vlasov, no kedZe by dizka gumicky nebola nutne celoéiselny nasobok 27 R, tak by nam
kiasok gumicky zostal. Na to aby takidto gumicka drzala, tak by sme museli tesne pred tymto kiiskom gumicky
vytvorit uzlik, aby sme udrzali napétie v gumicke.

10 otazky@fks.sk
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urc¢ime silu, ktorou posobi jeden krtizok gumicky na vlasy. Vezmime si maly vysek gumicky
pod malym uhlom 6¢ vzhladom na stred kruhu. Jeho oba konce st tahané silou T, takze
celkovo tento kiisok prispieva silou 27 sin(d¢/2) k sile zviizujicej vlasy.!! Pre malé uhly §¢/2
ale plati sin(d¢/2) ~ d¢/2, tzn. sila od jedného kusku je priblizne T'9¢. Takychto vysekov je
vsak tolko, Ze vypliiaja celt kruznicu, takZe uhol 27, ¢o v spojeni s nezavislostou pdsobiacej sily
od konkrétneho uhla nedava nic¢ iné ako to, ze sila, ktorou viaze jeden kruzok gumicky vlasy,
ma velkost 27T
Vyslednd sila, ktoré stlaca chvost, je teda

B o omS (| (14 €max) L | 27R (1 + €max) L
F = 27TTTL = 27T e <\‘ 27TR J L 1) \‘W .

Popisuje tento vysledok dostatocne dobre realitu? Ak ste sa niekedy hrali s gumickami, tak
viete, Ze ked ju natiahneme niekolkonasobne, tak jej Sirka resp. prierez je mensi. Ako zapocitat
tento efekt? Vhodné, a ¢asto pouzivané, pribliZenie je predpokladat, Ze celkovy objem gumicky
zostane konstantny, ¢o ale znamena, e prierez gumicky S sa musel zmensit (1 + ¢)-krat.!?
Skutocna sila, ktora stlaca chvost, je teda:

S Q(IHW)LJ T 1) 1 L S/la L|2rR L
F =27Tn = 27" i ] L (Lt emad) L| _ owS (| (L4 €mad) L| 27R  \ L
€max (L(Hemax)LJ m) 2T R 2R L
2TR L

7

Graf mozeme vytvorit v tabulkovom editore alebo napr. programom Gnuplot. Pri vytvéarani
grafu sa oplati zvolif bezrozmerné veli¢iny (t.j. bezrozmerni dlzku L/R a bezrozmernt silu
F/(o0mS)), pretoze nemame informéciu o absolutnej velkosti veli¢in.

Emax

U Nakreslite si obrazok s posobiacimi silami 7' — pdsobia ako doty¢nice ku gumicke. Vyslednica tychto sil
posobi do stredu chvostu.

12Po¢itajte s nami: objem gumicky je Vi = Solo, kde Sy je kIudovy prierez a lo kludova dlzka. Ak sa zmeni
dizka na I = (1 + €)ly, prierez musi byt S = Sp/(1 + ¢€), aby platilo Sl = Syly = Vo.

11 otazky@fks.sk
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Obr. 6: Graf pre €yax = o /E = 2. Pre uréité L avSak nevieme zostrojif ani prvy krazok (sila by bola
zapornd). Interval takychto L je na grafe reprezentované tenkou ¢iarou z bodu L = 0.

1.7 A4 — Setrime zotrvaénostou (opravoval Kvik)

Ked Du$an upratoval na chate $opu s naradim, nasiel pacidlo o hmotnosti m tvaru pismena L s dizkami
stran a a b. Ako zvedavého fyzika ho okamzite zacalo zaujimat, okolo ktorej osi prechadzajlcej pacidlom
ho musi rotovat, aby malo ¢o najmensi moment zotrvaénosti. Pomézte mu a ndjdite takd polohu osi aj
s prislusnou hodnotou Ipi,!

Plny polet bodov ziskate uz za vyrieSenie Glohy pre konkrétny pripad a = b. Za vyrieSenie (lohy pre
vSeobecné a a b viete ziskat az o 3 bonusové body viac.

Uplne na zadiatku si pac¢idlo umiestnime do nejakej siradnicovej stistavy, idealne kartezianskej,
ktorej sa budeme v naSich dalsich Gvahéch drzat. Ako najprijatelnejsie sa javi zafixovat stred
pacidla do bodu [0, 0] a jeho ramend na kladné polosi = a y. Konce teda budu lezat na strad-
niciach [a, 0] a [0, a]. NavySe si tito rovinu pomenujme — napriklad L, kedZe v nej lezi pacidlo
v tvare pismena L.

Polohu priamky (hladanej osi) v priestore vieme ur¢if mnohymi sposobmi; napriklad ako
priesecnik dvoch rovin, ako spojnicu dvoch réznych bodov, alebo napriklad pomocou jedného
bodu a dvoch uhlov. Prave posledny sposob sa ukazuje ako vhodny, pretoze dokéZzeme najst
bod, cez ktory hladand os urcite prechadza — a bude nim tazisko ttvaru. PresnejSie si ukdzeme,
ze akékolvek os, ktoré faziskom neprechadza, urcite nemoze byt optimélna. A kedZe si modZzeme
byt isti, Ze nejaka optimélna os existuje, tak musi prechddzaf préave cez fazisko.

Podla Steinerovej vety o rovnobeznych osiach je moment zotrvacnosti telesa okolo Tubovol-
nej osi rovny su¢tu momentu zotrvacnosti telesa okolo rovnobeZznej osi vedenej cez tazisko I
a momentu zotrva¢nosti hmotného bodu s rovnakou hmotnostou okolo tejto osi:

I:It+m7"2,
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kde m je hmotnost telesa a r je kolmé vzdialenost faziska od osi otdcania. Ak zoberieme
Tubovolnt os neprechédzajicu faziskom, moment zotrvacnosti pacidla okolo nej bude urcite
VACSI, nez okolo rovnobeznej osi, ktord navyse prechddza taziskom. A teda ju urcite nechceme,
lebo nemoze byt optimalna.

Teraz budeme potrebovat poznat polohu taziska. To je nastastie trividlne — ttvar sa skladé
z dvoch identickych tseciek a ni¢oho iného, takze jeho fazisko bude musief lezat v strede
spojnice ich tazisk. To st celkom zjavne body B = [a/2,0] a C = [0,a/2|. Spriemerovanim
stradnic dostaneme polohu taziska T = [a/4,a/4].

Priamok, ktoré prechadzaju tymto bodom, je vSak stdle nekonec¢ne vela. Dokonca méame
eSte dva stupne volnosti — prvym je velkost uhla medzi rovinou L a priamkou (oznacime ho 0)
a druhym je natocenie v rovine L (ozna¢ime ho ¢).

Optimalnu velkost uhla 60,,;, uréime podobnou tvahou. UkdZeme si, ze ak zoberieme Iubo-
volnt int os, vzdy ju dokdZeme nejakou infinitezimalne malou zmenou trochu zlepsit.

Majme nejakt vSeobecnt os prechadzajucu taziskom. Pozrieme sa, ¢o sa bude diat s mo-
mentom zotrvac¢nosti, ked uhol # medzi 1iou a rovinou L o méli¢cko zmensime. Nech si vyberieme
TubovoIny bod pécidla, po zmenseni uhla sa jeho vzdialenost od osi otac¢ania takisto zmensi.!3
Lenze ak sa kazdy bod dostal blizsie k osi a hmotnost sa nezmenila, moment zotrva¢nosti sa
musel zmensit. Jedinou osou, ktort uz tymto spéosobom nedokazeme zlepsit, je priamka leziaca
v rovine utvaru.

Cize nasa hladana os ota¢ania prechidza cez faZisko a lezi v rovine L. Ostdva nam jediny
volny parameter, totiZz poloha priamky v rovine udana uhlom .

Avsak kym doteraz sme o ¢ hovorili iba ako o stupni volnosti, teraz uz budeme potrebo-
vat presne vedief, ¢o oznacuje. Povedzme, Ze to bude orientovany uhol medzi osou otacania
a suradnicovou osou z . KedZe méme celt priamku, sta¢i ndm uvazovaft interval (0, 7), dalsim
otaCanim uz ni¢ nové nevymyslime.

Zistit ho mozeme dvoma spdsobmi, bud si to narocne vypoditame alebo opif vyuzijeme
Gvahy. Oba sposoby, sme hodnotili plnym poc¢tom bodov. Pre jednoduchost uvedieme iba rie-
Senie pomocou uvah, to druhé je analogické bonusovej casti.

Kazdé teleso ma 3 hlavné osi otacania, ktoré st na seba kolmé a prechadzaju taziskom.
Aspon jedna z tychto osi patri do mnoziny tych, voc¢i ktorym je moment zotrvacnosti telesa
minimalny, a ak do tejto mnoziny patri iba jedna hlavna os, tak iba ona tvori t4 mnozinu.
Navyse, ak uvazujeme iba osi prechadzatce taziskom, tak aspoin jedna z hlavnych osi patri do
mnoziny, vo¢i ktorym je moment zotrvacnosti maximalny. Okrem toho, ak ma teleso nejaké osi
symetrie, tak jedna z nich je urcite hlavnou osou.*

Z predchadzajucich tvah ndm vyplyva, Ze maximalny moment zotra¢nosti, bude mat pacidlo
okolo osi, ktora je kolma na rovinu L. CiZe zvy$né dve hlavné osi sa budi urcite nachadzat
v rovine L. NaSe pacidlo je symetrické podla osi, ktord zviera so suradnicovou osou x uhol
@ = 7, Cize to je dalSia hlavnd os. Z kolmosti hlavnych osi vyplyva, Ze posledna je v rovine
L a zviera uhol ¢ = ?jf. Ani ratat nemusime a vidime, Ze prave voci tej poslednej osi, bude
moment zotrvac¢nosti minimalny.

13 Alebo vzdialenost ostane rovnaks — pre body na priamke kolmej na pévodni aj zmenent os.
14Toto sme mohli uviest ihned na zadiatku vzoraku a usetrili by sme si par odstavcov textu, no na opatku by
sme prisli o mnohé zaujimavé uvedomenia si. Podrobnejsie zdovodnenie tychto faktov najdete tu:

13 otazky@fks.sk
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Y
B = [0;a]
T =[a/4;a/4]
A = [0;0] === C-E@;O]

Obr. 7: Vyznacné body rovnoramenného pacidla, os otacania

Pri vypocte samotného I,,;, sa uz integrovaniu nevyhneme, no nie je to nic¢ strasné. Kazdy
kisok pacidla prispeva k momentu zotrvacnosti hodnotou d/ = dmr?. Konkrétne pre nase L-ko
zlozené z dvoch homogénnych tyci to bude:

Y 2 m
dl =\ (:c sin —) de = —2%dz,
4 4a
kde ) je dlzkova hustota a z je vzdialenost od osi pozdlz pacidla. Teraz tieto prispevky séitame
pre obe casti pacidla a dostaneme nas vytiuzeny vysledok:

g 375 2
2. m m |x° |2 ma
Lo =2 —2’d = — { }

Bonusova cast

Ako ste si mohli v§imnit, za nidjdenie minimalneho momentu zotrva¢nosti pre pripad a # b
bolo mozné ziskat dalsie 3 body, no vyzadovalo si to pomerne velké usilie.

Rovnako ako pre pripad a = b plati, Ze os musi prechiddzat faziskom L-ka a musi lezat v jeho
rovine, kedZe stale plati pouzitd argumentacia. Co sa viak zmeni, je pozicia taziska a optimélny
uhol, pod ktorym musime os viest. Budeme pouzivat rovnaku stiradnicova stustavu, takze konce
budi lezat na stradniciach [b, 0] a [0, a].

Premyslite si, ze pozicia taziska mé stradnice

b? a?
2(a+b)" 2(a+10)

Najprv sa pozrime ako zavisi moment zotrvacnosti I od tan «, kde uhol o definujeme medzi
osou otécania a ramenom s dlzkou b. Na to sa nevyhneme pouzitiu analytickej geometrie, a to
konkrétne vSeobecnej rovnice priamky v dvojrozmernom priestore. Na hodinach matematiky

sa dozvieme, Ze t4 ma tvar':

nr +nyy +p=20,

158 rovnicou sa mézete skor stetnit v tvare ax + by + ¢ = 0.
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kde konstanty n, a n, su zlozky normalového vektora priamky a konstantu p ur¢ime dosade-
nim bodu, ktorym priamka prechddza (fazisko). Normalovy vektor priamky ziskame lahko zo
smerového vektora. Jednym zo smerovych vektorov je vektor §= (—1,tan «).

Obr. 8: Vyznacné body réznoramenného pacidla, os otdcania

KedZe smerovy a normalovy vektor priamky st kolmé, t.j. §-7 = 0, tak pomerne lahko
si vieme vyrobit jeden z mnohych normélovych vektorov. Napriklad tak, Ze vymenime zlozky
vektora § a jedno znamienko.'® Vyhovujticim norméalovym vektorom je napriklad 7 = (tan «, 1).
Preto

n, = tana, ny, =1.

Dosadenim pozicie taziska uréime konstantu p:

b? a?
= —tana — ,
P 2a+b)  2(a+b)
a rovnicu osi otaCania v zavislosti na tan . Moment zotrvacnosti vieme vypocitat na ziklade
pouzitia vzorca na vypocet vzdialenosti bodu od priamky v dvojrozmernom priestore,

[nex + nyy + p|

Aigy) =
SN )

vvvvv

dz prislicha hmotnost dm = m/(a + b)dx, kedze predpokladdme, Ze péacidlo je homogénne.
Moment zotrvacnosti ramena s dizkou a, t.j. bodov so stradnicami [0,1], kde [ je z intervalu
(0,a), je tak'”

a

2 2 2
t . 1-1—t —
a , a(ana 0+ ana2(a+b) 2(a—|—b)) m
[(l = d[oz]dm: 3 dl.
0 = 0 tan“a + 1 a+b

16Takyto postup nam zarudi, ze skaldrny sadin vektorov je nula, a teda vektory s na seba nutne kolmé.
ot N 2. .
17Vyuzili sme, Ze |z|” je jednoducho 2.
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Obdobne pre moment zotrva¢nosti ramena s dlzkou b vypocitame moment zotrvacnosti ako

a

2 2 2
t I+1-0—-t —
, _/bd2 dm/b(ana i S TOE) 2(a+b)> m o
b 0 [LOp=E 0 tan?a + 1 a+b

Néas zaujima celkovy moment zotrvacnosti I, ktory je iba ich stc¢tom. Oba integraly v principe
nie je tazké vypocitat, vyskytuje sa v nom premennd, podla ktorej integrujeme iba v prvej
a druhej mocnine, no je Tahké sa v nom pomylit. KedZe verime, Ze to zvladnete aj sami, tak
uvadzame iba ich vysledok. Pri vypocte hodnot takychto, nie zlozitych, no dlhych vyrazov sa
oplati vyuzif nejaky softvér napr. open-source Octave, minimalizujeme tak pravdepodobnost
chyby sposobenej narabanim s takymito dlhymi vyrazmi. Dostaneme sa tak k hodnote momentu
zotrvacnosti okolo osi, ktord zviera s ramenom b uhol «

a* + 4a3b — 6a%b? tan o + 4ab3tan® o + b*tan? o

[ana = [a Iy =
t The=m 12(a + 0)2(1 + tan’a)

My potrebujeme najst také tana, pre ktoré je moment zotrvacénosti minimdlny, ¢o urobime

derivovanim.
dliana  tana(—a® —4a’b + 4ab® + b*) + 3a°0*(—1 + tan® o) 0
dtana 6(a + b)%(1 + tan a?)? e
KedZe neexistuje také o, pre ktoré tan? @ = —1, tak s pokojnym svedomim mézeme rovnicu

tymto vyrazom vynasobit, ¢im dostaneme kvadratickd rovnicu s koremmi

a* +4a3b — 4ab® — b* _ \/36a*b* + (—a* — 4a3b + 4ab® + b*)?
6a2b? + 6a2bh? '

tan Qext =

Este musime urcif, ktoré z tan ciy je skutone minimum, na ¢o potrebujeme druht derivéiciu
liana (Na to, aby i8lo o minimum musi byt kladna!). Taktiez je pekné si vysledok skontrolovat
priebezne napr. limtnym pripadom a = b, a skontrolovat si, ¢i sme zatial neurobili chybu. Pre
a = b dostavame tan . F 1,navyse kedze hladany uhol je zrejme ostry, tak vieme povedat, Ze
minimom bude koren s kladnym znamienkom. Ak ndm takyto argument nestaci, tak urobime
druht derivéciu a dosadime tam naspéit koren s kladnym znamienkom, dostaneme zasne pekny
viraz,'8 ktory je polynomidlnou funkciou a a b, no nastastie, vzdy je kladny. 1

18Naozaj ho tu nechcete mat. Sposobili by ste tym autorom vzoraku dalsiu bolest navyse. ..
9Vypodcitajte si a sktste si nechat vykreslit 3D graf. Pre koreii so zap. znamienkom je druhé deridcia naopak
vzdy zaporna, takze ide o maximum.
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Teraz nas tan ay;, dosadime naspif do .o a dockdme sa celkom dlhého zlomku. Kedze
vés ale nechceme tplne znechutit, tak niektoré ¢asto sa vyskytujice mnohocleny sme zasubsti-
tuovali.

(a —b)* — 6a%0%,
g(a,b) = (6a*6?)" + f(a,b)*,
h(a,b) = f(a,b) +/g(a,b),
h(a,b)*>  h(a,b)?
3 4 ) )
dab® + b* — \/g(a,b) + 2601 + 903

12(a +b)° (1 + %)

Imin =m
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