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Vzorové rieSenia a vysledky 2. série 3. ro¢nika

FX4 Spirala (Opravoval Bzdugo)

Fajo nasiel vo vesmire dlhy a velmi tazky valec s polomerom r. Na
jeho pldsti bol wviazany $pagdt s volnou dizkou L, s malym kamienkom
pripevnenym na druhom konci. Ako spravny fyzik, Fajo natiahol Spagadt
tak, aby sa uviazanym koncom prave dotykal valca, a kamienku udelil
rychlost v kolmi na $pagdt tak, aby sa zacal namotdvat v rovine kolmej
na os valca. Za aky cas sa Spagdt uplne namotd na valec?

Caute decka. Tato tlohu poslali len traja riesitelia, napriek tomu si
dovolujem tvrdit, Ze v tejto sérii bola snad vypoctovo najjednoduchsia.
Ako je to mozné, ked sa kamienok na konci pohybuje po akejsi Spiralu-
pripominajticej drahe? Je pravda, Ze draha vyzerd na prvy pohlad
hrozivo, ale nas vobec nemusi zaujimat jej tvar. Ukdzeme si, ako sa
dala tloha poriesit velmi jednoducho.

Mnohé tlohy sa velmi zjednodusia, ak najdeme nejaky zakon za-
chovania. Zd4a sa to neuveritelné, ale na$ kamienok sa bude cely ¢as
pohybovat pociatocnou rychlostou. Jediné sila, ktord nan posobi, je
tah v $pagate, a ten je kolmy na smer pohybu. Nekoné preto ziadnu
pracu a energia kamienka sa nemeni. KedZe sme vo vesmire, daleko od
gravitac¢nych poli a odporovych prostredi, jedinou relevantnou formou
energie je kinetickd energia. Navyse valec, o ktory je kamienok pri-
pevneny, je velmi tazky, takZze nebude odoberat skoro Ziadnu energiu.
(Rozmyslite si!) Rychlost kamienka sa preto menif nebude.

Maéame poznatok, s ktorym sa daji robit milové kroky. Obzrime si
situdciu na obrazku v ¢ase, ked dlzka nenamotaného povrazku je [ a
sledujme, ako sa zmeni situacia o cas dt.
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Filip Kubina riesil tato ulohu nasledovne: VSimnime si, ze za tento
cas sa Spagat otoc¢i o uhol da a o ten isty uhol sa otoc¢i aj bod, v
ktorom sa $pagat dotyka valca. Spagat sa skrati o ti svoju ¢ast, ktora
sa namota na valec, preto

dl = —rda.

V kazdom okamihu akoby sa Spagat otacal okolo bodu, kde sa dotyka
valca, rychlostou v. Mozno preto povedat, Zze uhlova rychlost kameria
okolo tohto bodu! je w = 7, kde [ je okamzita dlzka nenamotanej ¢asti
Spagatu. Z pohybu kamera koZzmo potom vycitat

v
da = wdt = 7dt.
Ak toto dosadime to vztahu pre skratenie volnej ¢asti Spagatu, dosta-
neme
v
dl = —rjdt.

Rovnicu rozseparujeme a zintegrujeme:

0 T
/ [dl = / —rovdt.
L 0

To vedie rychlou cestou k vysledku

L—2 = roT, cize T = L—2
2 2rv
Iny pristup k rieseniu zvolil a k spravnemu vysledku sa dopracoval
Jan Hermann. Pozrime sa na situaciu v rovine, kde sa namotava Spa-
gat. Ak si ju navysSe natocime tak, ze na zaciatku sa Spagat dotykal
valca v bode A = [r; 0] a kamienok bol v bode B = [r; L], kamienok sa
za¢ne pohybovat proti smeru hodinovych rudic¢iek. Volna cast Spagatu
bude mat v zévislosti od uhlu namotania o dizku [ = L — ar. Po-
lohu kamienka budua urcovat dva vektory: poloha bodu, kde sa Spagéat
dotyka valca vzhladom na stred valca a poloha kamienka vzhladom
na tento sty¢ny bod. Poloha kamienka v nasej stiradnicovej stustave je
dactom tychto vektorov, pouZitim ¢oho sa mozno dopracovat k rovni-
clam
r=rcosa— (L —ar)sina,

y=rsina+ (L — ar) cosa.

!Ten sa s ¢asom sice meni, ale to nie je ziadnou prekazkou.
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Ked sa uhol zmeni o da, obe stiradnice sa mélicko posunt a z Pyta-
gorovej vety mozno povedat, ze prejdend draha je

ds = \/(dz)2 + (dy)? = \/(jzy — (%)2(1@.

Na zaciatku bolo lano navinuté o nulovy uhol, na konci pohybu bude
navinuté o uhol % Prejdena draha je preto jednoducho

=) (&) -

Jediné, ¢o ostava, je poratat tie Skaredo vyzerajuice derivacie, umoc-
nit ich na druht a odmocnif. Clovek by si pomyslel, Ze to bude ne-
spocitatelné, ale mozZete sa presvedcit, Ze po vSetkych tychto tpravach
dostanete pekne vyzerajaci a zintegrovatelny vztah

el

L?
= — doo = —.
s /0 (L —ar)da o

Vieme, ze tGto drahu prejde kamienok konstantnou rychlostou v, takze

sa namota za c¢as )
S L

T=-=—.

v 2rv

Co viac dodat, prajem vela §fastia v tretej sérii!

FX5 Stavebnica (Opravoval Kubus)

Marcelka dostala na narodeniny sadu bodovych ndbojov velkosti ()
a k nim vsakovaké vizby. Hned sa pustila do vselijakyjch experimentov
a ma na vas tieto otazky.

a) Dva ndboje fixzujeme v priestore a treti nechame volne pohybovat
po nimi danej priamke. Akd je jeho perioda kmitov v rovnovdznej
polohe?

b) Styri ndboje fizujeme vo vrcholoch $tvorca, piaty nechdme volne
pohybovat v nimi danej rovine. Ndjdite jeho periddu kmitov v
strede stvorca.

c) Vymyslite konfigurdciu fizovanych ndbojov v priestore tak, aby
vznikla stabilnd rovnovdZna poloha pre dalsi ndboj, a vypocitajte
jeho periodu kmitov v nejakom smere.
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Zacnime pekne od zadiatku, najjednoduchsou castou a. PoloZme
si fixované naboje na os x do poldh R a —R. Je zrejmé, zZe jedina
rovnovazna poloha pre treti naboj fixovany na osi x je presne v strede
medzi nimi, teda v bode x = 0. Aka sila nan bude pésobit, ak ho
vychylime do inej polohy z? Z Coloumbovho zakona to bude

B Q? 1 1

47 ((R+ )2 (R— x)2> ’
rozmyslite si preco sedi znamienko sily (t.j. kladny smer sily je rovnaky
ako kladny smer polohy z). Toto sice nie je linedrna zavislost sily od
polohy, aktl by sme pre harmonicky kmitavy pohyb ocakavali, avsak
pre malé vychylky =, ked mozeme ¢leny 22, 23,... zanedbat, bude
zévislost priblizne linearna:

B Q* (R—x2)?>— (R+x)? N Q? —4Rzx - Q? .,
Cdmeg (R—2)2(R+2)? " 4meg R* T wegR3T

Uhlova frekvenciu kmitov zistime pomocou analégie s hmotnym bo-
dom na pruzinke, alebo si rovnicu upravime do Standardného tvaru

QQ

== wsomR3x

Napriklad dosadenim vsSeobecného rieSenia napriklad v tvare z =
Asin(wt) + Bcos(wt) zistime, ze harmonické kmity s uhlovou frek-
venciou kmitania w = /Q?/(meomR?) budu rieSenim tejto rovnice.
Perioda kmitov bude teda

2 eomR3  27wR
T1:_7T:27T memR® 2w
w Q? Q
V dvojrozmernom pripade postupujeme podobne; nech si fixované
naboje v polohéach [£; R, £2 R], potom bude z-ova zlozka sily pdsobiaca
na volny néboj v polohe [z, y|:

7T€()mR.

Z 1 X :i:l R
il 47"'50 T £ ) (y =) R)Q) \/(x +4 R)2 + (y ) R)Q’

kde posledny zlomok len vybera x-ovu zlozku. Pouzili sme pri tom
pekny zapis insSpirovany rieSenim Jana Hermanna, kde sc¢itavame cez
vSetky styri naboje, pouzivajuc indexy na rozliSenie znamienok pocha-
dzajucich z z-ovej a y-psilonovej sturadnice. Dalej uz len zanedbavame
vSetky cleny vyssieho radu a tiez pouzijeme prvoradovi aproximéaciu

4



(1+2)* = 1+ Az. (Pre odvodenie tohto vzorce si sktiste si lavii stranu
zderivovat.)

F _ Z Q2 (I :|:1 R)
T A e (0 B (s R
~ Z Q2 (SU :tl R)
= 4rreg (2R2 41 2Rx 49 2yR)3/2
2 (z £1 R) 31, 31
~ Z dmey (2R2)3/? (1F1 377 F2 25Y)
+1,42
Q? 3
~ ——(x+1 R — 2z
ilz,ﬂ;z 8\/§7T50R3( ' 27)
Q2
= - 7.
4\/§7T€0R3

V smere osi x bude teda stredny naboj kmitat s periédou

4+/2 3 2
T, = 2%\/ \/_ﬂgng = gR\/ 4 2megmR = 2547y

Kvoli symetrii to bude rovnako aj pre vychylku v smere y. VSimnime
si tiez, Ze sila F), nezavisi od vychylky y a podobne ani F, nezavisi od
x (do prvého radu). Preto budt malé kmity v osi x a y nezavislé, no
a kedZe ich periéda je rovnaka, mozZete si rozmysliet, Ze ndboj bude v
strede Stvorca harmonicky kmitat v lubovolnom smere a to s rovnakou
periédou Ts.

Ako to teda bude v priestore? Ak si napriklad skusite poratat silu
posobiacu na naboj blizko stredu kocky, zistite, ze nenulové ¢leny sa

objavuji az v tretom rade — Ziadne harmonické kmity sa teda neko-
naju. Ba ¢o viac, poloha v strede kocky nie je pre volny naboj stabilna.
A ak by ste ndhodou mali nervy hrat sa s dal§imi konfiguraciami, zis-
tite, ze ziadna nema stabilné rovnovazne polohy.

A dovod? Predstavme si, ze v nejakej konfiguracii nabojov v pries-
tore by vznikla stabilnd rovnovazna poloha pre dalsi naboj. Stabilné
poloha znamenad, ze pre dostato¢ne malé vychylky sa naboj z nej vy-
chyleny vrati naspit. Ak by sme si teda nakreslili dostato¢ne mala
gulovi skrupinu (sféru) okolo tejto polohy, sila pdsobiaca na nas naboj
() by musela posobit smerom dovnutra. Ak je (Q > 0, to by znamenalo,
ze elektrické pole na sfére smeruje do jej vnutra, a teda jeho plosny
integral po nej je zaporny. Lenze Gaussov zakon nam potom hovori,
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ze celkovy naboj vnitri tejto stéry je zaporny — to vsak nie je mozné,
kedZe vnutri je len prazdny priestor a nanajvys nejaké z fixovanych
nabojov @ > 0. (Ak @ < 0, argument je podobny.)

Inymi slovami, v neexistuje elektrostaticky vytvorena stabilna rov-
novazna poloha. Dalo by sa eSte namietat, ako je to mozné, Ze sme
v predoslych dvoch castiach dve také polohy nasli. Je to mozné len
kvoli tomu, Ze sme volny naboj viazali do danej priamky alebo ro-
viny. Ak by sme napriklad naboj zo situacie so stvorcom nefixovali v
jeho rovine, poloha v strede stvorca by bola labilna v smere kolmom
na tato rovinu. Naboj by stale vedel kmitat v rovine Stvorca, ale pri
Tubovolnom vychyleni z tejto roviny by usiel do treticho rozmeru. . .

FX6 Romanticka (Opravoval Jakub)

Bea neddvno c¢itala Malého Princa a rozhodla sa, Ze aj jej sa velmi
pdcia zdapady slnka. Aby jej vsak nezovsedneli a aby si ich patricne
vychutnala, odstahovala sa na severny pol. Tam je totiZ zdpad slnka
len raz za rok, a navyse trvd sakramentsky dlho. Ozaj, ako dlho?

Tento priklad vyrieSim za vydatnej pomoci vektorov a Sikovnych
operacii s nimi.

Oznacim si n jednotkovy vektor v smere zemskej osi. Tento vektor
je kolmy na povrch Zeme na pdloch. Teda je to normaéalovy vektor
dotykovej roviny severného pdlu. Dalej ozna¢im r polohovy vektor
Zeme voci Slnku. Vektor r predeleny svojou dizkou bude jednotkovy
vektor v smere zo Slnka do stredu Zeme, oznac¢im ho u. Potom plati,
ze skalarny sacin n-u = cos(m—a) = — cos a, kde uhol « je uhol medzi
zvislicou na severnom poéle a spojnicou Zem-Slnko. Nasou tlohou je
najst ¢as, za ktory sa tento zmeni z hodnoty 90° — v (vtedy sa slneény
kotu¢ dotkne obzoru) na 90° + v (vtedy sa prave cely slnecny kotué
dostal pod obzor), kde v ~ 16 je zdanlivy polomer Slnka zo Zeme.

Ostéava nam vhodne vybrat siradnicovi ststavu (tG chceme pra-
vouhld, aby skalarny sucin jednotkovych vektorov udaval skutocne
kosinus uhla nimi zovretého!), ur¢it vektory n a u, z nich skalarny si-
¢in a sme skoro hotovi. Pociatok mojej stistavy umiestnim do stredu
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Slnka. Smery stradnicovych osi zvolim tak, ako je to znazornené na
obr.2, ktory dokumentuje situdciu na jesennii rovnhodennost (23. sep-
tember) — kedy na severnom pdle zapada slnko: rovina zy je teda
rovina ekliptiky (v nej lezi trajektoria obehu Zeme okolo Slnka), Zem
v Case jesennej rovnodennosti lezi na kladnej poloosi . Na rovnoden-
nost st vektory n a u na seba kolmé (< n - u = 0), preto vektor n
musi mat x-ova zlozku n, = 0. Jeho zvysné komponenty uréim lahko,
lebo viem, ze s normalou ekliptiky (d& sa zapisat pomocou vektora
(0;0;1)) zviera uhol ¢ ~ 23°30". Os y je kolma na x a jej orientéciu
som zvolil tak, aby priemet vektora n do y-ového smeru bol kladny
(= aj rychlost Zeme na rovnodennost bude mat kladna y-ova zlozku).
Os z je kolma na ekliptiku a kladna poloos smeruje nahor.

V nami zavedenej baze vyjadrim vektory pri aproximacii obeznej
drahy Zeme okolo Slnka kruznicou a zanedbani pohybov zemskej osi:

n = (n,;ny;n.) = (0;sing; cosy) — vektor zemskej osi, resp. nor-
maéla dotykovej roviny na pdle (konstanta v case),

u = (Ug;uy;u,) = (cos %;sin %;O) — vektor od stredu Slnka do
stredu Zeme, kde T je periéda obehu Zeme (= 1 rok) a t je ¢as uplynuly
od niektorej jesennej rovnodennosti. Potom

, . 2wt
n-u=n;ly + Nyly + N U, = SIN Y SIN T

Ak t; je Cas, kedy sa slnecny koti¢ dotkne horizontu, a ty cas,

kedy sa slne¢ny kotu¢ akurat ponara pod horizont, tak samotna doba

zapadu slnka je At =ty — t1. Pre Casy t; a to mam podmienky

27t
singpsin% = —c0s(90° — v) = —sin"y,
27t
sin ¢ sin % = —c0s(90° + ) = sin~.

Samozrejme, Ze rieSenia t; resp. ty nas nezaujimaja vsetky (sledu-
jeme iba zdpad v jednom roku, v dalSom by sme uZ boli premrznuti
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na kost :-)), zjavne iba tie z rozsahu (—7/2;7/2) a preto dostavame
jediné rieSenie

arcsin 2 7 aTCSin(—:ii%) arcsin :Lrll s
At =ty —1; = =T — =T = ~T ~ 32, 5h.

27T 2m T

Pri vy¢islovani si treba dat pozor na to, kedy pocitame s radidnmi a
kedy so stupnami.

Zanedbavam: ohyb svetla pri prechode atmosférou (prave pri po-
zorovani objektov nizko nad obzorom je najmarkantnejsi, chyba moze
dosiahnut az rad hodin!), excentricitu (elipti¢nost) obehu Zeme okolo
Slnka, rozmery Zeme voci vzdialenosti Zem-Slnko, precesiu a nutaciu
zemskej osi, obeh Zeme okolo spolo¢ného taziska Zem-Mesiac, sla-
pové javy, zakrivenie povrchu Zeme v mieste pozorovania (teda pred-
pokladam, Ze pozorovatel je nizko nad povrchom) a pravdepodobne
eSte mnoho iného. Napriek tomu si triafam tvrdit, Ze sme dostali dost
presny vysledok. Nothing else matters...

Iny spravny pristup k rieseniu tohoto problému spociva v tom, ze
ak zanedbame pohyby Zemskej osi (precesia, nutécia), tak dotykova
rovina na pole sa voéi vztaznej ststave spojenej so stredom Slnka ne-
naklapa, ale len postva. A zapad slnka trva v takomto modeli prave od
vtedy, ked sa dotykova rovina dotkne jedného okraja Slnka, az pokym
sa nedotkne toho druhého. Nakolko vieme, Ze uhol medzi normélou do-
tykovej roviny a normalou ekliptiky je ¢, tak vieme povedat, o kolko
sa Zem musela pohnatf (v smere uréenom priemetom zemskej osi do
ekliptiky), aby dotykové rovina pdlu ,prerezala® celé Slnko (vzdiale-
nost rovnu jeho priemeru D) [ = D/sinp. No a tato vzdialenost je
tetivou oblika (ak aproximujeme drahu Zeme kruznicou), po ktorom
sa Zem pocas zapadu slnka na pdle pohybovala. Dostavame cas

2R arcsin s2—

in D
At = ZLLLLAPN _ ~32,5h.
VZem VZem SN

Este jedna poznamka: Hoci presné rovnice (v sulade s horeuvede-
nymi aproximaciami) nedavaju pekné rieSenie pre vysku slnka 3 na
poludnie pocas roka, rieSenie tohoto problému v tvare 8 = 7/2 — 0 —
@ sin =~ 21t pre miesto severne od obratnika Raka (juznejsie sa vo vy-
raze menia znamienka) na zemepisnej Sirke ¢ dosahuje pre pozemské

parametre presnost lepsiu ako 18’ Pouzitlm tohto priblizenia sa dalo

arcsm

dospiet k slusnému vysledku At = 2——=2T ~ L T 32h. Treba
poznamenat, Ze toto pribliZenie platl len preto, ze pre nase ¢ plati
relativne presne sin ¢ ~ ¢. Vztah 3 = 7/2 — 6 — arcsin(sin ¢ sin 22) je
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presny pre nas zjednoduseny model. To vidno pre pol z nasho starého
znameho skalarneho stcinu n - u, ktory vsak je malo nazorny. Preto
pridavam este jeden obrazok, kde sa na situaciu pozerame z dotykove;j
roviny severného polu.

dotykova
rovina
sev. poélu

Trajektoria Slnka je kruznica leziaca v rovine zvierajtcej s nasou ro-
vinou pozorovatela uhol . Vyska slnka nad obzorom je § = arcsin %.
Vysku H si v8ak viem jednoducho vyjadrit z tych pravouhlych tro-
juholnikov. Vyznaceny trojuholnik je v rovine kolmej na priesecnicu
dotykovej roviny s rovinou obehu Slnka okolo severného pdlu (teda je
v rovine kolmej na obe spomenuté roviny), preto tam vystupuje prave
uhol, ktory zvieraju tieto dve roviny, ¢ize ¢. Ak eSte dodam zavislost
o= % pre rovnomerny pohyb Slnka po kruznici, tak dostanem stary

zZnadmy vyraz
.. 2wt
[ = arcsin(sin ~ sin ©).

A len tak mimochodom, ked uz vieme vysku slnka na pdle, v Tubo-
volnej zemepisnej Sirke # bude na poludnie vyska slnka len posunuté
o m/2 — 6. (Na rozdiel od pdlu, toto naozaj plati len na poludnie, t.j.
ked st vSetky Ciary na obrazku v jednej rovine.)

RS

Q

sev. pol « B
dotykova rovina sev. polu

O /2-0+p

dotykovy plast kuzela 1 rovnobezky (zem. sirka 6



Vysledkova listina FX po druhej sérii.

# Riesitel FX1-3 FX4 FX5 FX6 >
1. Filip Kubina 12.5 5 3.5 1 22
2. Jan Hermann 5 5 4.5 14.5
3. Lukas Konec¢ny 5 - 4 5 14
4. Lucia Simanova 7.5 1.5 1.5 1 11.5
5. Michal Spisiak 10 - - - 10
Peter Vanya 2 - 3.0 4.5 10

7. David Vendel 5 - - - 5
8. Samuel Hapak 3.5 - - - 3.5
9. Ivan Burmister - - - 1 1
Michal Hojcka - - - 1 1
Peter Ondac¢ 1 - - - 1

12.  Zuzana Horvathova 0 - - - 0
Fugen Hruska 0 - - 0 0
Barbora Sedlackova 0 - - - 0
Alena Cerné 0 - - - 0
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