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FX [f:ks]

Vzorové riesenia a vysledky 4. série 4. ro¢nika

Mili riesitelia! Ako sa to uz vo FX stava zvykom, okrem striktne
vzatych vzorovych rieSeni (t.j. rieSeni, ktoré by dostali plny pocet bo-
dov) Vam prinadsame aj obsiahlejsie vysvetlenia tematiky a myslienok
tykajucich sa rieSenych prikladov. Nezlaknite sa preto rozsahu tychto
Lvzordkov“, a ak vam tak bude lahSie, berte ich skor ako velmi uzi-
tocny ucebny text, uréeny na viac nez letmé precitanie pondhlajic sa
smerom k vysledkovke. Vela zabavy!

FX10 Gula (Opravoval Jakub)

Vila Amadlka si svoju kristdalovi qulu poloZila na velky stol pokryty
obrusom. Ked mala sldvnostni ndladu, velkolepo strhla obrus zo stola
(vodorovnym pohybom). Akd bude rychlost gule po tom, ako na stole
prestane preSmykovat? MoZete predpokladat, Ze toto sa stane este pred-
tym, ako spadne zo stola, a Ze qula pri strhani obrusu neposkakuje.
Polomer gule je R, hmotnost M, koeficient trenia o obrus fi a o stol

fa

V nasledovnom texte budem nasu kristalova gulu povaZovat za
dokonale homogénne teleso. Moment zotrvacnosti homogénnej gule
vzhladom na Tubovolni os prechddzajicu jej stredom (ktory je tiez
taziskom) je I = 2MR?, kde M a R st veli¢iny zndme zo zadania.
Popisovat ju budem pomocou modelu tuhého telesa. Stuistava spojena
so stolom bude pre mna inercialna.

Pocas trhnutia, ak je dostato¢ne prudké, bude gula zrejme presmy-
kovat. Ak je vSak trhnutie iba také relativne pomalé potiahnutie, tak
sa moze stat, ze gula preSmykovat nebude. NepreSmykovaniu sa dé tiez
pomdct zvysSenim koeficientu trenia f;. KedZe bez konkrétnych tdajov
nevieme povedat, ktora z moznosti sa bude realizovat, tak by sme mali
rozobrat vSetky moznosti. AvSak tych je mnoho, lebo zadanie Ziaden
konkrétny priebeh zrychlenia obrusu nepredpisuje. Takze obrus mo-
zeme najprv trhnat a dalej uz len pomaly zrychlovat. A celé to nemusi
prebiehat len v jednom smere — mozeme najprv trhniat jednym sme-
rom a potom esSte aj smerom kolmym nan, napriklad. Podrobné ana-
Iyza vselijakych pripadov by bola zna¢ne komplikovana a oSemetna,
a ako ukazeme, aj zbytocna. My sa pokusime vyrie§it vSetky pripady
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stcasne. Zvladneme to pre fubovolné trhnutie v rovine obrusu (s lubo-
volnym priebehom vektora zrychlenia obrusu) a este aj pre lubovolny
zékon trenia. Citatelovi predkladdme 2 rézne rieSenia:

A. Riesenie na zaklade dynamiky tuhého telesa insSpirované Micha-
lom Spisiakom.

B. Formaélna analyza situacie z pohladu zdkona zachovania momentu
hybnosti.

Vystraha! V dalSom texte sa to bude hemzit vektormi. Budeme
ich znacit tuénym pismom (napriklad vektor rychlosti v o velkosti v),
a budeme s nimi operovat najméi pomocou vektorovych, resp. ska-
larnych stucinov. Odportcam citatelovi pripomenut si zakladné vlast-
nosti tychto vektorovych operacii. Taktiez sa tu vyskytna derivacie
a integraly vektorovych veli¢in, ktoré su zavedené velmi prirodzenym
sposobom, hla:

dt dt ' dt 7 dt

/BAF(t)dt = </BA Fy(t)dt, /BA F,(t)dt, /BA Fz(t)dt>,

A. RiesSenie na zaklade dynamiky tuhého telesa insSpirované
Michalom Spisiakom.

dF(t) _ <de(7§> dF,(t) dFZ(t)>

Ulohu budeme riesit v inercialnej vztaznej ststave spojenej so sto-
lom.

Na gulu posobia pocas celého pohybu (az pokym neprestane pre-
Smykovat) prave 3 sily: tiazova sila (Fg), normélova sila od podlozky
(Fn) a trecia sila od podlozky (Fy). Kedze gulka podla zadania nenad-
skakuje, tak v kazdom okamihu musi platit, Ze zvisla zlozka vyslednice
posobiacich sil ju nulova (teda tiazova sila je vzdy kompenzované nor-
maélovou silou)!. Vodorovna zlozka vislednice je potom samotn4 trecia
sila a teda zrychlenie taziska gulky je ar(t) = FtT(t) (tu treba upozornit
na to, ze trecia sila je vo vSeobecnosti funkcia ¢asu — ¢im vyrieSime su-
Casne preSmykovanie i nepreSmykovanie — moéZze menit velkost i smer,
vzdy vSak lezi v rovine stola).

1Uprimne povedané, plati to tak skoro vzdy. Ked gulicka schadza z obrusu, tak zrejme trosku meni
svoju vysku. Dalej sa ukéZe, 7e tento pristup rieSenia je viak vo svojej podstate voéi zvislym sildm tplne
necitlivy. Postacujuce je, ak trecia sila je vodorovna.
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F&# ; trhnutie |

Dalej zistujme, ¢o sa bude diat s ota¢anim gulicky. To je celkom
jednoduché, lebo v nasom jednoduchom pripade (gula je tzv. sféricky
zotrvacnik, ktory je charakteristicky tym, Ze ma moment zotrvacnosti
I vzhladom na kazdt os prechadzajicu taziskom rovnaky) plati pre
moment sily Meelk(t) a moment hybnosti L(¢) poc¢itany vzhladom na
tazisko tuhého telesa Gplne vSeobecne (dokaz mozno najst v B.
Casti)

d d

Moa(t) = —L(t) = —(Iw(t)) = Ie(t).

V tomto vztahu Mk (?) znaci celkovy moment sil pdsobiacich na dané
teleso urceny vzhladom na stred (fazisko) gulicky v ¢ase ¢; L(t) je mo-
ment hybnosti telesa pocitany tiez vzhladom na stred gulicky; I je
moment zotrvacnosti telesa vzhladom na os prechadzajicu faziskom;
vektor w(t) = w(t)n(t) (kde n(t) je jednotkovy vektor) je vektor uhlo-
vej rychlosti otdcania, pricom jeho velkost w(t) je to, ¢o sa bezne pod
pojmom uhlova rychlost mysli, a jeho smer dany vektorom n(t) urcuje
os otacania; e(t) je prva Casova derivacia w(t), ¢ize vektor uhlového
zrychlenia a v pripade, Ze smer mé totozny so smerom w(t), tak jeho
velkost je ndm bezne zname uhlové zrychlenie.

V pripade zobrazenom na obrazku hore je vektor Mcenc @ s nim aj €
kolmy na obrazok (to je dané tym, Ze trecia sila lezi v rovine obrazka).
Celkovy pdsobiaci moment vzhladom na tazisko gulky je dany len
momentom trecej sily (ostatné sily lezia na priamke prechadzajtcej
taziskom). Plati Mecek(t) = ro x Fi(t), kde vektor rg je zvisly vektor
o dlzke R z faziska gulicky do jej dotykového bodu (v kazdom ¢ase

rovnaky). Tento moment jej teda udeluje uhlové zrychlenie (t) =

Mcelk (t)
—I .

Je zrejmé, ze gulka v nejakom konecnom case (oznacim ho 7T') pre-
stane presmykovaft. Dalej sa bude pohybovaf rovnomerne priamoéiaro.
Trenie na nu potom uz nebude posobit. Ked sa to stane, tak dotykovy
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bod bude voci stolu nehybny, ¢o zapiseme rovnicou
Vo (1) = v(T) + Voby(T) = v(T) + w(T) X rg =0,

ktora vyjadruje, ze rychlost dotykového bodu vzhladom na stdl napi-
sand ako vektorovy sucet rychlosti taziska vzhladom na stdl a obvodo-
vej rychlosti dotykového bodu okolo osi prechédzajtcej taziskom (to
si uz kazdy na prstoch overi, Ze to je presne ten druhy ¢len) je nulova.
Pritom ale vieme, ze

T 1 T
VT = /0 aT(t) dt = M/O Ft(t) dt,

a tiez vieme (posledné tprava vyuziva fakt, ze vektory Fi(t) a ro st
na seba v kazdom case t kolmé)

Voby(1T') = w(T) X 1o

= [/()Ts(t)dt] X T
:/OT{—[“’ X]Ft(m x rg} dt

2 T
B R a
I Jo

-----

Vro(T) = v (T) + Voby (T)

_ {% + R;] /OTFt(t) dt

7 T
5M/0 (f) dt =0

To ale znamena, Ze v ¢ase, ked gulka prestane presmykovat, je celkovy
impulz trecej sily fOT Fi(t)dt a s nim aj rychlosti vp(7T), von (1) a
nutne aj uhlova rychlost otdc¢ania w(7") nulova. Gulka zastane.
Slovne sa to d&4 okomentovat tak, Ze trecia sila F v kazdom okamihu
sposobuje zrychlenie taziska ap = % v smere pOsobenia trecej sily a

sucasne zrychlenie obvodovej rychlosti dotykového bodu gule aghy, =

g—ﬁ/} v rovnakom smere. Pomer tychto zrychleni je v kazdom case

konstantny (konkrétne %) Fakt, ze koleso v ¢ase 1" nepresmykuje, je
ekvivalentny s rovnostou v (7)) = —vepy (7). Potom je uz jednoduché
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nahliadnut, Ze ak

2
arp(t) = gaobv(t) pre vSetky ¢t € [0, 77,
vr(0) = Vopy(0) =0 a zaroven
v(T) = —vopv(T),
potom nutne
VT(T) =0
Uobv (t)
vr (t)
=
Uy

Este lepsiu predstavu si ¢lovek moze urobit pomocou ilustracného
obrazku, ktory zachytava krivku rychlosti taziska a obvodovej rych-
losti dotykového bodu. Je tam vyznaceny stav v ¢ase ty. Pri pohlade
na tento obrazok by uZz kazdému malo byt jasné, Zze ak pozadujeme
rovnost vr(7T) = —vony(7T') v nejakom case T, tak to nutne v nasej
situédcii znamena vy (7)) = 0.

Rezultat: Gulka ostane naveky nehybna za predpokladu, Ze
sa sprava ako tuhé teleso a trecia sila (inak Iubovolnd) lezi vzdy v
rovine stola.

B. Formalna analyza situacie z pohladu zdkona zachovania
momentu hybnosti.

V tejto ¢asti sa na situdciu pozeram z inercidlnej vztaznej sustavy
spojenej so stolom. Jej pociatok umiestnim do Iubovolného bodu na
povrchu stola, ktory oznac¢im A.

Zacnem zlahka pripravou aparatu. Bude to zahfnat dokladné odvo-
denia znamych vzorcov otacavej mechaniky tuhého telesa. Nerobime
to zbytocne — totiz, tie zname vzorce platia zvycajne iba v Specialnych
pripadoch.

Oboznamme sa najprv s modelom tuhého telesa. Tuhé teleso je
absolutne nedoformovatelné, so stalymi vzajomnymi vzdialenostami
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vSetkych jeho bodov. Samotné teleso si predstavim ako stustavu N
(predstav si mnoho) hmotnych bodov s hmotnostami m; nachadzajt-
cimi sa v mieste danom polohovym vektorom r;(¢). Potom vektor do
taziska viem urcit ako vazeny priemer
N N

o Zizlmiri(t) o Zz’:l m;r;(t)

N h— .
D i1 M M
Dalej si definujem polohovy vektor i-tej ¢astice s poc¢iatkom v fazisku
ako p;(t) = r;(t)—rr(t). Je jasné, ze vdaka nedeformovatelnosti tuhého
telesa sa jeho dlzka nebude menit. Tiez je Tahko nahliadnut, Ze

Zmlpl Zml[rZ —rp(t ZmlrZ — Mrr(t) = 0.

Ak méame teleso, ktoré sa otaca okolo osi prechadzajicej taziskom,
tak rychlost i-tej Castice bude (da sa Tahko preverit)

vilt) = velt) +w x pi(t).

Teraz spocitame moment hybnosti tuhého telesa vzhladom na Iu-
bovolny bod:

Zmlrl ] X vr(t) + Zri(t) X m;[w X p,;(t)]

= Mrp(t) x va(t) + Y [ro(t) + p;(t)] x mifw x p;(t)]

1=1

= Mrr(t) x vp(t) + ro(t) X {w X [Z mz’pi(t)] }

£ mipi(t) x [w x pi(t)



Nuz, prvy clen je uz v koneénom tvare, druhy je nulovy. Ostava
treti, s ktorym vybabreme jednoducho, lebo mame teleso, ktoré je
symetrické vo¢i osi prechadzajicej jeho stredom (a to dokonca lubo-
volnej). TotiZ ten ¢len pre teleso symetrické voci osi urcenej vektorom
n nadobudne tvar

e

Preco to tak je? Majme teleso symetrlcke okolo osi danej jednotko-
vym vektorom n, ktorého sii¢astou v nejakom case t je bod o hmotnosti
m. Jeho polohovy vektor z taziska si rozlozme ako p = p, + p,, kde
Pn = (p-n)n je vektor v smere osi n a p, je kolmy nan. Vdaka symet-
rii vieme, Ze v danom case t je urcite sucastou telesa aj bod naproti
nasmu bodu (vynimkou by bol bod, ktory lezi na osi, ¢o je trividlny
pripad) s polohovym vektorom z faziska

P =pPn—P =Py (pP—pn)=2(p-n)n—p

a rovnakou hmotnostou m.

Podme spocitat, ako vyjde ten treti ¢len (oznac¢im ho L') pre tieto dva
hmotné body nasho telesa:

N
L'=uw Zmlpl(t) X [0 x p;(t)]

/

=mw{p x [nx p|+p' x [nx p'l}

=mw{p x [ xp]+[2(p-n)n—p] X [nx[2(p-n)n— p|]}

=mw {p x [n x p] = [2(p-n)n - p] x [n x p|}

=2mw{[p — (p-n)n] X [n x p|} =2mw {p, x [n x pl}.
Na citatela nechavam dokaz (staci preverit, ze velkost, smer a orien-
tacia vyslednych vektorov je zhodné; resp. preverit analyticky, Ze jed-
notlivé zlozky sa rovnaju), ze sa to rovna

L' = 2mw|(p x n)’n] = 2m|p [*w.
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Potom ale pre symetrické teleso plati skutocne to, ¢o sme tvrdili vyssie.
Vysledny moment hybnosti tuhého telesa symetrického voci osi, okolo
ktorej sa toci, teda je

L(t) = MI‘T(t) X VT(t) + lw.

Dalej podme zderivovat moment hybnosti L podla ¢asu:

d d [& d [
0= [Z Li(t)] =% [z; ri(t) x mz'Vz'(t>]

X m;v;(t) + r;(t) x m; g
[Vl(t) X mlvl(t) + I'z(t) X m,az(t)]
[0+ r;(t) x Fy(t)]

M, (t) = Mce(?).

I
IM=iM=I[M=1[]= &

Duafam, ze vysledok nikoho neprekvapil. Hoci to z rovnic vidno,
napisem este po ludsky, Ze ten celkovy moment Mcek(t) pdsobiacich
sil nAm vyjde vzhladom na rovnaky bod, vzhladom na ktory sme mali
urc¢eny moment hybnosti L(t). Tiez treba povedat, Ze celkovy moment
sily pdsobiaci na tuhé teleso je determinovany iba silami posobiacimi
na teleso zvonku. Ak by to tak nebolo, tak by sa tuhé teleso mohlo
samo od seba roztocit, ¢o by bolo prinajmensom ¢udné.

Spojme posledné 2 vztahy dokopy. Zamerajme sa nejaky fixovany
Cas t (a preto zavislost veli¢in od neho nebudem v tomto odseku ex-
plicitne pisat). Uvazujme pritom moment hybnosti a celkovy moment
sil uréeny vzhladom na tazisko. Potom rt = 0 a v rovnici pre L bude
prvy ¢len nulovy. Pre teleso, ktoré ma moment zotrvacnosti I vzhla-
dom na tazisko rovnaky okolo Tubovolne natocenej osi, je potom [
konstanta (to je pripad nasej gule). Dostavame vzorec, ktory sa nam
zisiel v casti A.

Mcelk = Ie
Co vsak v pripade, Ze mame iba teleso symetrické okolo aktualnej osi
otac¢ania?? Potom plati L = Jwn. Nuz, ak by sme vedeli zarudit, Ze sa

2Ideme odvodit rovnicu pre tie najbeznejsie stredogkolské pripady!
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nam os otacania nebude menit, tak potom by to snad mohlo fungovat,
no nie? No ano! Predpokladajme, ze mame celkovy moment sily Mceix
v smere osi otac¢ania® n. Potom vektor zmeny momentu hybnosti m4
tiez smer n. Vdaka tomu zotrva aj moment hybnosti v tomto smere.
S nim ostane v tomto smere, samozrejme, aj os otacania a teda aj
zmena vektoru uhlovej rychlosti je v tomto smere. Suméarne mézeme
konstatovat, Zze rovnica Mo = I€ plati aj v tomto pripade.

Teraz konecne prisiel ¢as, ked sa od tedrie vratime k nasSmu pra-
chom zapadnutému prikladu. Totiz, pocas celého deja je moment sil
posobiacich na gulu vzhladom na bod A (pripominam, Ze je to bod
na povrchu stola a situdciu skiimame z inercidlnej vztaznej ststavy)
nulovy! Potom ale moment hybnosti gule musi byt konstantny (jeho
Casovd zmena je nulova) a konkrétne nulovy (lebo pred trhnutim je
nulovy). Preverme to podrobnejsie: obrusom mézem trhat Tubovolne
rychlo, akymkolvek smerom — ak sa mi spodok gule bude drzat v ro-
vine stola, tak trecia sila bude lezat v nej a jej moment sily vzhladom
na A bude cely ¢as nulovy. Zaroven to implikuje, Ze vyska taziska gule
je nemenné a teda nutne vertikalne zlozky vsetkych posobiacich sil sa
vzajomne kompenzuju. To je ale ekvivalentné s tym, ze cely cCas je tia-
zovéa sila rovnako velka ako normalova. Kedze lezia na jednej priamke
(ich pdsobiska st presne nad sebou, posunuté v smere ich posobenia),
tak ich momenty sa akurat rusia.

Predpokladajme, Ze gulka sa po trhnuti a preSmykovani na stole
dopracuje do stavu, ked sa jej tazisko hybe rychlostou v a ona nepres-
mykuje. Aby sme sa neprepracovali, tak si vyberme bod A (moZem si
zvolit predsa Tubovolny bod povrchu stola) tak, aby lezal na priamke
danej polohou gulky v Tubovolnom case, ked uz dopreSmykovala, a
smerom v. Dalej si stistavu nato¢im tak, aby sa mi gulka hybala po
x-ovej osi. Os z nech je zvisla orientovand nahor a os y bude po-
tom kolma na os x leziaca v rovine stola s orientaciou takou, aby su-
stava bola pravotociva. Vid obréazok nizsie. Potom plati v = (v, 0,0),
w=(0,w,0) =wé?arr(t) = (r.t),0,R).

3V pripade fixovanej osi vzniknu v tchytoch sily, ktoré zabezpeéia, ze celkovy moment sil na teleso bude
v pozadovanom smere (Co pre teleso nesymetrické voéi osi otdc¢ania nemusi byt smer osi otacania).
Kde &3 = (0,1,0) je len prepychové pomenovanie pre jednotkovy vektor v smere osi y.



Dotykovy bod gulky (v kazdom okamihu iny) dany polohovym vek-
torom z taziska p = (0,0, — R) musi byt nehybny, ¢o zapiSeme rovnicou

v+wxp=0 & v =wnR.
A nas tromf, moment hybnosti:

L(t) = Mrp(t) x vop(t) + Iw
= MRvéy + [wés
= [MR* + I|wé, = 0,

z ¢oho w = 0.

Odpoved: Nech trhidme ako chceme, pokial gulka neza¢ne poskako-
vat, tak po istom case na stole zastane. To by bolo vSetko. Vysledok je
uplne exaktny, avsak len pre tuhé teleso a aproximaciu nulovej hriabky
obrusu®. Opaf mézeme konstatovat, ze trecia sila moéze byt tiplne
ITubovolna — nemusi respektovat vztah F; = fF),, ktory je sice velmi
jednoduchy, ale zato zna¢ne neseriézny!®

PS1: Ak by nasa gulka nebola tuhé teleso, ale deformovatelné teleso,
tak to radsej neriesim. To je uz skutocna fyzika. Toto je FX. :-)

PS2: Vsimnite si drobny rozdiel v podmienkach platnosti v jed-
notlivych castiach! V Casti A. sme pozadovali, aby trecia sila bola v
kazdom ¢ase vodorovna. V B. sme Ziadali, aby gulka nenadskakovala
a zaroven sme potrebovali nulova hrabku obrusu.

5Co sme ticho predpokladali cely ¢as v B. ¢asti. Inak by trecia sila na stole alebo podlozke mala nenulovy
moment sily.

Pre informéciu: o ¢osi slunejsi a presnejsi vztah Fy = f(v)F, pouzivaju technici; tu je koeficient trenia
pre dvojicu styénych materidlov nejaka (zvycajne jednoduchd) funkcia rychlosti v.
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FX11 ZIab (Opravovala Marcelka)

Basa si na zdhrade postavila dlhy Zlab na odvod vody. Jeho sirka je
b a sklon «. Ked sa raz rozprsalo, v Zlabe tiekla voda pridom o vyske
h (meranej kolmo na dno Zlabu). Aky bol prietok vody Zlabom, ak jej
priudenie povaZujeme za lamindrne? MoZete predpokladat h < b.

Najprv si povieme nieco o viskozite. Ak kvapalina nema vo vSetkych
miestach rovnaka rychlost, vznikaju v nej trecie sily — kvapalina sa
,brani“ pohybu. Zo sktsenosti vieme, ze niektoré kvapaliny sa brania
pohybu viac, iné menej: napriklad med tecie velmi pomaly, ale voda
tecie rychlo. Viskozita je vlastnost kvapaliny, ktora hovori, aké velké
si vnutorné trecie sily v pohybujucej sa kvapaline. Preto veta ,,med
teCie pomaly® sa d4 nahradit slovami ,,med méa velk viskozitu*.

Predstavme si nasledujuci experiment: zoberieme si dosku s plo-
chou S, polozime ju na vodu s hibkou h a za¢neme ju tahat tak, aby
doska mala rychlost v. MéZeme si odmerat silu F', ktord je potrebna
na takéto tahanie. Je oCakavatelné, ze ¢im vic¢sou rychlostou chceme
dosku tahat, tym vicsiu silu na to budeme potrebovat. Naproti tomu,
¢im tensia je vrstvicka vody, tym to pdjde tazsie (fahat nejaka platiiu
v bazéne je lahsie ako tahat ju po milimetrovej vrstvicke vody). Po-
trebna sila tiez zavisi od plochy dosky — ¢im vicsia doska, tym vicsia
sila.

v
—> F
—>

Jn

Zoberme ako experimentalny fakt, ze sila zavisi od danych veli¢in
ako

(%
F =nS=
T] h?

¢o suhlasi s intuiciou. V tomto vztahu sa okrem spominanych velic¢in
objavilo pismenko 7). To je konstanta, ktord volame dynamicka visko-
zita kvapaliny.” Kazda kvapalina ju mé ina a d4 sa najst v tabulkach.
(Aby to nebolo aZ také jednoduché, nie vSetky kvapaliny sa spravaju
takto. St aj také, kde viskozita nie je konstanta, ale funkcia rychlosti
kvapaliny. Voda vsak, nastastie, uvedeny vztah splia.)

"Pozor, existuje aj konstanta nazgvana kinematické viskozita. Medzi oboma viskozitami je jednoduchy
vztah, ale netreba si ich popliest, lebo to moze sposobit radovo zlé vysledky.

11



Niekedy je rozumnejsie hovorit o sile na plochu, teda o akomsi na-
pati. Toto napéatie sa vola Smykové napétie a oznacuje sa 7. Plati pren

vztah
F v

T=g =

Predstavme si teraz, Ze nas zaujima rychlost kvapaliny na réznych
miestach v kvapaline. (Stale sa rozpravame o tahani dosky, nie o na-
som zlabe. Berme to ako jednoduchy motivac¢ny priklad, ktory nam
pomodze zoznamit sa s viskozitou a lepsie si ,ohmatat, ako to funguje“.)
Predpokladajme, Zze doska je ovela vicsia ako vyska vody, a Ze prude-
nie je ustélené. Zo symetrie® problému vyplyva, ze vietka kvapalina
bude mat rychlost rovnobeznu s rychlostou dosky a Ze rychlost kvapa-
liny zavisi len od z-ovej suradnice (zvislej, kolmej na dosku). Zaujima
nas teda funkcia v(z).

Zamerajme sa na nejaki vrstvu vody vo vyske z. Rychlost tejto
vrstvy oznacime v(z). Co keby na mieste tejto vrstvy bola tenka platiia
tahana rychlostou v(z)? Ni¢, voda by si to "nevsimla” a spravala by sa
rovnako ako predtym. V uvahéch teda mozeme nahradit vrstvu vody
platiiou.

ja
LA —
L hee
F i LR
«——F —>
I P
< ! \ 4

Zoberme si teraz len maly valc¢ek vody s podstavou S. Na jeho hornt
podstavu posobi sila F' = S7(h), no a kedZze je prudenie ustalené, cel-
kovéa sila posobiaca na valcéek (aj vo vodorovnom smere) bude nulova.
Preto na jeho spodnt podstavu posobi sila —F'. Ak si vSak valcek vo
vyske z rozdelime na dve Casti (napriklad tenkou platiiou), moézeme
pre obe Casti zopakovat rovnaki tivahu. Vyslednica sil posobiacich na
dolnt cast valéeka musi byt nulova, ¢ize nan horné cast (resp. platiia)
posobi silou F, a podobne dolna ¢ast posobi na horni opacnou silou
—F.

80 symetriach a ich vyuziti, napriklad i o Nétherovej vete sa mozete dozvediet viac napriklad v Prirucke
mladych fyzikov.
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Toto ale znamena, ze voda v spodnom valéeku sa sprava tak, akoby
sme vo vyske z tahali platiiu silou F'. Z naSich ivah o viskozite potom
ale vyplyva, ze ST(h) = F = S7(z), ¢ize 7(h) = 7(2) a teda

v(h) _ v(2)
Inymi slovami, funkcia v(z) je linedrna, konkrétne
v(h)

Skuisme eSte nahliadnut, ako vyzera diferencidlny tvar rovnice 7 =
nv/h. Predstavme si dve vrstvy vody, jednu vo vyske z, druhi vo vyske
z+dz. Rychlost vrchnej vrstvy vzhladom na spodni je v(z+dz) —v(z2).
Predstavme si, Ze vrchné vrstva je platiia pohybujtca sa rychlostou
v(z 4+ dz). Sila, ktorou by sme taktto platinu museli tahat, je

v(z+dz) —v(z)

F=nS
U P ’

¢o v limite dz — 0 dava derivéciu rychlosti podla vysky. Odtial mame
vztah pre Smykové napitie vo vyske z;
_dv
T=1
Dostali sme vztah pre Smykové napéitie v najjednoduchsom moznom
pripade: ked je prudenie ustalené a rychlost vody rovnobezné vo vset-
kyjrch miestach.

Ked uz pozname diferencidlny tvar rovnice pre Smykové napitie,
mozme sa eSte inym sposobom pozriet na rychlost kvapaliny, na kto-
rej je poloZené doska tahané rychlostou v(h). Opét si pozrime nejakt
vrstvu vo vyske z, ktora mé hriabku dz. Na vrstvu posobia vo vodorov-
nom smere len Smykové sily — jedna smerom dopredu (od vrchnych vrs-
tiev), jedna smerom dozadu. Kedze predpokladame ustéleny stav, tieto
dve sily musia mat rovnaku velkost. To znamena, ze 7(z) = 7(z 4+ dz),
¢ize Smykové napitie je vsade rovnaké a nezavislé od zvislej saradnice.
Co z toho vyplyva? Derivacia rchlosti podla v§sky je konstanta:

dv
P
takze funkcia v(z) musi byt tvaru v(z) = cz + d. NavySe vieme, Ze
voda v nulovej vyske mé nulovi rychlost (z ¢oho d = 0) a ze voda vo
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vyske platne mé rychlost platne: v(h) = ch 4+ d. Z toho dostavame uz
znamy vztah

Po obohateni sa o poznatky o viskozite sa mdzeme pustit do riesenia
samotného prikladu. V zadani je napisané, ze prudenie je laminarne.
To znamena, ze je ,hladké” — jednotlivé vrstvy vody maji rovnobeznt
rychlost a nepremieSavaju sa. Mozme si teda dovolit predpokladat,
ze rychlost vody je rovnobeznda s rovinou zlabu. Naviac, opét je zo
symetrie zrejmé, ze rychlost vody bude mat len jeden smer (len ,nadol®
a nie do bokov). Tiez mozeme predpokladat, ze na podstatnej casti
zlabu bude prudenie ustalené, a kedze h << b, mozeme zanedbat javy
na okrajoch zlabu. Opét nas teda zaujima len zévislost v(z), pri¢om
z je v tomto pripade stradnica kolmé na rovinu zlabu.

Zamerajme sa znova na tenuckt vrstvu vody vo vyske z, ktord ma
plochu S a hrubku dz. Vo vyske z bude Smykové napéitie

dv
() = 5 (2)

a vo vyske z + dz bude

dv
T(z +dz) =n—I(2z + dz).
(+dz) = (s + )
Voda nad vrstvickou bude ,strhavat® vrstvicku smerom dopredu, voda
pod vrstvickou zase smerom dozadu. (Je intuitivne jasné, Ze blizsie k
podlozke ma voda mensiu rychlost.) Vyslednica Smykovych sil pdso-
biacich na vrstvu teda bude teda

Fs=S(1(z+dz) —71(2)) = Sn <%(z +dz) — %(z)) :
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Vsimnime si, ze ak posleme dz — 0, potom

dv _ dv 2
Tz +dz) — F£(2) B d v(z)
dz dz2"""’

¢o je druha derivacia rychlosti v podla z. Odtial méame vztah pre
vyslednicu Smykovych sil pésobiacich na vrstvu vody vo vyske z:

d*v
Fg = Sndz@(z).

Zaroven na vrstvicku pésobi okrem smykovych sil zlozka gravitacne;j
sily rovnobezné so zlabom. Tato mé velkost F; = Sdzpgsin a. Kedze
prudenie je ustalené, vyslednica vSetkych sil pdsobiacich na vrstvicku
musi byt nula, ¢iZe (uvazujic len sily v smere rovnobeznom so zlabom)

, d?v
Fo + Fs = Sdzpgsin a + Sndz@(z) = 0.

Po jednoduchej tprave dostavame diferencialnu rovnicu

d?v _ pgsina

dz? n
Riesenim tejto rovnice je funkcia, ktorej druha derivacia je konstanta.
Tito podmienku splita polyném druhého stupiia, preto

v(2) = k2’ + mz +n,
kde

pgsin o

_ o
UZ len potrebujeme zistit velkost konstant m a n. Na to pouZijeme
okrajové podmienky: vieme, Ze voda vo vyske z = 0 mé nulovt rychlost

a Smykové trenie vo vyske z = h je nulové (vzduch vodu nebrzdi).
Kedze

k=

v(0) =n a  7(h)=n—(h) =n(2kh +m),

dostavame n = 0 a m = —2hk.
Zadanie sa pyta, aky je prietok vody zlabom. Ked uz poznime
funkciu v(z), je to jednoduché:

h h kz?’ h
Q= / bu(z) dz = / b(kz* — 2hkz) dz = { o bhkz2]
0 0 0
kh? 2 pgbsin o
= b— — bkh® = —Zbkh® = =——h°.
3 3 3n
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FX12 Rebrik (Opravoval Bzduso)

Juro si na chate postavil rebrik z rezistorov s odporom R. A to nie
hocijaky, dokonca dvojity a nekonecny, tak ako na obrazku.

(a) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a C.

(b) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B, ak si body A a C' vodivo
spojené (vodicom s nulovym odporom,).

(c) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B.

A —
B —
C —

Aby sme mali jednotni terminolégiu oznacovania uzlov (bodov)
schémy, dohodnime sa, Ze body napravo od A budeme oznacovat
Ay, As, ...?, body za B budeme oznacovat By, B, ... aza C to budu
body Ci, Cs, ... Teraz sa mdZzeme s chutou pustit do prace.

Zacneme teda pekne po poradi. Najprv ur¢ime odpor medzi bodmi
A a C. Situacia je symetricka podla osi urcenej uzlami B; a nasepkava
nam, ze potencial v bode B; sa musi rovnako velmi lisit od potencidlov
v bodoch A a C', teda musi byt strednou hodnotou potencidlov v tychto
bodoch. Ale to isté plati pre tplne vsetky body B;. Dospeli sme teda
k zaveru ze vo vsetkych bodoch B; bude rovnaky potencial.

Rovnost potencidlov ndm umozituje z obvodu ,skrtntt”1? vsetky
odpory spajajice akékolvek dva body B;, Bj, to znamena cely jeden
riadok odporov. Pytate sa preco? Ohm nadm zanechal zdkon pre tecenie
pradu, podla ktorého I = U/R, kde U = |p;—y,| je rozdiel potencidlov
v danych bodoch a R je odpor, ktorym st spojené a ktorym pocitany
prad preteka. A vidime to. Ziadne napétie, ziadny prad. No a rovnako
velky — ziadny — prad bude tiect medzi danymi bodmi B; a B; aj vtedy,
ked odpory R medzi nimi vynecham. Prady v ostatnych vetvach a
potencialy v jednotlivych bodov sa tym neovplyvnia a odpor schémy
medzi bodmi A a C' sa nezmeni. Dostavame tym nasledovna schému:

9Bod A si mozno predstavit ako bod Ay, ale nebudeme to tak robif kvoli kompatibilite so zadanim.
OPoznamka z Prirucky mladych fyzikov: Pri kone¢nych siefach pouZivaji najmi experimentalni fyzici
termin ,,odpojit”.
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Ce—___ | | | -
R R R

Nas poévodny dvojity rebrik sa, pokial skiimame len odpor medzi
bodmi A a C, bude spravat rovnako ako tento novy elegantny jed-
noduchy rebrik. Vsimnite si, Ze je tvoreny nekonenym mnozstvom
pravidelne sa opakujtcich dielcov!'! zndzornenych na lavom z nasledu-
jucej dvojice obrazkov. Ozna¢me hladany odpor medzi bodmi A a C
ako Rc. Zrejme pokial k zaciatku rebrika pridam este jeden dielec a
budem sktimat odpor medzi novymi koncovymi bodmi A* a C*, tak
bude taky isty ako predosly, pretoze ide o rovnakt nekone¢ni schému
vzhladom na (topologicky) tie isté body ako pred tym.!? To znamen4,
ze odpor medzi A* a C* bude znova R4¢.

R R
A¥*e—___ 19 4

2R
R
AC
R
Odporové C* ] C
,LEGO* R

V pravom obrazku sme cel schému medzi bodmi A a C' nahradili
hladaym odporom Ryc. Ten isty odpor ocakédvame aj medzi bodmi
A* a C*, ¢o ndm pouzitim vztahov pre paralelne a sériovo zapojené
rezistory umoznuje vyjadrit R4c pomocou ,seba samého”:

_ 2R(2R+ Rac)
" 2R+ 2R+ Rac)’

Trochu zvlastne, ze sme vyjadrili Rqc pomocou R4c, ale v tom
prave spociva nas trik, pretoze sme tym zostavili rovnicu, kde je jedi-
nou neznédmou a z ktorej sme schopni ho uréit. Jednoduchymi tpra-
vami dostavame kvadratickt rovnicu

R%- —2RR,c —4R* =0

1 Akasi LEGO skladacka, ale z odporov.

12 sieti je teraz sice zapojens jedna skladacka navyse. Otézka je, ¢i to mé nejaky zmysel, ak predpokla-
dame, Ze ich je nekonec¢ne vela. Pre kone¢né schémy by bol novy odpor naozaj iny, ale s rasticim poctom
priecok sa rozdiel zmensuje a konverguje k nule. Premyslite si preco.

AC
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s dvoma rieeniami, spravnym je nezaporné z nich'3,
Ric = (V5 —-1)R.

Aky je odpor medzi bodmi A a B, pokial st body A a C vodivo
spojené? V prvom rade si treba uvedomit, Ze odpor medzi A a B je
rovnaky ako medzi bodmi B a C, pretoze bezodporovym spojenim
sme z bodov A a C spravili prakticky jeden bod a mame zaruku, ze v
oboch bude vzdy rovnaky potencial.

Skisme rovnako ako v predoglej Casti tlohy skusit nieCo poodpa-
jat alebo pospéjat. K tomu musime skiimat potencidly v jednotlivych
bodoch. Avsak symetria, tzn. fakt ze v bodoch A a C' je rovnaky poten-
cial, ndm nasepkava, ktoré body st pre nas zaujimavé. Konkrétnejsie,
symetria nadm vravi, Ze rovnaky potencial je ocakévatelny v dvojici
bodov A; a C; pre kazdé 1.

Tieto body nie st spojené Ziadnym odporom, takze Skrtat nebu-
deme. Spravime presny opak. V bodoch A; a C; je rovnaky potencial,
preto medzi nimi nebude tiect prad, ani ak ich spojime vodi¢om s
nulovym odporom. Prady prechddzajice jednotlivymi castami siete
budu stale rovnaké. Vznikne nam teda nieco takéto:

Schému este prekreslime. Ak v nej zaznacené vodivé spojenie skra-
time na nulu, uvidime, o ¢o vlastne ide. Body A; a C; sa pre kazdé i
stant jednym bodom, nech ho nadalej oznac¢ujeme ako AC;. VSimnime
si, ze kazdé body AC; a B; st spojené paralelne dvoma odpormi R,
teda ich mozno nahradif odporom R/2. Rovnako tak st dvoma para-
lelnymi odpormi R spojené aj kazdé dva body AC; a AC;, 1, preto aj
toto spojenie nahradime odporom R/2. Tak dostavam novy jednodu-
chy rebrik na nasledujiicom obrazku:

3Druhé riesenie sice vyhovuje tej istej rovnici, no nemé fyzikalny zmysel.
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R/2 R/2 R/2
AC -
R/2 R/2 R/2 R/2
B ——
R R R
Avsak podobny problém sme uz riesili v prvej casti tlohy. Akurat
nasa skladacka je tento raz o trosicku ina. Ak oznac¢ime hladany odpor

ako R4pc, tak musime ten isty odpor dostat aj ak nadpojime jednu
skladacku. Schematické znazornenie skladanie je teraz takéto:

R2

R/2

Iné odporové
LLEGO*

Ak budeme postupovat rovnako ako v prvej casti, dostaneme pre
neznamy odpor Rpc vyjadrenie

£ (4 + Ranc)
2R+ Rapc '

ktoré analogickym sposobom vedie na kvadraticka rovnicu

Rapc =

4R% o+ 6RRspc — 3R> =0
SO spravnym nezapornym riesenim

V21 -3
4

Zostava nadm poslednd cast tlohy; najst odpor medzi A a B. Bu-
deme ho oznacovat R, p. Ak sa pozrieme na zadant schému, nevieme
najst ziadnu symetriu, ktord by nam pomohla situdciu prekreslit ne-
jakym skrtanim alebo spajanim na nieco jednoduchsie. Nevieme to-
tiz nijakym spdsobom néajst dva body s rovnakym potencidlom. Ani
LEGO skladacku nevieme pouzit. Chce to nie¢o nové.

V elektrickych obvodoch plati nieco, ¢o mozno jednym slovom na-
zvat superpozicia a ktora vystihuje nasledovny fakt: Pokial na svorky

Rape = R.
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A, B a C nasej siete prilozime elektrické potencidly (pa1, ¢p1, pc1) =
01, tak sa v celej sieti ustélia prady vyhovujice Ohmovmu a Kirch-
hoffovym zékonom a z jednotlivych svoriek buda vytekat prudy po-
stupne (141, Ip1, Ic1) = I1.1° Ak by sme vzali nejakt int trojicu poten-
cialov (042, B2, Pc2) = P2, tak rieSenim bude nejaké (vo vieobecnosti
ind, ale nie nutne) trojica vytekajtcich pradov (149, Ips, o) = E
Princip superpozicie vravi, ze ak na svorky prvediam linearnu kom-
binciu potencidlov ¢ = c1p1 + 02@ tak zo svoriek bude vytekat
rovnaka linearna kombinacia prudov I =c1l; + cols.

Skisme trosku nahliadnut do problému, preco by to tak malo by
Tvrdenie nejdeme odvodzovat, skor iba ukazeme Ze takéto rieSenie
naozaj vyhovuje rovniciam. Ak na svorky prgfediem potencial @1, tak
okrem toho, Ze zo svoriek bude vytekat prud I, vo vSetkych uzloch ob-
vodu sa ustalia nejaké potencidly a vo vsetkych vetvach nejaké prady.

ﬁ16

Aké by boli jednotlivé potencialy a prudy, keby sme na svorky priviedli
potencial ¢;@1? Na prvy pohlad tazka otazka, ale podme overit tip,
ze vsetky potencidly a prudy buda cinasobné. Ak platil Kirchhoffov
zakon o prudoch v kazdom uzle pred tym, musi platit aj teraz: sacet
priadov vtekajucich do kazdého uzla bola nula, a ked sa vSetky prady
zci-nasobia, tak to bude stale nula. A Ohmov zakon o napétiach bude
platit nadalej tieZ, pretoze v rovniciach pre kazdu slucku vystupuju
len ¢leny typu ,,U”, resp. typu ,,RI”. Ak ich rovnost platila pred tym,
musi platit aj teraz, ked st U-cka aj I-cka c;-nasobné.

Dalej Viem,_ge ak som na svorky pripojil napitia 3, tak mi z nich
tiekli prady I, pricom na vsSetkych uzloch sa zase spravili nejaké
konkrétne potencialy a tiekli medzi nimi nejaké konkrétne priady. Co
ak prilozim na svorky potencial o1 +p5? Nasa hypotéza je, Ze potencial
v jednotlivych bodoch bude stc¢tom potencidlov v oboch situaciach a
prudy prechadzajtuce kazdou vetvou budil sti¢tami pridov v oboch
situdciach. Znova mozete skusit jednoducho nahliadnut, Ze Ohmov aj
oba Kirchhoffove zakony budi nadalej platit v celej schéme.!”

Ked sme si princip superpozicie poriadne odévodnili, skisme ho

Hyektorovi notaciu zavadzame len kvéli jej struénosti. Pod vektorom potencidlu, resp. elektrického
prudu si predstavte len trojicu premennych. Nejde tu o nijaké magické priestory a ¢arovné sipky:-)

157 Kirchhoffovho zdkona o priiddoch priamo vypljva, Ze jeden alebo dva z tychto priadov si podla tejto
definicie zaporné, pretoze niektorou svorkou musi do obvodu elektricky prid aj vchadzat. Nikde v obvode
sa nemoze hromadit elektricky naboj.

16Ppokial sa vam nasledujici odsek bude zdat po prvom preéitani naroény alebo nebodaj nepochopitelny,
skiste si najprv v dokaze nahradif za c; konkrétne ¢islo 2. Potom si dokaz prebehnite aj so vSeobecnym
parametrom.

"Iny pekny dokaz mozno najst napriklad v Prirucke mladych fyzikov. Okrem neho sa v kapitole o super-
pozicii doc¢itate o vlnach na vode a Schréodingerovej macke, ale aj o tom, ktoré krajiny maji najvyhodnejsiu
geografick polohu z hladiska medzinarodného obchodu alebo o tom, ku ktorej pokladni v Tescu sa treba
postavit, aby sme ¢akali pokial mozno ¢o najkratsi cas.
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aplikovat na nas problém. Situaciu, ked by sme merali odpor R ¢, si
predstavme tak, Ze sme chceli nechat medzi bodmi A a C' prechédzat
prud I a zistovali sme, aky napitovy rozdiel ¢, je na to potrebny
(prvy obrézok). Pritom samozrejme vieme, Ze to bude ¢ = Racl.
Podobne, ked sme merali odpor R4pc, zistovali sme, aky napitovy
rozdiel je potrebné vytvorit, aby obvodom prechadzal rovnako velky
prad [ a zistili sme, Ze to je nejaké ¢y (druhy obrézok), pricom zase
vieme, ze o = Rapcl. V tretom pripade potrebujeme ziskat situéciu,
kde z bodu C nevyteka ziaden prud. Je prave jedna a je zobrazena v
nasledujicej schéme.'®

1y 724

?,0C 00C P, 0C
+ 2 =
4 4 “B A7 B
LS I o 1 2L G o 21
0 @ /2 0 P, I~ 0 20,+9 /2 s

Zo schémy (a z Ohmovho zékona) vidno, Ze hladany odpor R4p
musi spliiat rovnicu:

2IR g = 209 + (,01/2
2IR g = QRABc]-l-RAcI/Q
Rap = Rapc+ Rac/4.

Ak dosadime za uz spoc¢itané odpory Rac a Rapc, dostavame

Rap = (M— 1> R.

Napokon este malé odozva k vasim rieseniam. Niektori ste pri po-
¢itani poslednej casti llohy vyuzivali trik, ktorému sme dali pracovny
nazov cierna skrinka. Povedali ste si, ze schému medzi bodmi A, B a C
si mozno predstavit tak, akoby bol kazdy bod spojeny s kazdym prave
jednym odporom (zapojenie do trojuholnika) alebo ze kazdy z tychto
bodov je spojeny s akymsi uzlom uprostred prave jednym odporom
(zapojenie do hviezdy). Potom ste si povedali, Ze zo symetrie st dva
z tychto odporov rovnaké, ¢im vam ostali v ndhradnej schéme len dva

8Spravne vzaté, je to aj hocijaky nasobok tejto situdcie. Vietky st charakteristické tym, Ze pomer
namieSania situdcii (a) a (b) je 1: 2.
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nezname parametre, ktorych hodnoty sa uz dali urcit z casti (a) a (b)
tlohy. Potom ste uz lahko doratli odpor v casti (c). Tento trik naozaj
funguje, ale vobec nejde o trividlny fakt. Existuje dokonca sofistiko-
vanejSie tvrdenie, ktoré vravi, ze ak mam ,Ciernu skrinku“ s n svor-
kami, moZem si namiesto jej skutocného obsahu predstavit ndhradni
schému, kde je kazda svorka spojena s kazdou prave jednym odporom.
Pokial ste tento trik pouzivali a nalezite ste jeho spravnost neoddvod-
nili, strhol som vam bod. Kto mé zaujem, mdze si pozriet korektny Ku-
busov dékaz tohto tvrdenia na www.gamca.sk/“kubo/doc/eos.pdf.
Aby som vas eSte trosku utisil, poviem vam smutna spravu. Nah-
radné schéma ku ,ciernej skrinke® nie je az takd dokonale uzito¢na,
pretoze sa pri nej naratate ako draci pri urcovani jednotlivych odpo-
rov, ale tlohy sa pomocou nej daju poratat prave vtedy, ked sa daju
vyratat aj cez vo vzoraku pouziti fintu so superpoziciou. Tolko k vam.

Zostéava len popriat vela dobrych ndpadov v dalSej sérii. Dohovoril som.
Howgh!
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Vysledkova listina FX po Stvrtej sérii.

# Riesitel FX1-9 FX10 FX11 FX12 >
1. Filip Kubina 32.5 3 3.5 4.2 43.2
2. Jan Hermann 23.5 3 5 3 34.5
3. Peter Vanya 10 3 4.5 2.9 20.4
4. Michal Spisiak 10 5 - 4 19
5. Lukas Konec¢ny 14 - - 2.2 16.2
6. Lucia Simanova 11.5 - - - 11.5
7. Samuel Hapak 8.5 - - - 8.5
8. David Vendel 5 - - - 5)
9. Maria Kieferova - - - 3.4 3.4
10. Ivan Burmister 1 - - - 1
Michal Hojcka 1 - - - 1
Peter Ondac¢ 1 - - - 1

13. Zuzana Horvathova 0 - - - 0
Fugen Hruska 0 - - - 0
Barbora Sedlackova 0 - - - 0
Alena Cerné 0 - - - 0
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