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Vzorové riesenia a vysledky 3. série 4. ro¢nika

FX7 Mesiac (Opravoval Jakub)
Kolkondsobne silnejsie Ziari Mesiac v splne neZ v prvej sturti?

Uvazujte Lambertovsky model rozptylu svetla na mesacnom pouvr-
chu.

Pred samotnym riesenim tulohy si dohodneme vyjadrovaci aparat.
Budem pouzivat fyzikalnu veli¢inu hustota zZiarivého toku, ktora vy-
jadruje vykon ziarivej energie prechadzajicej cez jednotkova plochu
kolmu na smer toku. Budeme ju znacit I. Jej zédkladnou jednotkou je
W.m 2. Dalej budem pouzivat oznacenie Ryryz pre vzdialenost Zem-
Mesiac, Ry pre polomer Mesiaca.

Ulohu vyriesim s nasledovnymi aproximaciami: mesaény povrch je
sféra o polomere Ry, Mesiac obieha okolo Zeme po kruznici s po-
lomerom Ryry v rovine ekliptiky, hustota toku ziarenia zo Slnka pri
Mesiaci je nezavisla od fazy'. Zanedbavam svit hviezd. Samotny odraz
uvazujem lambertovsky s rovnakym koeficientom odrazivosti na celom
povrchu.? Zanedbam akékolvek pohlcovanie ziarenia v priestore medzi
Zemou a Mesiacom.

Strucne osvetlim eSte motivaciu lambertovského rozptylu. Ide o mo-
del, podla ktorého je hustota Ziarivého toku do vybraného smeru pro-
porcionalna kosinusu uhla medzi norméalou vyzarujicej plochy a vy-
branym smerom. To zabezpecuje, Ze osvetlenti plosku budem vnimat
zo vsetkych smerov rovnako jasni, lebo hustota ziarivého toku dopada-
juca do mdjho optického senzora bude proporcionalna priestorovému
uhlu, pod ktorym tuto plésku vidim. Je to dobra aproximacia pre
relativne drsné povrchy, avSak velmi nedobré pre zrkadliace plochy.

Nadrt situacie: Chcem zistit pomer hustot ziarivého toku pre Stvr-

tfazu (o« = I) a spln (o = 7). V tomto vzordku spocitame hustotu
2

Mesiacom odrazeného toku Ziarenia v zavislosti od uhla «.

'Nakolko relativna zmena vzdialenost Slnko-Mesiac je pri obehu Mesiaca okolo Zeme v rade tisicin, tak
ide o rozumné zjednodusenie.

2V reéli je odrazivost funkcia zavisla od konkrétneho miesta, od smeru, odkial je toto miesto osvetlené,
od frekvencie dopadajuceho Ziarenia a taktiez od smeru, v ktorom uvazujem odraz.



Zoberme si malt plosku povrchu Mesiaca s obsahom dS a jednot-
kovou norméalou® n. Ak je tito plocha osvietena Slnkom, tak vykon
dopadajici na nu je rovny sucinu hustoty ziarivého toku Slnka gk,
vo vzdialenosti 1 AU a plochy priemetu nasej plochy do smeru toku
Ziarenia.

Plocha priemetu plochy do smeru toku ziarenia je rovna stcinu plochy
dS a kosinusu uhla 3, ktory zvieraju jednotkovy vektor toku ziarenia
nguko = (1,0,0) a normala plochy n. Teda ziarivy vykon dopadajici
na plochu je

ancoming = ISlnko COSﬁ ds.

Pre lambertovsky povrch potom plati, ze v smere odchylenom o
uhol v od normaly plochy vo vzdialenosti Ryrz bude hustota Mesiacom
odrazeného ziarivého toku
A cosy d

df, mesacnad — Pincoming )

TRZ ,
kde A je albedo — ¢ize konstanta vyjadrujica podiel odrazeného zia-
rivého vykonu ku dopadajicemu vykonu*. Kosinus uhla v viem opét
sikovne vyjadrit pomocou skalarneho stc¢inu jednotkového vektora nor-
maly plochy s jednotkovym vektorom v smere k pozorovatelovi nye,, =
(cosa, —sin a, 0).

Zoberme si plogku na povrchu Mesiaca na mieste s polarnym uhlom®
6 a zemepisnou dlzkou ¢ o uhlovych rozmeroch df, resp. dy, vid ob-
razok.

3Normala plochy je vektor kolmy na dant plochu. Ked hovorim o jednotkovej normale, tak tym myslim,
7e jej dlzka je jednotkova. Kazda dostatoéne mala plocha je prakticky rovinna a teda mé normélu.

4Pre Mesiac je hodnota albeda v priemere priblizne 7,2 %.

5Polarny uhol je obdoba zemepisnej sirky, ale meria sa od severného pélu.




Tato ploska bude mat obsah dS = R, sin 6df dyp. Jej jednotkova nor-
méla bude n = (— sin 6 cos ¢, — sin # sin ¢, cos §).
Vyjadrime si kosinusy uhla /3, resp. ~. Plati

cos f = |n - ngpy,| = sinf cos ¢,
cosy = |n - ngey| = —sinf cos (o + ¢).

Ostava nadm uz iba poscitovat hustotu odrazeného Ziarivého toku
od vsetkych osvetlenych ploch Mesiaca. Osvetlené budu zjavne plochy,

ktorych 6 je z intervalu (0,7) a ¢ z intervalu (—%, 7). Zo Zeme st
viditelné plochy s 6 z intervalu (0, 7) a ¢ z intervalu <g — a3 — a>.6

Teraz uz vieme, Ze viditelné a osvetlené plochy maji 6 z intervalu
(0,7) a ¢ z intervalu <% -, %>, kde sa predpoklada, ze a € (0, ).

Nasleduje vypocet hustoty toku ziarenia odrazeného Mesiacom vi-
deného pozemskym pozorovatelom:

A
Lesacna () = / 72 L5110 cOsy cos3dS
osvetlené a viditelné plochy T4ty 7

AR,

= — ISInko/ sin® @ cos ¢ cos (o + ) df dy
7TR12\/[_Z 96(0,7T>,<p€<%—a,%>

Takyto dvojny integral mézeme pocitat tak, Ze si integracny priestor
e (0,m),p€ <% — q, %> rozdelime na péasiky rovnobezné s osou pre
6. Potom poc¢itame vlastne 2 integraly v sebe. D4 sa vSak vidiet, Ze pre
Tubovolné ¢ potrebujem pocitat rovnaky integral ohfadom premennej
6. Preto sa da tento dvojny integral napisat ako sucin integralov I a

I, pricom

11:/ sin® 0 d6,
0

I, = / cos i cos (a + ) dep.

T _
20{

SPlati iba v priblizeni Rm < Rm.z, v skutoénosti vidime o malo mene;j.
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Vypocet integralu I; sa d& urobif nasledovne. Vo vzniknutom in-
tegraly pouzijeme substitiiciu t = cos¥f.

I :/ sin® 6 d6
0

= / sinf (1 — cos*#) df
0

:/ sinQd@—/ sin @ cos®6 do
0 0

1
:[—0080]3—/ t* dt

1
371
:2—[—} — 4/3.
3 —1

Vypocet druhého integralu I je prakticky priamociary.

L :/2 cos p cos (a+ ) dp

T __
2a
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Dostavame vysledok
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]mesaéné(a)
Odtial hned vidime, Ze lambertovsky Mesiac by v splne odrazal 7-
nasobne viac slneéného Ziarenia ako vo Stvrtfaze. TieZ vieme takto
urcit, ze osvit Mesiacom v splne by bol zhruba miliénkrat slabsi ako
slne¢ny osvit.

Ako sa to dalo riesit jednoduchsie pre nase pekné fazové uhly a = 7,
resp. a = w? Nuz, treba si vSimnut, Ze hustota toku Ziarenia priché-
dzajiceho od reflektujiiceho lambertovského povrchu zavisi od dopa-
dajicej hustoty toku a priemetu plochy, ktort vidim odrazat. Ako
druhé si treba vsimnut, ako vyzerd mnozina bodov na povrchu Me-

siaca s rovnakou dopadajicou hustotou toku slne¢ného ziarenia. Ako
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tretie treba nahliadnut ako to vidime v prislusnej faze zo Zeme. V
splne dostavame pekne rotac¢ne symetricky obraz.

Az

Y

=

Mesiac

Zoberme si také stustredené medzikruzie s vnutornym polomerom r

a vonkajsSim r 4 dr. Toto je osvetlené Slnkom rovnako, dopada nan

v ’ e . ’ R2 _r2 ’
hustota slnecného ziarivého toku lqopadajica = ISlnkoi”]%‘:A, kde vyraz

\/ R} —r?
Rwm
plosky medzikruzia a smerom ku Slnku. Teraz vyuzijeme, ze povrch

Mesiaca je lambertovsky, teda nech sa pozerdam z fubovolného smeru,

nie je ni¢ iné ako kosinus uhla medzi norméalou Iubovolnej

tak plochu vidim rovnako jasnu a hustota odrazeného ziarivého toku je
priamo tmerna ploche, ktort vidim. Plocha medzikruzia, t.j. priemet
rovnako osvetlenych miest na povrch Mesiaca do smeru pozorovatela
na Zemi, je dS = 2zrdr. Teda hustota toku odrazeného touto plochou
v miestach Zeme je d/esaens = W%z] dopadajicadS. Rozpisané na drobné
a spocitané dokopy dostavame celkovi hustotu mesac¢ného ziarivého

2A[ ko /
Ispln = = “Shko / —r2dr.

Tento integral sa d& Vypoéitat’ substitiiciou, no ukaze sa, ze pocitat ho

toku pre spln

vObec nie je potrebné. Totiz, v Stvrtfaze dostavame tiez pekny obré-
zok, tentoraz vsak rovnako osvetlené vidime zvislé ,sliziky“ namiesto
sustredenych infinitenzimalnych medzikruzi.

Az

1zl
M

Dopadajuca intenzita je tentoraz lgopadajica = [smko%, kde vyraz
je opiit kosinus uhla norméaly plochy a smeru ku Slnku — t.j. x-ového
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smeru. Plocha slizikov je dS = 2/ R3}; — 22 dz. Teda celkové hustota
odrazeného toku je

214[81nk0 /
J—— \/R2 —22d
tvrt 312\/1 ZRM Yy = ar.

Hned vidime, Ze plati I = T/lstyre-

Dodatok: Mesiac vSak nie je dobrym prikladom telesa s lambertov-
skym rozptylom. Prejavuje sa na nom relativne silny opozi¢ny efekt,
ktory spdsobuje, Ze odrazené Ziarenie bude preferovat smer, odkial
prichadza. Inymi slovami povedané, ak je objekt nasvieteny spoza po-
zorovatela, tak bude vyrazne jasnejsi ako by sa dalo usudzovat z lam-
bertovského modelu. Vysvetluje sa to tym, Ze na povrchu Mesiaca (a
Marsu...) sa nachddza porézny material, ktory prakticky vzdy vrha
tienn na Cast viditeIného povrchu prave okrem pripadu, ked je zdroj
ziarenia priamo za nami. V pripade Zeme je tu este ta komplikacia, ze
dokonaly spln nie je zo Zeme pozorovatelny, lebo v takom pripade na-
stava zatmenie Mesiaca. Podla pozorovani posddok programu Apollo
je osvit pri iplnom splne az o 30 % silnejsi ako pri najlepsie pozoro-
vatelnom splne zo Zeme. Treba poznamenat, Ze Mesiac vstupuje do
polotiena, ak uhol v nadobtda uhol zhruba 178, 78°. Pri lambertov-
skom modeli by bol relativny narast osvitu pre a = 180° iba necelé
stvrt promile.

V skutocnosti sa pozoruje asi 10-nasobny narast osvitu v splne voci
stvrtfaze. Pomer osvitu Mesiacom v splne ku osvitu Slnkom je pri-
blizne 1/450000. Este spomeniem, preco je Slnkom neosvetlena ¢ast
Mesiaca na hviezdnej oblohe relativne svetla. Hviezdy vo veci nebud,
ale moze za to prave Zem... Prikladam este vygenerované obrazky,
ako by vyzeral Mesiac, keby bol lambertovsky v porovnani so skutoc-
nostou.




FX8 Rusky sud (Opravoval Kubus)

Fajo zharial na trhu sud, do ktorého bude ddvat jablkd na pdlenku.
Jeden obchodnik mu ponikal velmi zvldstny sud. Mal tvar valca, jeho
podstavy boli z pevného kovu. Pldst je vsak vyrobeny z pruinej gumove;j
latky, do ktorej su votkané tenké ohybné a neroztiahnutelné vldkna
tak, ako na obrazku. Fajo sa hned zacal zaujimat, co sa stane, ak
do sudu natlakujeme vzduch. Ktory z troch tvarov na obrdzku zaujme

sud v zavislosti od uhla o ?

Napriek tomu, ze vyzerd hrbézostrasne, bol tento priklad celkom

Tahky. Stacilo si poriadne premysliet geometriu celej situdcie a nakres-
lit si posobiace sily.

Predstavme si Fajov sud v pociatoc¢nej polohe v tvare valca. Oznac¢me
si jeho polomer ako R, jeho vysku ako h, a velkosti uhlopriecok jed-
notlivych kosostvorcekovych oc¢iek medzi vlaknami v jeho plasti ako a
a b, vSetko tak, ako na obrazku.

2nR a

Ako je uz naznacené aj na obrazku, plast sudu bude mat rozmery
27 R krat h. Na sirku (pozdlz obvodu podstavy) v iom teda nardtame

m = 2 o¢iek a na visku n = 2 odiek. Navyse, pre neskorsie pouZitie

z obrégku vyCitame, ze tga = gb :
Teraz do sudu natlakujeme vzduch, oznacime si rozdiel tlakov vnutri
a vonku sudu ako p, a pozrieme sa, aké sily buda posobit na jeho plast
(ktory je este stale v tvare valca).
Na kazdt podstavu valca pdsobi tlakova sila velkosti 7 R%p. Takouto
silou je teda roztahovany plast v zvislom smere — inymi slovami, ak

by sme ho hocikde rozstrihli vodorovnym rezom, potrebovali by sme
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obe ¢asti drzaf silou 7R?p. Kedze v kazdej vyske valca najdeme vedla
seba m kosostvorcekovych ociek, kazdé z nich musi niest %—tinu tejto
sily. Inymi slovami, ak by sme spominany vodorovny rez viedli cez
uzly, kde sa vlakna pretinajua, prerezali by sme m rovnocennych uzlov,
preto je kazdy z tychto uzlov roztahovany vertikélnou silou velkosti

WRZ]?_ TR%p _ paR
m  2rR/a 2

Len o nieco zlozitejSie je néjst silu, ktorou je plast napinany vo

F, =

vodorovnom smere. Oznac¢me si tato silu ako F' a zhora sa pozrime na
vysek plasta zaberajuci obvodovy uhol ¢ < 1. Na tento vysek posobi
zvySok plasta dvoma silami velkosti F', zvierajucimi uhol ¢. Ich sucet
bude mat velkost priblizne pF' (v prvom rade od ¢) a bude smerovat
dovnutra sudu.

4
/
/
/
/
,
,

\
\
\
\
\
F \
\
“

KedZe rozmery nasho vyseku st priblizne ¢ R (na sirku) krat h (na
vysku), presne v opa¢nom smere pdsobi tlakova sila velkosti pp Rh. Ak
by bol sud v pokoji, tieto dve sily by museli byt v rovnovéhe a platilo
by teda

oF = ppRh, teda F =pRh.

Teraz mozeme zopakovat tvahu s rezanim sudu. Ak by sme jeho
plast rozrezali vertikdlne, potrebovali by sme ho pridfzat silou F.
KedZe by sme tak rozrezali n uzlov, kazdy z nich je roztahovany hori-
zontalnou silou velkosti

F pRA
F = — = — =
"0 hb

Ak je teda sud v pokoji, kazdé kosostvorcekové ocko je vertikalne

pbR.

roztahované silou F, a horizontalne silou F),. Lenze lanka, z ktorych
st tieto kosoStvorceky poskladané, vedia prenéasat silu iba vo svojom
smere. Preto sa fahko sa dopracujeme k tomu, Ze musi platit tg o = %
(Bud ,,pozriem-vidim“ z obréazka, alebo z par jednoduchych rovnic.)
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My vsak vieme aj to, ze g = tg a. Pouzijuc tieto dva poznatky a

vyssie odvodené vztahy pre F, a Fj, dostavame

F, paR/2 a 1

toq = — =
ST T R

2% 2tga’

z ¢oho
t 2 « —1 teda (0] arct <—1 ) ~ 350

Pre takyto uhol a bude valcovy sud v rovnovaznom stave.
Pre viic¢gie uhly o bude platit
2tgar Fy’

tg o >

inymi slovami, sila F}, bude privelké (resp. sila F, primald) na to, aby
boli lanké v rovnovéhe, ocké v plasti sa teda buda natahovat do Sirky
a sud bude tucne;jsi. Naopak, pre mensie @ bude rovnovahu porusovat
privelké sila F),, ocké sa budt natahovat do $irky a sud bude $tihlejsi.
Kornec.

FX9 Enterprise (Opravoval Bzduso)

Cez vianocné prdazdniny sa Marcel kaZdorocéne vracia z interndtu
domov. KedZe doma nemd internet, vicsinu ¢asu trdvi hranim pocita-
covych hier a pozeranim seridlov. Naposledy napriklad dal za jeden den
tolko dielov Star Trek-u, Ze mal sen, v ktorom bol na palube vesmirnej
lode Enterprise. Ta sa prdave nachddzala v ¢asti vesmiru, odkial bolo
vidno hviezdy na oblohe rozmiestnené rovnomerne, t.j. tak, Ze pocet
hviezd na priestorovy uhol AN/dQ = p bol priblizne konstantny.

(a) Ak€ rozdelenie hviezd by na lodi pozoroval, keby sa vzhladom na
predosli sustavu pohyboval dopredu rijchlostou v?
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Predstavte si, Ze by sme namiesto hviezd malt na oblohe monochroma-
tické zdroje svetla s frekvenciou f s celkovym vykonom P.

(b) Ako sa zmeni frekvencia svetla v pohybujicej sa sustave v zdvis-
losti od smeru, ktorym sa Marcel pozera?

(c) Co vieme na zdklade casti (a) a (b) povedat o zmene hustoty Zia-
riwého vijkonu 11 = dP/dQ2 hviezdneho pozadia?

Kazdodenné skusenost z komercénych sfér v oblasti science-ficton
nas presviedca, ze bez plazmovej televizie a akého-takého poznania
vybranych kapitol zo Speciadlnej teorie relativity sme v modernej spo-
lo¢nosti tplne strateni. Cielom tejto tilohy je rozsirit si obzory a dostat
sa tak o krok blizsie k tomuto poznaniu.” Na tivod si vezmime jed-
noduché pozorovanie zo seridlu Star Trek. Lod Enterprise musi pred
prechodom do hyperpriestoru zrychlovat na rychlost blizku rychlosti
svetla. Autori seridlu nas presviedcaju, ze z paluby lode pri tom uvi-
dime asi toto:

http://www.youtube.com/watch?v=1xkYtWXqSfI

(Komentar: Polohy vsetkych hviezd sa vzdialia od bodu, ku ktorému
sa pohybujeme.)

Béadanie vSsak odhaluje zdrvujicu skuto¢nost — rapidne odlisna od
masovej produkcie filmového neba! To, ¢o by sme videli naozaj, je
krasne zobrazené na tomto videu:

http://www.youtube.com/watch?v=JQnHTKZBTI4®

(Komentar: Polohy vsetkych predmetov sa posunt do bodu, ku kto-
rému sa pohybujeme. Okrem toho sa v tizkom priestore pred nami
prejavi modry Dopplerov posun a vyrazne sa zvysi intenzita dopa-
dajuceho svetla. Pri rychlostiach blizkych rychlosti svetla sa cely nas
obraz sveta zruti do malej a velmi Ziarivej oblasti pred nami. V ostat-
nych smeroch svet upadne do tmy.)

Ak véas tato skutocnost prekvapila, znamend to, Ze ste lacni kon-
zumenti filmovej produkcie. Ukazeme si, ze prihliadajuc na fakt, ze
rychlost svetla ¢ je rovnakd vo vSetkych vztaznych stustavach, st deje
na druhom video uplne intuitivne. Tak ¢o? Dostato¢na motivacia ¢itat

dalej?

"Zaujemcovia sa mozu o krok priblizif aj k plazmovej televizii, ¢o tieZ rozdiruje obzory. :-)
8Toto video mi poslal Lukas Tomek, za ¢o som mu vdaény.
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http://www.youtube.com/watch?v=1xkYtWXqSfI
http://www.youtube.com/watch?v=JQnHTKZBTI4

Cast (a)

Na mechanike nas naudili, ako vyzera pohyb telies z pohladu roz-
nych vztaznych ststav. Ak sa ststava S’ vzdaluje rychlostou v od
sustavy S a v sustave S’ sa pohybuje teleso T rychlostou u, tak v sui-
stave S sa pohybuje teleso T rychlostou v 4+ u. Vektory si predstavime
ako Sipky a novu rychlost ziskame ako stucet dvoch Sipok.

Ak uvazime relativistické efekty, myslienka skladania rychlosti zo-
stava. Pravidlo, ako sa to robi, tu vSak vyzera inak. Musi to byt inak.
Predstavte si, Ze teleso T je fotén, teda |u| = ¢. Ak prejdeme do inej
ststavy a pripocitame nejaku rychlost v, tak vysledna rychlost musi
mat opdt velkost c¢. Fotén sa predsa pohybuje rychlostou ¢ vo vsetkych
vztaznych stustavach a prave pohyb foténov je to, ¢o néas v tejto tlohe
zaujima.

Bezné skladanie $ipok tu evidentne nefunguje.!® Aby sme odhalili
spravne pravidlo, zrekapitulujme si par dolezitych znalosti zo Special-
nej tedrie relativity.

Cela relativita sa zjednodusi, ak prijmeme dve bizarné myslienky:

1. Existuje akysi tvorrozmerny priestor (tzv. priestorocas!!). Jeho
body st udalosti, tj. Stvorice ¢isel (ct,z,y, z) popisujice kedy a
kde sa nieco udialo.

2. Styri rozmery okrem iného znamenaji aj Stvorkomponentné vek-
tory (tzv. Stvorvektory). Pri prechode z jednej vztaznej stustavy
sa transformuji rovnako ako polohovy stvorvektor (ct,x,y, z).*2

Skalarny sucin dvoch stvorvektorov A, a B, je tu definovany(!)

ako
AMBH = AMBM = A()B() — AlBl — A2B2 — Ang.

Ak prechadzam zo vztaznej sistavy S’ do ststavy S, tak nejako me-
nim ,smer“ priestorovych a ¢asovych osi'® a polohu pociatku, bodu

?Samozrejme, pre fyzikilne pripustné situdcie musi byt |v| < c.

0Mozno ste si niekedy predstavovali, ze dosiahnut nadsvetelnt rychlost nie je vobec tazké. Stadi vyslat
zo Zeme raketu rychlostou ¢/2 a vnutri rakety vrhnaf v smere jej pohybu nejaké teleso opét rychlostou
¢/2. Co by sme viak pozorovali zo Zeme nie je pohyb telesa rychlostou svetla, ale len rychlostou 4¢/5 < c.
V relativite teda ,,% + % = %“. Kla¢ovy pojem: Dilatacia ¢asu. (Co? Aké skracovanie ¢asu? Pozorujem deje
v rakete spomalene?)

11V literattre najdete aj nézov Gasopriestor. Ide samozrejme o t1 istt vec a spravne nazvy st oba. Vznikli
vSak prekladom z dvoch réznych slov: Z anglického spacetime, resp. z nemeckého die Raumzeit.

12A to z toho istého dévodu, predo sa v naSom trojrozmernom priestore vietky vektory transformuja
ako polohovy vektor.

BPokial sa S a S’ voci sebe nepohybuji, ide méze ist o bezné rotécie priestorovych osi, ktoré ponechavaji
rovnaku ¢asovu os. Pokial sa vo¢i sebe ststavy pohybuju, ide o tzv. hyperbolické rotacie (anglicky boost)
pri ktorych sa nejako meni aj smer ¢asovej osi.
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(0,0,0,0). Vsetky stradnice sa pritom menia na nové jednotnym vzta-
hom

ct A()() A()1 A()Q A03 Ct/ ap
z o Aig Ain Mg Ags ! 4 ai
) | A Ao Agp Agg Yy as |’
< Agp Azr Aza Ass 2 as

kde stIpéek vpravo vyjadruje posunutie poc¢iatku a prvky matice Ay
st konstanty. !

My budeme skiimat najjednoduchsi pripad, ked maji stustavy S a S’
spolo¢ny pociatok, rovnako natocené osi a ked sa sustava S’ pohybuje
vodi stistave S rychlostou v v kladnom smere osi z. Vtedy je stipéek
vpravo nulovy a matica A ma jednoduchy tvar!®

ct vy v2 00 ct’

r | |y v 00 x’ B 1

y a 0 0 10 y, 7kdef}/_ 1— (E>2
z 0 0 01 2 ¢

Aby sme objavili zdkon skladania rychlosti, uvazujme raketu FX
(pozri obrazok), ktora sa v S’ pohybuje rychlostou u v kladnom smere
osi .

14 Pre neznalcov: Matice je len vyhodny zapis ststavy linearnych rovnic. Cel4 ta vec sa dé prepisat ako

ct = Agoct’ + Aoz’ + Aoy’ + Aoz +  ao
x = Apct’ + Auz’ 4+ Ay 4+ A+ a
y = Agoct’ + Auz’ + Aay + Aszd + ao
z = Asoct! + Asx’ + Asy + Asszd +  as.

Koeficienty v rovniciach musia spliiat isté poziadavky, ktoré sa lepsie formuluji v reé matic.

15Pre znalcov: Matica A méze byt takmer Tubovolna. Musi spliiat len podmienky det A = 1, Ago > 1
a ATnA = 5, kde 7 je matica 4 x 4, ktord ma na diagonale ¢isla (1, —1, —1,—1) a tzko stvisi s tvarom
skalarneho sucinu.

16Ty si treba daf pozor na to, Ze v je zaporné, ak sa ststava S’ pohybuje proti smeru osi «. To docielime
aj zamenou S<S’. To znamend, ze pri prechode od ¢iarkovanych sturadnic k ne¢iarkovanym vyzera matica
A rovnako, akurdt v zmeni znamieno na opacné.
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Rychlost rakety v ststave S’ je definovand ako

dr’

T
X { ' _ dof
¢o sa v tomto pripade redukuje na v = 7.

Je dolezité si uvedomit, ze ¢as v menovateli je ¢as v sustave S’. Ked
chceme poznat rychlost w v ststave S, musime derivovat neciarkované
suradnice podla neciarkovaného ¢asu, teda

dr
W = —,
dt
¢o sa v tomto pripade zjednodusi na w = i—f.” Ale ved toto nie je

vobec tazké spocitat. Staci sa pozriet na transformacny zédkon (ano,
t4 matica) a mdZzeme pisaft

dx v2(cdt") 4 yda’
Cdt L (y(cdt") + y2da’)
vdt’ + da’
v+ u

1+%

w

To je zlozena rychlost. VSimnite si, Ze pre malé rychlosti dava naozaj
w = u+v. Tiez si vSimnite, Ze ak jedna z rychlosti je rovna c, zlozena
rychlost je tiez rovna c. Presne, ako sme chceli!

Ked sme uz prisli az sem, je jednoduché néjst zovseobecneny vztah
pre transformaciu vSeobecného vektora rychlosti u = (u, uy, u.).

|
| X
Z Z

1"Rozmyslite si, preco vznikne zlozenim dvoch rovnobeznych pohybov visledny pohyb v rovnakom smere.
Nie, tu nejde o relativitu, ale o skutocnost, ze vo vesmire neexistuje ziadny preferovany smer.
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Po aplikovani transformacného zédkona dostavame

dr v+ u,
wz = _— =
dt 1+%
dy Uy
Wy = — = 7 o)
dt ’Y(l—'_vcug)
dz U,
wy = =

()

Polozme si este opac¢nu otazku: Ako sa transformuju rychlosti pri
prechode z S do S’? Ak si uvedomime, ze v transformacnej matici
sta¢i spravit zdmenu v — —uv, tak t0 isti zdmenu treba spravit aj vo
vysledku. Opacné transfomracie teda vyzeraju

dz’  w, —wv

uz = =
I
dy’ wy

uy - / - VW,
dt ~y (1 — %5 )
dz’ W,

Yy = dt’:’y(l—%)'

Vratme sa konec¢ne k vesmirnej lodi Enterprise. Umiestnime ju do
vztaznej sustavy S’. Vieme, Ze v sustave S prichddzaju fotony z nejakej
vzdialenej hviezdy pod uhlom #. Ich rychlost je teda po zlozkach

w, = —ccosf w, = —csin 6 w, =0

Uhol, pod ktorym uvidime t1 istd hviezdu v stistave lode Enterprise,
mozeme ur¢it ako
—U, UV—w, U+ccosb

cosp = = =
c c—

VW,

. c+vcosh

Fotony zo
vzdialenej
hviezdy

14



Nam sa, ako ¢asom uvidime, hodi inverzny vztah. Po par upravach
dostaneme

ccosp —v

cosf) = ————.

C—VCoS
Uz vieme, ako sa posuni polohy vsetkych hviezd na oblohe. Ako
sa zmeni hustota hviezd? Vsetky hviezdy nachadzajtce sa v rozmedzi
uhlov (6;60 + df) sa posunt do (¢; ¢ + dp). Ak si zratame prislusné
priestorové uhly a prenasobime prislusnymi hustotami hviezd na ob-

lohe, dostavame rovnicu
2mpsin 0d0 = 2mp(p) sin pdyp,

kde sme zaviedli oznacenie p(y) pre hladani zavislost novej hustoty
hviezd od uhlu ku smeru pohybu.

do ‘
y y

do

Upravou ostatnej rovnice dostavame

sin #d6 d(cos
p(p) =p _ pdlcosd)

sinpdp 'Od(cos ©)’
kde zapisani derivaciu vieme zratat vdaka vyjadreniu cos# od cos
vyssie. Plati

() = d(cosfl)  c(c—wvcosy)+v(ccosp —v)
P pd(COS ©) ! (¢ — veos )
? — v?

(c—vcosp)?
1

N p72 (1 — %COSQD)Q.

Vysledok. Mozete si sami vyskusat, ¢o to robi pre ¢ = 0 a uvidite, Ze
vpredu sa hustota hviezd skutoc¢ne zhustuje. Tak ako ukazovalo ivodné
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video. Integraciou cez cely priestorovy uhol si tiez mozete overit, ze
celkovy pocet hviezd ostal nezmeneny.

Cast (b)

Ako sa zmeni frekvencia pozorovaného svetla v zavislosti od smeru?
Odpoved pre ¢ = 0 a = 7 pozname. V tych pripadoch je to dobre
znamy Dopplerov jav. My ho mame najst pre vSeobecny uhol. Napriek
tomu sa dé tuloha poriesit priam prekvapivo jednoducho, ak vyuzi-
jeme druht zo spominanych bizarnych myslienok, z ktorych vyplyvaju
vSetky zakony relativity: Stvorvektory.

So Stvorvektormi sme mali moznost sa blizsie zoznamit vo vzoraku
ulohy FX 4.6 ZABAVNE FOTONY. Tam sme predstavili Stvorvektor
polohy, Stvorvektor rychlosti a stvorvektor energie a hybnosti. Rov-
nako ako tam, aj tu sa ukaze velmi uzito¢ny prave posledne spominany.
Hladané frekvencia svetla totiz tizko suvisi s energiou jeho foténov, a
tu vieme spocitat Lorentzovou transforméciou! Tzv. stvorhybnost bu-

deme oznacovat P,. Jej zlozky su'®

Pu = (E/Capxapyapz) .

Ak si este spomenieme, Ze pre fotén £ = hf a |p| = hf/c, tak
modzeme napisat rovnost medzi Stvorhybnostou foténu v sustave S a
Stvorhybnostou foténu v S’. Plati Lorentzova transformacia

a 7 72 00 o
—h—cfcose ey 00 —Tf/cosgo
~Msing | [ 0O 0 10 1 sin

0 0 0 01 0

Specialne si viimnime rovnost

hf  hf  uhf
= =y 08
C C Cc C

odkial jednoduchou tpravou dostaneme hladani zavislost
1
y (1 — = Cos gp) '

fllo)=f

Cast (c)

18 Ak ste pri &itani tohoto odstavca pocitili zévrate a neistotu, skiste si znova prelistovat spominany
vzorak ulohy FX 4.6.
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Ako sa zmeni hustota ziarivého vykonu II? Vieme, ako sa vo vybra-
nom smere zmeni pocet zdrojov svetla (oznacme tento nasobok ako
a(y)) a frekvencia, a teda i energia prichddzajucich foténov (oznac¢me
ako b(y)). Lahko by nas mohlo napadnut, Ze ziarivy vykon v tomto
smere sa zmeni (a(y)b(p))-nasobne. To je vsak omyl! Zabudli sme na
skuto¢nost, Ze sa zmeni aj pocet dopadajucich foténov.

Aby sme do problému lepsie nahliadli, predstavme si, zZe isty zdroj
svetla vyzaruje fotony v rovinnych vinach vzdialenych od seba jednu
vlnovi dizku A.1? V inej vztaznej stistave st tieto roviny vzdialené o X'
Fotény sa vSak stile pohybuju rychlostou svetla, a preto ich budeme
registrovat tolkokrat viac, kolkokrat sa zmensila ich vlnova dizka. To
je to vsak opit b(y), pretoze vinovéa dlzka zavisi len od prevratenej
hodnoty frekvencie.

Takto sa tivahou dostavame k spravnemu vysledku

I1
[y (1 — %cosgp)]“'

Dosadenim napr. pre v = ¢/2 mdzeme zistit, ze priamo pred nami

() = Ha(p)b*(p) =

sa ziarivy vykon zvicsi na 9-nasobok, za nami sa zmensi na jednu
devitinu. Na kapitanskom mostiku lode Enterprise je teda poriadne
hortico a urcite by sme si nan nemali zabudnut vziat slneéné okuliare.
S tymto neratali ani tvorcovia Hviezdnych vojen!

19Druh4 sada foténov je vyslana tak, aby sa nachidzala napr. v minime vlny predchéadzajtcich foténov.
To je znova rovina a jej body maja skvela vlastnost — nulovost B a E. Ak je EM pole v istom bode a case
jednej vztaznej ststavy nulové, tak v tomto bode a ¢ase je EM pole nulové aj vo vSetkych inych vztaznych
stistavach. Takéto body st v drahe foténu vzdialené prave o vinovt dlzku foténu v danej vzfaznej ststave.
A to su vzdialenosti rovin, ktoré uvazujeme. Tymto sme vzadjomné polohy foténov definovali objektivne.
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Vysledkova listina FX po tretej sérii.
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#  Riesitel FX1-6 FX7 FX8 FX9 >
1. FEugen Hruska 21 5) 5 3 34
2. Maria Kieferova 16.5 - 0 1 17.5
3. Jan Bogar 15 0.5 1 0 16.5
4. Katerina Honzakova 7 - - - 7
5. Martin Polacko 6 - - - 6
6. Peter Vanya 5.5 - - - 5.5
7. Jakub Kovac 2 0.5 0 0 2.5
8. Prabhat Pinnaka 2 - - - 2
9. Adam Mohammad 0 - - - 0

Michal Zajacek 0 - - - 0



