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Vzorové riesenia a vysledky 4. série 4. ro¢nika

FX10 Plocha zem (Opravoval Bzduso)

Je vseobecne zndme, Ze Zem je gula s polomerom R. Kedysi si vSak
ludia mysleli, Ze Zem je nekoneénd homogénna platria s hribkou h.
Zistite, akd by musela byt tdto hribka h, aby bolo na ,plochej Zemi*
rovnaké gravitacné zrychlenie, ako je teraz. Predpokladagte, Ze hustota
»plochej Zeme“ by bola rovnaka, ako je priemernd hustota Zeme teraz.

Kym sa dame do prace, zopakujmesi dva zname fakty o gravitacnom
poli.

» Hmotny bod s hmotnostou dm vytvara v kazdom bode gravitacné
pole dané Newtonovym vztahom

d
dg = G—&,,
r

kde €, je jednotkovy vektor smerujtci od hmotného bodu do miesta,
v ktorom hladdme gravita¢né pole.

» Gravitacné pole od viacerych hmotnych bodov ziskame jednodu-
cho ako sticet gravitacnych poli od jednotlivych hmotnych bodov.

Ak sa zmierime so zndmym vztahom pre gravitacné pole gule a
potom integrovanim ziskame vztah pre gravitacné pole rovnej dosky,
uloha je vyriesena. To naozaj urobime, ale vzapéti si ukazeme, ako sa
dala tloha vyriesit uplne bez integrovania.! Avsak dockaj ¢asu, ako hus
hlasu! Aby sme docenili krasu spominaného triku, najprv si ukazeme
pracné riesenie s pouzitim integralov.

Predstavme si nekoneént dosku s hribkou dh a s hustotou p. Podme
zistit, aké je gravitacné pole vo vyske h nad nou. Zavedme si oznacenia
vzdialenosti a uhlov, ako na nasledovnom obrazku:

1Aby som nezavadzal, jeden integral v rieSeni zapiSeme, ale v skuto¢nosti integrovat nebudeme. Postadi nam
znalost, Ze integrdl vyjadruje akysi sicet.



Zo symetrie je jasné, ze hladané g bude smerovat kolmo na rovinu.
Rovnako vzdialené ¢asti roviny pritom prispievaji rovnako velmi. Preto
si ju rozdelime na prstence s polomerom s a Sirkou ds. Z geometrie

vidno, ze ak si ako stradnicu zvolime uhol ¥, tak

. h
~ cos ¥
a
s = htgv
I
h
ds = cos%?dﬁ'

Hmotnost ststredend v jednom prostenci je
d*m = 2nps ds dh

a ku gravitacnému zrychleniu vo zvolenom bode prispieva

d? Jrovina = G—=—cost

s d
= 27Gp dh—s cos ¥}

Szﬁtgﬁ dv

= 27Gp dh== cos ¥}

0052 W]

= 27Gp dhsind dv.

Integraciou cez ¥ od 0 po 7/2 dostaneme celkové pole od nekonecne;

tenkej roviny

/2
dgrovina = 27Gp dh/ sin ¥ dv
0
= 2nGp dh.
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Vidime, ze pole od nekonecnej roviny nezdvisi od vzdialenosti h.
Je rovnaké v celej polrovine. Preto ak vezmeme mnozstvo takjchto
tenkych rovin a poukladdame ich do jednej vrstvy s velkou hrabkou H,
vysledné pole bude jednoducho

Grovina = QWGpH

Tento vysledok stac¢i porovnat s gravitacnym polom gule, o ktorom
je zndme,? Ze

Joula — G—;

Porovnanim ziskanych vysledkov dostaneme, ze gravitacné zrychle-
nia buda rovnaké, ak

Trik — Gaussov zakon

Teraz si ukézeme, ako mozno zapisat gravitaény zakon v inom tvare,
ktory je uzitoény v niektorych specifickych situiciach.® Uvazujme Iu-
bovolni uzavretu plochu v trojrozmerom priestore (napriklad plocha
ohranicujica zemiak, ale v nasom pripade ide o nehmotnii, myslentu
plochu). Nech sa niekde v jej vnutri nachddza hmotny bod s hmot-
nostou dm. Podme skimat nim vytvorené gravitacné pole na nasej
myslenej uplne hocijakej uzavretej ploche.

2Ked sa nad tym zamyslite, vobec nie je jasné, preco by pole od homogénnej gule malo byt rovnaké, ako od
hmotného bodu rovnakej hmotnosti umiestneného v strede tejto gule. Vezmime si napriklad bod v blizkosti povrchu
gule: Vidno, Ze niektoré ¢asti gule s vyrazne blizsie, nez stred gule. Iné zas prili§ daleko. Dalsie dokonca pdsobia
gravitac¢nou silou tuplne zlym smerom! Napriek vsetkému, ono to tak naozaj je! Ide vSak o netrividlny matematicky
vysledok.

3Najmé v takych, ktoré st nejakym spésobom symetrické.



Ak sa budeme pozerat z hmotného bodu smermi vnitri malého
priestorového uhla s velkostou df2, vymedzime na povrchu plésku s
velkostou d.S. Z Tahkej geometrie* nahliadneme, Ze

dS = r?dQ/ cos¥),

kde 6 je uhol, ktory zviera spojnica plosky s hmotnym bodom a
kolmica na plésku. Malej ploske eSte priradime normélovy vektor,
oznac¢me ho dS. Ten je kolmy na nasu plosku a jeho velkost sa rovna
velkosti plosky.

Ak si eSte spomenieme na vztah pre gravitacné pole, mozeme sa
pustit do boja. VSimnime si zdporne vzaty skalarny sacin

—dg-dS = dg dScosf
G dmr? dQ

= cos @
r2  cosf

= G dm dQ.

Tento teraz zintegrujeme cez cely povrch (vSetky plosky dS), tzn. cez
cely priestorovy uhol. Pre kazdy ktsok povrch je vsak G aj dm kon-
Stantné, preto mozeme upravovat

—j{dg-ds = /dedQ
S

= de/dQ
S
= 4nG dm,

4Priestorovy uhol je definovany ako plocha, ktortt vybranymi smermi vymedzime na povrchu jednotkovej gule.
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kde sme vyuzili fakt, Ze cely priestorovy uhol® je 4.
Este nekonc¢ime! Predstavte si vnutri nasej plochy viacej (n) hmot-
nych bodov a sami si rozmyslite nasledovné tvrdenia:

» Gravitacné pole na povrchu mozno vyjadrit ako vektorovy sucet
jednotlivych poli, tj.

g=dg;+ ... +dg,.

» Skalarny sucin zavisi od zloziek vektorov linearne, preto

g-dS=dg;-dS+...+dg, dS.

» Integral cez cely povrch mozno rozdelit na stcet n integralov, v
ktorych uz vystupuje len jedna hmotnost a ktoré sa identické s
integralom o par riadkov vyssie. Preto plati

—fg-dS:éLWGM,

kde M je sucet hmotnosti vSetkych hmotnych bodov vnitri mys-
lenej plochy.

Tiez si sami premyslite, preco hmotné body mimo myslenej plochy do
integralu neprispievaji.°

Spit k rieSeniu

Dokazeme si, ze gravitacné pole gule je identické s gravitacnym
polom hmotného bodu. Zo symetrie je jasné, Ze hladané gravitacné
pole smeruje do stredu gule a zavisi len od vzdialenosti (nie od smeru).
Obklopme teda nasu gulu myslenou gulovou plochou s polomerom
r > Ry, Vidime, Ze vSade na tejto ploche je g rovnako velky a
navyse rovnobezny s dS (tj. kolmy na povrch). Preto mozno pisat

- ]{ g-dS = g5 = 47GM

Jgula 4rr® = 4nGM
GM
Jgula = 7
Vidime, ze polomer gule R do vysledku nevstupuje.”

Teraz gravitacné pole nekonecnej roviny (dosky). Zo symetrie je
jasné, ze g smeruje kolmo do roviny. Zavislost od vzdialenosti jasné

5Tj. povrch jednotkovej gule.

6Hint: Nulovy priestorovy uhol. Teleso sice vidime v istjch smeroch, ale v kazdom jednom smere vidime dva
povrchy opaéne orientované! Ich prispevky do integralu sa navzajom vyrusia.

7Zn;)va pripominam, Ze tento vysledok nie je samozrejmostou, a ze zan vdacime zavilosti gravitacnej interakcie
od 1/r=.



nie je. Preto si sikovne zvolime taku ,,gaussovska“ plochu, aby sa nam

L

integral dobre pocital.

Tato uzavreta plocha pozostava z dvoch podstav toho istého, no
inak Tubovolného tvaru, ktoré sa nachadzaji v rovnakej vzdialenosti h
na opacnych stranach dosky. Plochu kazdej z nich ozna¢me .S,,. Plocha
sa uzatvéara cez plast spusteny kolmo na rovinu.

Comu je rovny integral v tomto pripade? V§imnime si, Ze na kazdom
kusku plasta je skalarny sicin g-dS rovny nule, teda plast do hodnoty
integralu vobec neprispieva. Staci teda zratat integral cez podstavy.
Tam je vsak g konstantné a navyse kolmé na povrch. A my uz vieme,
ze to predsa nie je ziadne integrovanie! MdZeme hned pisat

— % g - dS = Zgrovinasp = 4nGM
20iovinadpy = 4nG pHS,
Grovina = 221G IOH

Opiit raz dostavame, ze takéto pole nezavisi na vzdialenosti h od ro-
viny. Aké jednoduché! Takto rychlo sa daju pomocou Gaussovho za-
kona odvodit vztahy pre gy, @ grovina- Dopracovat sa k vysledku je
teraz uz trividlna zaleZitost.

POzZNAMKA 1: Skuste si ako cvi¢enie pomocou Gaussovho zékona
dokéazat, ze gravitatné pole vnutri homogénnej skrupiny je nulové (iny
dokaz najdete v poznamke pod ¢iarou vo vzorom rieseni tlohy FX D3
POLGULE). Tiez si mozete dokazat, ze vnutri homogénnej gule klesa
gravitacné pole linedrne z hodnoty na povrchu na nulov hodnotu v
jej strede.

PozZNAMKA 2: Bohuzial, ziadnu prakticki ulohu na vyuZzitie Gaus-
sovho zakona pre gravitacné pole nenajdeme. Gauss ho vsak v sku-
tocnosti vobec neformuloval pre gravitacné, ale pre elektricke pole.
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Naozaj, ved staci spravit zameny M — @, g — E a G — 1/4we a

dostavame
74 E.as= <.
€0

Lala, konecne vidime, preco je v Coulombovom zakone hlipy faktor
1/47w. Aby Ziadny hlapy faktor nevystupoval v rovniciach vyssej fyziky.

Aplikacie tohto tzv. Gaussovho zdkona su dalekosiahle. Ide o jednu
zo Styroch Maxwellovych rovnic, ktoré podavaju tiplny popis elektro-
magnetickych poli a ktoré v sebe kéduju aj Specialnu tedriu relativity!

FX11 Ladenie gitary (Opravoval Bzduso)

Tina sa uci hrat na gitare. Okrem jej podmanivého zvuku ju vsak
zaujala aj skutocnost, Ze ked si gitaru naladi v teple domova a potom
s nou vyjde von do chladnej zasneZenej noci, gitara uz neladi. Aby ste
Tine vysvetlili, ako je to mozZne, tak

(a) odvodte vlnovi rovnicu pre strunu,

(b) ndjdite zavislost zdkladnej frekvencie struny v zdvislosti od jej pre-
dlZenia AL;

(c) zistie, ako sa zmeni zdkladnd frekvencia struny, ak s gitarou zdj-
deme do treskicej zimy s teplotou o AT mensou.

Struna md dlzku L = 0,8m (jej cast na kobylke zanedbdvame), prie-
mer d = 0,6 mm, je zhotovend z ocele s hustotou p = 8000 kg/m3, mo-
dulom pruznosti E = 220 GPa a tepelnou roztaznostou o = 11.10"6 K
a na zaciatku hra s frekvenciou fy.

Cast (a)

Odvodenie vlnovej rovnice struny urobime formalne, aby sa dalo
Tahko zopakovat pri odvodeni vlnovej rovnice v mnohych inych si-
tuacidch. Budem pritom zdéraznovat vsetky zanedbania, ktorych sa
dopustame.

Ozna¢me vychylku struny v jednotlivych miestach ako y.® To bude
bude zavisief od polohy z i ¢asu ¢, teda je spravne pisat x(z,t). Z
praktickych dévodov budem vécsinou ¢asovy argument, ¢i dokonca oba
argumenty, vynechavat. V stvislosti s tymto si pripomenme skratané
oznacenia pre Casové a suradnicové derivacie

Ix o X .
or X a ot X

8V pripade pozdlznych vin by z malo vyznam suradnice daného bodu na nedeformovanom telese a x jeho
posunutie z tejto polohy do okamzitej polohy.




v pripade druhych derivacii napiseme dve ¢iarky, resp. dve bodky.

Nakreslime si prehladny obrazok, aby sme sa mali od ¢oho odrazit.

x(x)
A

Budeme uvaZovat len malé uhly «, aby sme mohli pouzivat ap-
roximaciu sina ~ a & tga. V tom pripade zrejme moZeme pisat
X' () = a(z).

Teraz podme riesit dynamiku tGlohy. Aké sily posobia na vybrany
infinitezimalny ktisok struny? Struna je napinané nejakou silou 7'. Ta
je uréite konstantna pozdlz struny, ak struna nie je deformovana. Pri
velmi malych deforméciach bude zrejme aj zmena T pozdlZ struny
malé a preto ju zanedbame. Sily tahajtice konce vybraného kusku st
teda rovnako velké a odliSuju sa len smerom, akym posobia. Vyslednica
sil vo vertikdlnom smere je preto

dF, = Tsin(a+da)—Tsina
= TX'(z+dz) = Tx'(2)
= Tx"(x)dx.

Z Newtonovho pohybového zdkona mame df;, = dma,, kde dm je
hmotnost kisku struny dm = pSdz a kde a, = X je jeho zrychlenie
vo zvislom smere. Dosadenim za F), dostavame

Spx(z,t)dz = Tx"(z,t)dx
x(x,t) _ T Px(x,1)
ot? - Sp 0x?

To je hladana vlnova rovnica. Ale preco sa tak nazyva? Vinovd
rovnica ma popisovat vinu, tj. profil pohybujici sa uréitou rychlostou
v. V tomto pripade mé teda vychylka x zévisiet od ¢asu a stradnice
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cez argument (z & vt).? Derivovanim y(z & vt) Tahko odvodime!®

ox ox
o~ o
P _
Ot? Ox?

To znamena, Ze rovnica, ktorej rieSsenim je pohybujici sa profil
(vlna), musi spliiaf prave odvodeny vztah. Preto sa uvedend rovnica
vola vlnova,'! hoci mé aj mnozstvo inych rieseni.?

Porovnanim dostavame

T \/E
U= = B
Sp p

kde 0 = T'/S standardne oznacuje mechanické napéitie v pascaloch.

Cast (b)
Na to, aby sa na strune mohla Sirit vina, musi byt struna napnuta.
Pnutie stavisi s predlZzenim podla Hookovho zédkona

AL
—cE=""F
o=c¢ L

kde E je zadany Youngov modul pruznosti v tahu.

Teraz prejdime k samotnej vine. Pri zakladnej frekvencii plati A =
2L. V pripade kazdej vlny su (fazova) rychlost, frekvencia a vlnova
dlzka viazané vzfahom v = \f.!® Dosadenim dostévame

v 1 )

h=5r =3\ %

Aby sme boli v obraze, najdime predlZenie potrebné k vyltdeniu
komorného a, ktoré méa frekvenciu fy = 440 Hz. Dostavame

P 2
= —(2fyL)” =~ 0,018.
€ E(fO) ’

9Znamienko uréuje smer pohybu viny. Premyslite si, pre¢o volba ménus znamens pohyb v kladnom smere osi !
10Mozno to derivovat napriklad ako zlozent funkciu, tj.

Ox(xxovt) dx(z£wvt) O(xEot)
ox TR . ox
Ox(xxwot)  dx(zxot) O(z+£wt)

ot T d@xet) ot

HTakéto pekné vysvetlenie ma nauéil docent Martin Mojzis, za ¢o som mu vdaény.

12T.ahko si moZete overit princip superpozicie, tj. Ze ak x1(z & vt) a x2(c £ vt) si riesenim istej vinovej rovnice,
tak aj c1x1(z = vt) + cax2(z £ vt) je rieSenim tej istej vinovej rovnice pre hocijaké c1,c2 € R.

13Predstavme si sinusovii vinu. Nech v istom bode struny sa v isty okamih nachadza vrch kopéeka. Vrch dalsieho
kopéeka sa sem dostane za ¢as 1/f. Za ten isty ¢as sa prvy kopcek stihol posunit prave o vinovi dizku A. Jeho
rychlost je teda v = s/t = Af.



To znamena, zZe nami vybrata konkrétna struna je na naladenej gitare
natiahnuté o 1,8% oproti svojej povodnej dlzke.

Cast (c)
Zanedbavame roztaznost gitary, takze vinova dlzka zakladnej frek-
vencie ostava rovnaka. Rychlost viny sa zmeni, pretoZe sa zmeni napi-

.....

o+ Aoc. Ako sa tym zmeni zédkladna frekvencia? Postupne upravujeme

1 o+ Ao
Af = —|——
JotAf 5T ;
B 1 o 1+A(7
2L\ pV o
1 Jo 1+AJ
~ oL\ p 20
Ao
Af = f02_7
o

kde sme v jednom kroku vyuZili, Ze pre malé x plati (1+xz)" ~ 1+nz.!4
V ziskanom vztahu by sme radi videli hmatatelnejsie veli¢iny, nez
akési mechanické napéatie a jeho zmenu. Mechanické napétie si vyjad-
rim pomocou fj. Plati
o =p(2fol).
A ako sa vlastne pri ochladeni zmeni mechanické napitie? Aby sme
ur¢ili Ao, treba si uvedomit, ako to s tymi predlzeniami funguje.
Majme strunu, ktora ma pri istej teplote a pri nulovom mecha-
nickom napiti dizku Ly. Ak ju schladime!® o AT, skréti sa na (1 —
aAT)Ly. Ak ju natahujeme napdtim o, predlzi sa na (1 + %)Lo. Ak
predpokladame, Ze koeficienty o a F st pre malé natiahnutia a malé
zmeny teploty konStantné, tak mozeme pisat

L = (1-aAT)(1+2) Ly
(1 — aAT + %)Lo,

teda pri oboch efektoch stc¢asne plati pre predlZenie

g
g = E OZAT
14Priamodiarejsi postup cez derivacie je
Af= 2 Ap—Top
Oo |y 20

158chladime.
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Gitara, ktora predstavuje akési neroztiahnutelné médium, poneché
celkovt dlzku struny po ochladeni rovnaki, ako pred ochladenim. Pre-
dlZenie € sa teda ochladenim nezmeni. Ak ma zaujima zmena mecha-
nického napiitia, dostavam rovnost

o o+ Ao

— = ——— — AT

E E @
Aoc = FaAT.

Po dosadeni o a Ao do vztahu pre A f dostdvame po tprave

Af  FEa
AT 8pfol?

V stlade so skiisenostou gitaristov dostavame vysledok, Ze najviac sa
zmeni frekvencia pri malych hodnotach fj, tzn. pri hlbokych tonoch.

PozNAMKA 1: Rychlost Sirenia vlny mozno vzdy vyjadrit v zavis-
losti od lokalnych parametrov (v pripade prie¢nych vin struny to bolo
mechanické napétie a hustota). Lokalnych parametrov vicsinou nie je
vela, preto mozno rychlost $irenia vlny aZz na ¢iselnt konsstantu velmi
rychlo odvodit z rozmerovej analyzy. Ciselna konstanta je v drvivej
vécsine pripadov rovna 1. Vynimkou je Sirenie zvuku v plynoch, kde
sa rovna odmocnine z Poissonovej konstanty k.

PozNAMKA 2: Je velmi zaujimavé, ze dva sucasne znejlce tony
zneju cisto, ak pomer ich frekvencii je zlomok malych celych cisel.
Ladenie nastrojov v nasich konc¢inach je zalozené na tom, zZe pomer
frekvencii polténu, tj. dvoch najblizsich klaves, je 1 : ¥/2. Rozdiel n
polténov zodpovedad pomeru frekvencii 1 : ( 1\2/§)n Jedna oktava (12
polténov) zodpovedd pomeru frekvencii 1 : 2. Kvarte (5 polténov) a
kvitne (7 polténov) zodpovedaja priblizne pomery frekvencii 3 : 4,
resp. 3 : 2. To mozno brat ako vysvetlenie, preco zneju CistejSie nez
ostatné intervaly.

Zostanime vsak pri ¢isle ¥/2. S jeho pomocou vieme zistit, o aky
pocet N polténov sa vlastne gitare pri ochladeni rozladila. Ak pred-
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pokladame malt zmenu frekvencie, tak mame

In (1 + %)
In /2
12Af

fo In 2

E
B N
2pf8L%1n2

Q

Ak si vezmeme frekvenciu najnizsej (82 Hz) a najvyssej (330 Hz) struny
na gitare, fTahko dopocitame prislusné rozladenie 0,15, resp. 0,0094
polténu na °C. V literatire mozno najst, ze citlivost fudského ucha je
asi 0,05 polténu. Chce to ale dobre nastrazené usi. Najhrubsia struna
sa rozladi o cely poltén pri ochladeni o 7°C.

FX12 Inzinierina na via ferrate (Opravoval Jakub)

Mdme ocelové lano dizky L = 20 m, prierezu S = 1 cm?, s medzou
pevnosti oy = 1 GPa, hustotou o = 8000 kg.m > a modulom pruznosti
FE = 220 GPa. Ma slizit na zaistenej ceste v hordch (t.j. na via ferrate)
pre odvazneho feratistu na prelez ponad roklinu. Aby mohol byt takito
most uznany bezpecnym, tak napdtie v landch nesmie prekrocit 10-
tinu medze pevnosti lana, ok je feratista s hmotnostou m = 80kg v
prekonat za dodrzZania predpisov! Straty hmotnosti feratistu v dosledku
fyziologickijch prejavov strachu moZete zanedbat.

Nasledovny text obsahuje 2 pristupy k rieSeniu tejto tlohy. Prvy
sa d& nazvat analyticky a druhy mé pre FX nezvycajni experimen-
talnu povahu. V oboch pripadoch vyuZijem oznacenie pre dlzkovt
hustotu lana A = Sp = 0,8kg.m ™}, pre hmotnost lana samotného
M = L)\ = 16kg a oznacenie Fi.x = % = 10kN pre maximalne
pripustné napéitie v lane. Taktiez v oboch pristupoch budem v prvom
pribliZzeni povazovat lano za nenatahovatelné, kedze relativne natia-
hnutie pri maximalnej pripustnej zafazi je iba 3= ~ 0,05 %.

1. Analytické rieSenie

Zacnem odvodenim rovnice pre idedlne nenatahovatelné, dokonale
ohybné lano umiestnené v homogénnom tiazovom poli v statickom

pripade. Zavediem si do problému suradnice x a y, pricom x bude
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vo vodorovnom smere a y bude vo zvislom smere. Vyska lano nad
konkrétnym miestom bude dand funkciou f(x). Vyberiem si kusok
lana, ktorého priemet do vodorovného smeru je dx, vid obrazok.

A f(x)

Na tento kiisok posobia dokopy 3 sily, ktoré maja byt v statickej situ-
acii v rovnovahe:

e tiazova sila o velkosti dFg = Ag+/(dxz)? + (df)? = Agy/1 + f2(z) dx

posobi v zvislom smere nadol!®,

e tahova sila lana zlava pdsobi na lano zvislou zlozkou £, ; nadol a
vodorovnou zlozkou F, dolava,

e tahova sila lana sprava posobi na lano zvislou zlozkou Fj » nahor

a vodorovnou zlozkou F, dopraval’.

KedZe nase lano je dokonale ohybné, tak smer napitia v lane musi byt
v kazdom mieste doty¢nicou k lanu samotnému. Vdaka tomu dosté-
vame vztahy

F71 B Y
Fix—tanoz—f(iv),
% =tanf = f'(z +dz) = f'(2) + [f'(2)] dz = f'(z) + f"(z) d=.

Ked teraz zapiSeme podmienku pre rovnovahu nasho vybraného kisku
ohladom zvislych zloziek pdsobiacich sil, tak dostaneme hladant rov-

nicu
Agy/ 1+ f2(x) do = F 9 — Fy 1,

16Pouzivame oznacenie pre derivaciu &iarkou, teda f/(z) = d{i(:).

17Sledovany kiuisok lana ma byt v rovnovahe, preto musia byf v rovnovahe aj vodorovné zlozky posobiacich sil,
preto s obe vodorovné zlozky napétia v lane rovnaké. To je aj dévod, preco je vodorovna zlozka napitia rovnaka
pozdlz celého lana.
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2T = £"(a). B

Tato rovnica je nelinearna diferenciadlna rovnica prvého radu pre ne-

znamu funkciu f'(z) 2 p(x). MoZzeme ju riesit separaciou, ¢ize odde-
lenim ¢lenov zavislych od x a od ¢,

A d

2 o = Ld

Fx \/1—|—Q02

a nasledovnou integraciou. Ide o technikalitu. Lahko sa v§ak overi'®, ze

. Ty < v o T—2 . _ _ F; 19
rovnicu spliia rieSenie f(r) = Acosh =5 + hy, ak plati A = B = SvE
Méame teda riesenie

F, A
f(z) = )\—gcosh Fi(x — x0) | + ho,
) [ Ag Ag
f'(x) = sinh F(az — Tp) = 1+ f%2(x) = cosh F(:{: — )|,
A A
f(z) = Fz cosh Fi(m — Z0)

Je na cCase urobit si nacrt situdcie, aby sme mohli urcit okrajové
podmienky pre nase vSeobecné riesenie. Zrejme bude situacia symet-
rickéd ohladom bodu v strede lana. Sta¢i ndm preto najst rieSenie pre
vybrani polovicu lana®’. Zo symetrie je zrejmé, ze aj zataZzenie bude
symetrické a teda kazda polovica lana ,nesie“ polovicu feratistu.

18Napodiv, po jednom dorieseni tejto tlohy sa ten vysledok lahko aj zapamiita — tak to bolo aj v mojom pripade.
Cize, homogénne idealne lana visia vzdy ako nejako posunuty a ponatahovany cosh.
19Mal4 exkurzia do sveta hyperbolickych a k nim inverznym funkcidm

coshx = ¢ +26 s CZS r_ sinh x, cosh™ 2 °Z" arccoshz = In (:): + V2 — 1) R
T
T — e d sinh
sinhx = ¢ 2e s S;n r_ cosh zx, sinh™ ! z °2" arcsinhz = In (m + V2 + 1) R
T
inh d tanh 1 zn. 1 1
tanhx = s ac’ amnT _ > tanh™! z °Z" arctanhz = = In te
coshz dz cosh® x 2 1—=x

a pridam este univerzalnu identitu pre hyperbolické funkcie cosh? z — sinh? z = 1.
207 yolili sme si prava &ast, vid obrazok.
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Prva podmienka na lano bude, aby v strede — v mieste zavesenia od-
vazlivca — bola zvisla zlozka napétia vo vybranej ¢asti rovna polovici
tiaze visiaceho, ¢o zapiseme

E, 2F,

Druha podmienka na lano bude, aby zvisla zlozka napétia v bode

f'(0) = —sinh

uchytenia bola rovna polovici celkovej zavesenej tiaze, teda

F'(1) = sinh )\Q(ZF; o) _ (m ;‘Fy)g (3)

Dalsiu podmienku nédm diktuje zadanie, totiZ, Ze maximalne naptie v
lane nesmie prekrocit hodnotu Fng". KedZe vodorovnéa zlozka napétia
v lane je vo vsetkych miestach rovnaka a zvisla je v mieste x rovna
polovici tiaZi lana visiaceho v intervale (—x, ) a feratistu®!, tak je
ofividné, Ze najvysSie zatazenie bude v lane pri tchytoch do stien
rokliny. Taktiez je intuitivne jasné, ze vyssia hodnota F), znamena
vécsSie nasponovanie lana a tym mensi previs lana voc¢i Gchytom a s
tym aj vacsiu moznu sirku roklinu, ktort preklenie. V zmysle urcenia
maximalnej pripustnej Sirky rokliny teda budeme ziadat

Fo/1+ f2(1) = Flmgx. (4)

Vyuzitim podmienky (3) vieme z (4) ziskat vztah

S ez

102 4
t’22

Pouzitim v (2) vieme vypocita

FI’ . h mg
Trog = —— arcsiin .
0 Ag 2F,

Nakoniec potom uZ vieme aj vyjadrit aj [

F, , M
[ = Y arcsinh % + 2.
Pre hodnoty zo zadania dostavame F, ~ 9,9889 kN; xq ~ —49, 987 m;
[ = 9,991 m. Teraz si mdzeme vSimnut, Ze napiitie v lane je prakticky
po celej dlzke zhruba fmx = 10kN a teda v druhom pribliZen je
lano dlzky L' = L(1 + 1oE) ~ 20,009 m, potom mé dlzkovia hustotu

21To sa d4 vidiet z toho, ked ¢lovek zoberie lano v intervale (—z, z) aj s feratistom, pozaduje symetriu voéi z = 0
a ziada staticku situaciu.
22Vyjadrenie pomocou zadanych veli¢in nechdm na D.U.
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N = % ~ 0,7996kg.m ! a po dopoéitani vyjde maximalna Sirka rok-

liny, ktor to moze preklenut 2!" =~ 19,990 m.

2. experimentalne rieSenie

Hned na ivod by som napisal, Ze toto rieSenie nebude priamo experi-
mentalne merat vysledok, lez pdjdeme na to trochu oklukou. Najméi by
sme boli radi, keby sme cely experiment mohli nejako zmensit a urobit
pohodlne doma, a pokial moZno nie s ocelovym lanom pozadovaného
prierezu, lebo také sa bezne v domacnosti nevyskytuji. Riesenie bude
zalozené na postupe zvanom skdlovanie.

Zacneme s pribliZenim nenatahovatelného lana. Premyslite si, Ze
vodorovna zlozka napitia v lane musi byt pozdlZ celého lana rovnaka!

Analyzujme sily pdsobiace na kus lana s visiacim ujom v intervale
(—z,x). Vyuzijeme symetriu tlohy vodi stredu lana a zapiseme rov-
nicu, ktora popisuje lano v statickej situdcii a je velmi intuitivna. Vy-
uzijeme, zZe zvislé zlozky sil pdsobiacich na lezca a vybrany kus lana
musia byt v rovnovahe

F, F+XMd(x)

/
—t -y _2 "\

g pre Vz € [0, 1], (5)

kde d(x) = / V1+ f2(y) dy  je dlzka lana v intervale (0, x).
0

Tato rovnica je integralna, lebo do nej vstupuje cez d(x) integral ob-
sahujtci neznamu funkciu f’(z). Rovnica (5) je ekvivalentna rovnici
(1) s okrajovymi podmienkami (2) a (3). Rozdiel je len v tom, Ze tato
rovnica mé jasnu interpretéciu, lebo je zapisand pre predstavitelne
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velké teleso, kdezto rovnica (1) popisuje infinitenzimalny ktsok lana.
Hrajme sa vSak, ze sme ¢ast 1 necitali®® a rieSenie nepozname.

Tito rovnicu musi nutne spliiat aj ocelové lano s feratistom pre-
klenujace roklinu pri maximalnom povolenom zataZeni. Maximalne
zataZenie je jednoznacne uréené podmienkou pre uhol « pri tchyte

F (1 mM M
sina = y<) =2 925&9 (6)

Fmax
\/Ff(l) R Finax

Oznac¢me riesenie rovnice (5) s podmienkou pre maximéalne zatazenie
(6) ako f(x).

Teraz vyuzijeme ideu Skalovania. Podme zistit, ¢i nAm samotnd exis-
tencia riesenia f(z) rovnice (5) s podmienkou (6) nezabezpecuje exis-
tenciu inych podobnych rieseni. Sktisme hladat skutocne geometricky
podobné rieSenia — konkrétne k-krat zvidcsené, t.j. rieSenie v tvare

F,. = CF,.

23 A ak sme ju ndhodou &tali, tak sa tvarme, ze sme ju bud nepochopili alebo sme ju razom stihli zabudnut.
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Pri vibere A = C' a C' = Bk bude funkcia f(z) spliiat rovnicu (5),
lebo plati

k) "o TR
T :
9 J ~(a:) pre Vx € [0,1].

Preskalované riesenie isteze spliia podmienku (6), ked%e ide o geomet-
ricky podobné riesenie. Skalovacia podmienka C' = Bk nam fixuje po-
mer medzi hmotnostou visiaceho a hmotnostou lana, je ekvivalentna
podmienke §; = % Druhé skalovacia podmienka A = C vypoveda o
tom, Ze sily sa musia Skélovat rovnako ako zavesené hmotnosti, ¢o je
pri geometricky podobnom rieseni evidentné.

Zoberme lanko nejakej dlzky, povedzme nech to je L = kL.2* Hmot-
nost lanka oznadim M = BkM.? Dalej si zoberiem zavazie o hmot-
nosti 7 = Bkm a dam ho do stredu lanka. Dalej natiahnem lanko tak,
aby tchyty boli v rovnakej vyske a aby uhol, ktory zviera dotyc¢nica
lanka s horizontalnym smerom, bol rovny « podla podmienky (6). Po-
tom urcite existuje rieSenie nasho problému zo zadaniu, len prislusne
(k-ndsobne) zmensené.?® Potom mi stac¢i zmeraf vzdialenost tichytov
a predelit ho k-ckom a mam odpoved.

Tu by sa patrilo eSte overit, Ze rieSenie je jediné a teda sme na-
Sli to spravne. Skusim to aspon fyzikdlne odargumentovat. Poktsme
sa urobit nasledovny myslienkovy experiment: budeme hladat rieSenie
tvaru lana vychadzajtic od zavazia v strede. Vieme, zZe situacia bude
symetrické. Zvolme si nejaku velkost horizontalneho napétia F, v lane.
Potom pridavajme na obe strany od zavazia postupne malické kusky
lana. Ich smer uz je velkostou F, dany, lebo sila posobiaca na uz ulo-
zené Casti musi byt v smere pridaného kusku a velkost zvislej zlozky
napiitia je fixovanéa uz uloZzenymi objektami. Takto viem skonStruovat
virtualne celé riesenie tvaru lana. Je jasné, ze pre vécsie F,. bude uhol,
ktory zviera lano s horizontalou, v kazdom mieste vo vzdialenosti d(x)
pozdlZ lana od zévazia mensi ako pre mensie F,. Preto bude dlzka,
ktora lano preklenuje dlhsia ako pre mensie F),. Toto nam jasne uka-
zuje, ze Sirka rokliny, ktort lano preklenie rastie s rasttcim F),, ¢o je aj
intuitivne. Teda existuje prave jedno riesenie nasej ulohy pre fixovany
uhol «, cez ktory je fixované napitie F), a teda aj Sirka rokliny 2.

24Tym sme vybrali a zafixovali koeficient podobnosti k.
25Tymto sme douréili vietky volné parametre skalovania.
26Nage k bude ¢islo mensie ako 1, nenechajte sa zmiast.
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Realizdcia: Zoberiem si $pagat vhodnej dlzky L pre doméce me-
ranie. Aby som nemusel vazit lahky Spagat nepresnymi kuchynskymi
vahami, tak si zavaZie urobim zo $pagétu, ktorého dizka je %E a tento
prevesim cez stred. Potom si urobim 2 tchyty v rovnakej vyske tak, aby
sa aspon s jednym dalo hybat k/od druhého. Este si zhotovim nejaky

slusne velky trojuholnik s poZadovanim uhlom o« = arcsin (5”1?—]‘/[ g) a

max

snazim sa nastavit vzdialenost tichytov tak, aby doty¢nica pri jednom
z uchytov bola prave a. Ked sa mi to podari, tak si odmeriam vzdia-
lenost | medzi Gichytmi a dfzku lanka L a mam odpoved na otazku zo
zadania: [ = % L. Teda, aspon teoreticky. Toto meranie bude zatazené
chybou a ti by bolo vhodné odhadnit. Pokus som nerealizoval.
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