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FX10 Kotal (opravuje Marcelka)

Pafo (s hmotnostou m) trénuje cirkusové vystupenie. Jeho kisok spociva
v tom, Ze sa postavi na prazdny sud (s hmotnostou M a momentom zotr-
va¢nosti M R?) a nechd ho kottlat sa dolu naklonenou rovinou so sklonom
«. Pato pritom po sude beZi tak, Zze sa stale nachadza na jeho najvrch-
nejSom bode. Zistite s akym zrychlenim sa za tychto okolnosti sud kotula.
Predpokladajte, ze sud na podlozke nepresmykuje!

FX11 Dvojité kyvadlo (opravuje Tomas)

Zadanie pre géniov:
Vyrieste problém dvojitého matematického kyvadla pomocou principu mi-
nimalneho tc¢inku, ktory pouzijete numericky.

Zadanie pre normalnych ludi:

Princip minimélneho u¢inku hovori, Ze telesé sa snazia pohybovat tak, aby
priemerna hodnota rozdielu ich kinetickej a potencidlnej energie za dany cas
bola ¢o najnizsia. Tento ¢udesny zakon dokéze nahradit pohybové rovnice,
avSsak na praktické vypocty sa pouziva zriedka. Tymto prikadom sme sa
rozhodli tento neduh napravit. Viac o principe najdete tu:

http://en.wikipedia.org/wiki/Principle of least action

Dvojité matematické kyvadlo si mozno predstavit ako dve matematické
kyvadla pod sebou, vid lavy z trojice obrazkov.



Presné zadanie vasej ulohy:

Na prostrednom obrazku je zachytena poloha kyvadla v ¢ase 0s, na pravom
v ¢ase 10s. DIzka oboch ty¢i je 20 cm, hmotnost oboch zavazi 100 g, gra-
vitaéné zrychlenie 10m.s~2. Trenie neuvazujeme. Aké musia byt rychlosti
zavazi v ¢ase 0s na obrazku vlavo, aby bol takyto vyvoj mozny?

(a) Najdite ¢o najviac moznych dvojic vy, ve, ktoré st rieSenim tlohy.
(b) Najexotickejsi pohyb, ktory najdete vizualizujte a zaveste na YouTube,
link vlozte do rieSenia.
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Navod:

1. Postupujte numericky, otvorte si Python / Javu / C / Ruby / JavaScript
/ Matlab / Excel a smelo do toho.

2. Ak ste si z predchadzajucej ponuky vybrali Excel, vratte sa na krok 1.

3. Spustite Python.

4. Vymyslite, ako ¢o najjrozumnejsie reprezentovat vyvoj kyvadla (teda,
nie len okamzity stav, ale cely vyvoj od ¢asu 0s po ¢as 10s)

5. Zratajte pre tento vyvoj ucinok.

6. Skuste jemne poStelovat s vyvojom a najst novy vyvoj s mensim ucin-
kom.

7. Automatizovane opakujte niekolko poslednych krokov, az kym nedos-
tanete vyvoj s lokdlne minimélnym uc¢inkom, ktory uz neviete vylepsit.



Par dalsich rad:

— Nakédte si jednoducht vizualizdciu vysledného optimdalneho vyvoja,
silne to odporucam. Jednak uvidite, ¢i vam to rata dobre a dvak, robi
to 1zasné veci.

— Zabudnite na prezitky ako st pohybové rovnice. Pri principe minimal-
neho U¢inku vas nesmie trapit, Ze vyvoj, s ktorym pracujete, im od-
poruje. Je dokdzané, Ze pokial najdete vyvoj s minimalnym tuc¢inkom,
tento bude OK aj ¢o do klasickych pohybovych rovnic.

— Ak mate problémy so zachytavanim videa, pokojne nahrajte fotoapa-
ratom vas monitor, postaci to.

— Vase video mdze byt oproti realite spomalené, asporn bude lepsie sledo-
vatelné.

— Najexotickejsi pohyb vyhrava od Andreja kompdt.

FX12 Magnet (opravuje Janci)

V tejto tlohe sa oboznamime s najjednoduchsou mikroskopickou tedriou
popistucou fazovy prechod — metodou stredného pola. Budeme ju aplikovat
na zjednoduseny, tzv. klasicky Isingov model magnetu. Je na mieste vopred
upozornit, ze vysledky tejto tedrie s velmi odlisné od experimentalnych
merani pre naozajstné magnety. Existuju vSak iné fazové prechody prvého
druhu,! pre ktoré tedria funguje s izasnou presnostou (napr. prechod kovov
do supravodivého stavu pri nizkych teplotach — to sice nie je obsahom tejto
ulohy, ale v samom zavere sa k tejto zaujimavosti vratime).

Nez vysvetlim, ¢o metdda stredného pola znemand, predstavim uz spo-
minany klasicky Isingov model magnetu. Predstavte si kubicky krystal, v
ktorom je rozmiestnenych n x n x n = N elementarnych magnetov — tzv.
spinov — ktoré sa modzu nachddzat v dvoch stavoch: hore (1 alebo +1)
a dole (| alebo —1). Dovedna teda existuje 2V réznych mikroskopickych
konfiguracii. Energia konfiguracie je dana vztahom

Ekonﬁg. = = ZBSZ - JZ SiSj,
g (i.9)

kde s; = £1 je orientacia spinu v mriezkovom bode i, B je externé magne-
tické pole, J > 0 popisuje silu feromagnetickej interakcie spinov a (i, j) pri

! Aky je rozdiel medzi fazovym prechodom prvého a druhého druhu? Citajte napr. tu

http://www.tyzden.sk/casopis/2011/24/prvy-a-druhy-druh.html.



druhej sume znaci s¢itovanie cez dvojice najblizsich susedov. V uvazovanom
trojrozmernom krystali méa kazdy spin Sest najblizsich susedov.

Zo statistickej fyziky vieme, ze kazda z mnozstva konfiguracii sa v systéme
realizuje s pravdepodobnostou timernou e~ Frenfis. /58T t7y Boltzmannov zé-
kon. Ocakavana hodnota fyzikalnej veliciny A sa potom pocita ako stredna

hodnota . -
Zkonﬁg. Akonﬁg~e_ kontis /K

—FExonfig. / kBT ’
Zkonﬁg. e K fe./ ke

kde Ayonge. je hodnota veliciny A ak sa realizuje konkrétna konfiguracia a
obe sumy bezia cez vietkych 2V moznych konfiguracii systému. Tu vSak na-

(4)

razame na dva problémy: Prvy, zmagnetizovany material bez vonkajsieho
pola na rozumnych ¢asovych skilach? nemend svoju os magnetizéacie — fluk-
tuécia, ktord by magnet prepdlovala totiz stoji vela energie a je extrémne
malo pravdepodobna. Magnet sa teda nedostane do vSetkych moznych kon-
figurécii a sumy treba nejako orezat. Druhy problém je celkom ocakavatelny
— sumy v rovniciach nevieme vypocitat.

Metoda stredného pola je drastickym zjednoduSenim. Predpokladé sa, ze
kazdy spin interaguje s priemernou magnetizaciou celého krystalu. Kedze
6 << N3, nemozno ocakavat zazraky — najmé pokial sa v magnete realizuji
susedov. Skutocne, st to prave zanedbané flukuacie, kvoli ktorym nedava
metdda stredného pola dobré predpovede. Metdda vSak aspon kvalitativne
vysvetluje existenciu fazového prechodu a hysterézne spravanie magnetov.
To si ukazeme.

Postupujte nasledovne: Nech (s) = + > .s; zna¢i priemernt orientciu
spinu v krystali. Tt pre dané parametre 1", B vopred nepozname, ¢o nam ne-
prekaza ju nejako oznacit. Zrejme (s) # 0 bude znamenat magneticky stav
krystalu. Obmedzte sa na jeding spin ktorého 6 susedov nahradte stredngm
polom (s). Boltzmannovskym pristupom uréite, s akou pravdepodobnostou
sa tento spin nachadza v stavoch +1 a aka je jeho stredna magnetizacia.
Pozadovanim ,konzistentnosti“, t.j. ze strednd hodnota skiimaného spinu
je rovnaka ako priemerna magnetizacia vstupujuca do vypoctu, ukazte ze
mozu nastat nasledovné pripady:

» Ak B =0 a T je vicsia ako istd medznd (tzv. kritickd alebo Curieho)
teplota T, tak existuje jediné rieSenie (s) = 0, nemagneticky stav.

» Ak B =0aT < T, existuji rieSenia (s) = 0 a £ (s) # 0. Ukaite,
ze magneticky stav ma nizsiu energiu ako nemagneticky a numericky
urcte zavislost nenulového (s) od teploty.

2Povedzme na Skélach porovnatelnych s vekom vesmiru.



» Ak B # 0, moze existovat jedno az tri rieSenia. UkaZte, Ze vo vSeobec-
nosti su vsetky tri nenulové a dajte im fyzikalnu interpretaciu.

Dalej ukézte, 7e pre T < T, a existuje kritickd velkost magnetického pola
B, ktora spbsobi premagnetizovanie systému a ze prekrocenie tohto mag-
netického pola povedie na hysterézne spravanie.

Fazové prechody su charakterizované sadou tzv. kritickych exponentov.
Hoci vo fyzike existuje velké mnozZstvo fazovych prechodov, na zaklade sady
hodnot kritickych parametrov ich mozno vsetky klasifikovat do prekvapivo
malého mnozstva tried, tzv. univerzalit. Napriklad kritické exponenty nasho
modelu magnetu v pribliZeni stredného pola st identické s kritickymi expo-
nentami supravodic¢a. Dalsim prikladom je kondenzécia plynu, ktora patri
do tej istej triedy ako presne rieSenie klasického Isingovho modelu.

Toto st definicie niektorych kritickych exponentov:

» Ak teplota T je blizka T, tepelnd kapacita sa skaluje ako C' ~ |T' — T,|".

» Ak teplota T je len o malo mensia ako T., tak magnetizacia sa skaluje
ako (s) ~ (T, — T)".

» Ak T = /Tc, magnetizacia zavisi od externého magnetického pola ako
(s) ~ B9,

Urcte exponenty «, (3,9 v pribliZzeni stredného pola.

P0OzZNAMKA: Pri popise kvapalin a supravodicov sa magnetizicia nahra-
dzuje inou veli¢inou, tzv. parametrom usporiadania, ktora je v tychto fa-
zach nenulova a vo vysokoteplotnej faze je nulova. V definiciach kritickych
parametrov pre tieto fazové prechody treba spravit ta isti zdmenu magne-
tizacie za parameter usporiadania.



