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Uvod

Uvazujme zariadenie (Ciernu skrinku) s n svorkami, ktoré s vnutri spojené
odporovou schémou. Spravanie takejto skrinky v elektrickom obvode sa da
charakterizovat zavislostou pridu, ktory cez nu tecie, od napiti na jej svor-
kéch. Mozeme ju teda modelovat ako operator C' : R™ — R"™, mapujuci vektor
potencialov na svorkiach U = (U;)!; do vektoru pradov (I;)! ;. Znamienko
prudu polozme kladné, ak tecie do krabicky.

Zakladna charakteristika operatora vodivosti

Ak povazujeme rezistory vnutri skrinky za idealne, pruady na svorkach budu
zavisiet iba od okamzitych potencialov, teda nie napriklad od ich predchadza-
juceho priebehu alebo od ¢asu. Spravanie skrinky teda naozaj mozeme zapisat
ako I = C(U), kde operator C' budeme nazyvat operdtorom vodivosti.

Z linearity Ohmovho zékona (resp. zo zdkona superpozicie v elektromag-
netizme) vyplyva, Ze operator C' bude linedrny. Ak totiz vezmeme dve situécie
(potencialy a prudy), v ktorych sa skrinka méze nachadzat, a sc¢itame resp.
vynasobime konstantou vsetky potencialy a prudy v kazdom jej bode, znova
dostaneme pripustni situdciu, spliiajucu vietky fyzikalne zékony. KedZe kazdy
linedrny operator C' : R” — R"™ mozeme reprezentovat maticou (c;;)ij=1,..n,
pre prudy a napiitia bude platit n rovnic tvaru

> i1 U = 1. (1)

Ak na vsetky svorky privedieme rovnaky potencial (bez ujmy na vSeobec-
nosti nech je velkosti 1), cez skrinku zrejme nebude tiect Ziadny prad. Z rovnice

(1) dostavame
> i1 Cij =0 (2)

pre vSetky ¢ = 1,...,n. Tiez vieme, Ze nezavisle na potencidloch na svorkéach
bude celkovy prud tectci do skrinky nulovy. Konkrétne to bude platit aj pre
vSetky bazové vektory napétia (U;) = d;x, ¢o v rovnici (1) znamend

2l =2 2?21 Cijbje = D5y Cik =0 (3)

pre vietky £ = 1,...,n. Inymi slovami, rovnice (2) a (3) hovoria, Ze sucet
prvkov v kazdom riadku a kazdom stipci matice (c;;) bude nulovy.



Tieto podmienky vsak este stale iplne nevymedzuju prave tie operatory,
ktoré zodpovedaju nejakej odporovej schéme. Uvazujme napriklad operator
dany maticou

1 =1 0
B = o 1 -11. (4)
-1 0 1

Pri merani odporu medzi prvymi dvoma svorkami sa tretia svorka javi ako
vodivo spojend s prvou, pri merani medzi druhou a trefou svorkou sa prva javi
ako vodivo spojenda s druhou, avSsak v oboch pripadoch nameriame rovnaky,
nenulovy odpor. Toto naznacuje, ze operator B nie je operatorom vodivosti
7iadnej realnej odporovej schémy, i ked spliia vSetky horeuvedené podmienky.

Uplna charakteristika operatora vodivosti

Predpokladajme, ze odporova schéma vnutri ¢iernej skrinky sklada z m uzlov
spojenych rezistormi, nech prvych n uzlov st svorky. Nech st pre kazdé ¢, 7 =
1,...,nuzly i a j spojené rezistorom s nezapornou vodivostou a;; = 1/r;;. (Ak
st uzly 7 a j spojené vodivo, ¢o by znamenalo a;; = oo, zli¢ime ich predtym
do jedného uzlu. Ak nie st spojené rezistorom, polozime jednoducho a;; = 0.
Ak bude medzi dvoma uzlami viac rezistorov, ich vodivosti s¢itame. Tymto sa
bez ujmy na vSeobecnosti vyhneme technickym problémom.) Z tejto definicie
mimo iného vyplyva a;; = a;;.

Nateraz predpokladajme, ze svorky zavedieme do vsSetkych uzlov. Inymi
slovami, umoznime na chvilu priadu vtekat a vytekat zo skrinky v kazdom uzle.
Oznac¢me potencidl v i-tom uzle ako U; a prud vtekajtci do skrinky cez i-ty
uzol ako I; (vSimnime si, Ze toto znacenie je konzistentné s predchadzajicim).
Z Ohmovho zékona dostaneme prad tectci z uzlu ¢ do uzlu j:

Ii—>j = (UZ — Uj)aij. (5)

Z Kirchhofovho zékona (resp. zdkona zachovania naboja) potom pre kazdy
uzol ¢ dostavame

Z;nzl,j;éi li; = Z;’nzl,j;éi(Ui - Uj)aij = I. (6)

Tychto m rovnic mozeme znova interpretovat ako operéator vodivosti C' po-
sobiaci na vektor potencialov, tentoraz potencidlov na vsSetkych uzloch skrinky.
Ak chceme znova vztah potencidlov a prudov charakterizovat ako I = CU
(¢ize I, = Z;nzl ¢;;U;), z rovnic (6) dostdvame vyjadrenie pre prvky matice
C = ()"

i j=1"
—Qij ak 1 §£ j, a
Cij = L 7
N { Z;nzl,k;éi aip aki=j. (7)
Operator C' je teda operator vodivosti nasej ¢iernej skrinky, ktorej sme akoby
do vsSetkych uzlov zaviedli svorky.



Vsimnime si, Ze matica operatora C' bude spliiaf podmienky odvodené v
predoslej Casti a tiez niektoré dalSie. Konkrétne, hned z definicie vidno, Ze
sucet prokov kazdom riadku bude nulovy. Zo symetrie matice A vyplyva, Ze aj
matica C' bude symetrickd (¢ize c¢;; = c¢j; pre vSetky 4,7 = 1,...,m), a teda
aj stucet prokov v kaZdom stlpci bude nulovy. Nakoniec, kedZe vodivosti j
st nezaporné, diagondlne prvky matice C budi nezdporné a mimodiagondlne
prvky budi nekladné. V nasledujicom texte ukazeme, zZe tieto podmienky bude
vodivostny operator nasej skrinky spliiat aj vtedy, ked do vnitornych uzlov
svorky nezavedieme.

Ak mala povodna skrinka nejaké vnutorné uzly (t.j. ak m > n), ktoré sme
v predoslych odsekoch umelo pripojili k novym svorkam, skiisme posledny z
nich (m-ty) od prislusnej svorky odpojit. Inymi slovami, zavadzame dodato¢ni
podmienku 7, = 0 a stradcame kontrolu nad potenciadlom U,,.

Dostaneme tak ¢iernu skrinku s m — 1 svorkami (a jednym vnatornym
uzlom), ktorej operator vodivosti C’ vieme vyjadrit z operatora C. Ak totiz
na jej m — 1 svoriek privedieme potencialy Uy, ..., U,,_1, na odpojenej m-tej
svorke sa ustali napitie U,,, aby I,, = 0. TGto podmienku vieme vyjadrit ako

Ui L
cl o= ¢ . 8
Um—l [m—l ( )

Un 0

a hodnotu U,, najdeme z rovnice pre posledny komponent vektoru pradu,

> ity CmiUj = I = 0. (9)
Ak ¢ # 0, potom
m—1 Cmyj
Pre zvysné zlozky prudu Iy, ..., I,,_; teda dostavame

m m—1
L= iUy = 3700 eiUs + cimUn
. m—1 71 ) m—1 _ cmj ]
=2 jm Ui+ em 2y — 22U

Cmm

= 7 (e — 2z ) U, (11)

Cmm

Tieto rovnice kompletne popisuji spravanie novej ((m — 1)-svorkovej) skrinky.

, . . ’ /! ’ \m—1
Dostavame z nich maticu operatora C' = (c};);"%_,
CimCmyj
r imCmy

Cmm

Lahko overime, %e matica C’ spliia vlastnosti matice C' zmienené v predos-
lom texte. Zrejme bude symetrickd, kedze

/o CimCmj __ ., CmiCim __ ./
Cij = Cij = cji c (13)



stucet prvkov v i-tom riadku

m—1 , m—1 CimCmyj c
dim1 G =2 (Cij Eare— ) + (Cim Cim mm)

Cm Cmm

_Z] 102] sz Z] 16mj = 0+0

je nulovy, a zo symetrie stucet prvkov v kazdom riadku bude tiez nulovy. Na-
koniec, pre ¢ # j mensie nez m mame c¢;; < 0, ¢, < 0, ¢y <0 @ cyn, > 0,
preto “mmi > () a teda

Cmm

= oy — “mEms < e <0 (14)

Cmm

pre mimodiagonalne prvky c;-j. 7 nulovosti stuctu prvkov v kazdom riadku do-
staneme pre diagonalne prvky
Céi == Z;n l}y;éz zy > 0. (15)

Ak teda ¢ # 0, operator C” pre skrinku bez poslednej svorky bude spliiaf
vetky stanovené podmienky. Ak vSak c¢,,,, = 0, situdcia je velmi jednoduché.
(Rozmyslite si, ze zodpoveda izolovanej svorke m.) Kedze stcet prvkov v m-
tom riadku je nulovy, ¢, = 0, a zvys$né prvky v riadku st nekladné, musia byt
vSetky nulové. Zo symetrie bude m-ty stipec tiez nulovy. Podmienka I,, = 0
bude teda automaticky splnend, a rovnica (8) sa redukuje na C'U = I, kde
' = (c”)” .- Matica operatora C’ bude len lava horna (m — 1) x (m — 1)
podmatica matice C, a vSetky stanovené vlastnosti (symetria, nulové sucty,
znamienka prvkov) zostani pre fiu zachované.

Opakovanim tejto operac1e »odpojenia svorky* (m—mn)krat dostaneme ope-
rator vodivosti C = C'™™™) reprezentujici povodni skrinku s n svorkami. (V
stave, ked sme odpojili prave vSetky pévodne vniutorné uzly.) Navyse, matica
operatora C bude spliat vsetky stanovené vlastnosti, kedZe tieto sa zachové-
vaju pri kazdom odpojeni vnutorného uzlu, t.j. pri kazdej redukcii operatora
C(k) N C(k—i—l).

Matica operatora vodivosti C' Tubovolnej skrinky s kone¢nou odporovou
schémou bude teda symetrické, sucet prvkov v kazdom jej riadku aj stlpci bude
nulovy, vSetky jej diagonalne prvky budu nezaporné a vsetky mimodiagonélne
prvky nekladné.

Ekvivalencia schém

Je kazda matica spliiajtca tieto podmienky maticou operdtora vodivosti ne-
jakej odporovej schémy? Z predchadzajtcich tvah lahko nahliadneme, Ze éno.
Pre takito maticu C' = (c)7,=; uvazujme skrinku s n svorkami, kde medzi
svorky ¢ a j pre vSetky i # j zapojime rezistor s odporom —1/¢;; = —1/¢;;.
(Resp. ziaden rezistor, ak ¢;; = ¢;; = 0.) VSetky tieto odpory budu kladné, a z



rovnice (7) a podmienky ¢; = — Z;';L ;i Cij dostavame, Ze matica operatora
vodivosti pre tuto schému bude naozaj prave matica C.

LCubovolnéd konecnd odporovéa schéma s n vonkaj$imi svorkami sa teda dé
nahradit ekvivalentnou schémou s (}) (alebo menej) rezistormi zapojenymi
medzi tymito svorkami.

Poznamky

1. V celom texte sme implicitne predpokladali, Ze na svorky mozeme pri-
viest Tubovolné potencidly. Nas model teda nepriptsta idealizovani situ-
aciu s vodivo (nulovym odporom) spojenymi svorkami. Tento nedostatok
sa ale jednoducho odstrani zltic¢enim svoriek v tivahach o operatore vo-
divosti, a v redlnych situdcidch vobec nenastéva, kedZze medzi kazdymi
dvoma svorkami je odpor nenulovy.

2. Tiez treba upozornit, Ze tieto tivahy sa a priori nedaji pouzit pre ne-
konec¢né schémy. Nahradzanie ekvivalentnymi schémami treba v takych
pripadoch odovodnit osobitnymi argumentami.

3. Pri konec¢nych odporovych schémach sa vyssSie popisany algoritmus od-
pajania uzlov d4 vyuzif na vypocet odporu medzi dvoma uzlami. Ak v
schéme odpojime vsetky uzly okrem dvoch, zostane nam matica vodivosti
pre dvojsvorkovii schému. Této bude mat trividlny tvar

( —AA _AA )

kde A bude vodivost schémy medzi zvy$nymi dvoma svorkami. Tento
algoritmus je jednoduchy, robustny (funguje aj pre degenerované schémy)
a jeho Casova zlozitost je O(m?) (kde m je pocet uzlov v schéme).

4. Ak U je vektor potencidlov a I vektor pridov na svorkach skrinky, potom
U-1I=U"I je celkovy vykon konany na skrinke. KedZe vSak I = CU,
mozeme tento vykon zapisaf aj ako P = UTCU. Vyuzitim symetrie a
nahradenim diagonalnych prvkov matice C' dostaneme

P =3 U5 =32, 6iUU; + 32, ¢ UF
=D iy 265005 = 32,374 ¢ UE
=i, (=ei) (Ui = Uj)* > 0,
¢o je mimochodom zrejmé pouzitim ekvivalentnej schémy s (Z) rezis-

tormi. KedZze mimodiagonalne prvky c;; st nekladné, dostavame P > 0.
Vykon skrinky je teda pozitivnou kvadratickou formou na potencialoch

U.



