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Predslov a [pod’akovanie]

Kdesi tamsi, podelo sa malé tocidielko kridlaté. Stali sa veci, dovolim si
nazvat, bizarné. Ach ty moj semaforik vecnezeleny (pocta ako vySinutd od
motoristu), preco netlacis hodiny smerom dopredu? Komu sa nelent, toho
sekne v kriZoch. Ale si na tom ludia aj horsie. Napriklad, ked maji napisat

k veci uvod ku vzordku.

TomAS RYBAR, UvoD DO VZORAKU FKS

Britsky fyzik Stephen Hawking v predslove svojej najznamejSej knihy
A Brief History of Time uvadza, ako mu niekto povedal, Ze kazda rovnica,
ktortt do svojej knihy pojme, znizi jej predaj na polovicu. Keby toto bola
cela pravda, kniha, ktora prave drZite v rukich (ako i kazda in& odborna
fyzikalna literattra) by vlastne mala byt vopred odsidena na netspech. A-
v8ak mia jeden moj priatel (myslim, Ze to bol Tomds Kulich) upozornil, Ze
kazdy Feynmanov vyrok a kazdé vtipna poznamka pod ¢iarou predaj knihy,
naopak, zdvojnasobi. Tych tu éitatel najde naozaj nemalo, ¢o mi déava nadej,
ze Zbierka FX vzbudi v cielovej skupine I'udi nemaly zaujem.

Tieto riadky by ste zrejme necitali, keby Vas nezaujimalo, ¢o najdete vo
vnitri. Najprv v8ak nie€o o tom, ¢o knizke predchadzalo. Pribeh, ktory sa
zavigil jej vznikom, sa zacal sutaZou s rovnakym nazvom — FX (&itaj [f:ks]).
Ta vznikla r. 2001 z iniciativy Matisa Meda a Daniela Nagaja ako pre-
stizna kategoria koreSponden¢ného seminara FKS (www.fks.sk), urcené pre
vtedaj$ich nadsencov. Po dlhsej odmlke ju v roku 2005 jeden zo spomina-
nych nadSencov znovu prebral k Zivotu, odkedy funguje nepretrzite a s ¢oraz
vy$8im poctom riesitelov. Po ukonceni strednej Skoly sa niektori z nich sté-
vaji nadSenymi organizatormi, ¢im sutaZz ziskava ¢oraz profesionélnejsi raz.
Dnes, po Styroch ro¢nikoch sttaZe, sa modZeme pochvalit nielen kvalitnymi
vzorovymi rieSeniami, ale aj plejadou tspechov, ktoré nasi riesitelia ziskali
na medzindrodnej drovni. Z Medzinarodnej fyzikilnej olympiady v Singa-
pure (2006), Irdne (2007), Vietname (2008) a Mexiku (2009) si doniesli §tyri
zlaté, dve strieborné a pét bronzovych medaili!

Zbierka FX moze pri prvom otvoreni v ¢loveku vyvolat strach. Tu by
som rad povedal tri veci. Po prvé, neprepadajte panike!

Po druhé, hoci sa v knizke ¢asto pouZziva netrividlna matematika, ako
napr. derivacie a integraly, pokial ide o fyzikalne porozumenie textu, tuplne
staci vediet, ¢o tieto operédcie znamenaju (a teda nie je nutné vediet ich



naozaj po¢itat). Najmé kvalitativne — tj., Ze ,,derivdcia funkcie = miera &
rychlost jej rastu®, ,integrdl fukncie = obsah plochy pod jej grafom ¢&i akysi
jej kumulativny sucet*, nezaSkodi v8ak i kvantitivne pomocou defini¢nych
vztahov

_ a+H N-—1
F'(x) = lim M / f()de = Jim 37 fla+ k)&
@ k=0

(pokracujte v neprepadani a premyslite si, Ze defini¢né vztahy davaju presne
to, ¢o chceme). Pokial Vas zaujima aj exaktné rieSenie ulohy, po dostudovani
matematického aparatu sa k nemu mozete vratit — veci sa Vam budua zdat
jasnejsie. Tu treba zdoraznit, Ze hoci maju derivécie odstrasujici nazov a hoci
sa u¢ia az vo Stvrtom ro¢niku gymnézii, ich pocitanie nie je vobec zlozité.
Poriadne sa daji nauéit uz za par hodin z mnohej dostupne;j literatury.

Po tretie, sahlasim, Ze latku sme nasadili poriadne vysoko. Tak to vSak
podla nas méa byt! Ak sa chce ¢lovek naudit riesit problémy, musi zapajat
mozgové zavity a ist az na hranicu svojich moznosti. Nesmie zaspat na vavri-
noch rieSenim tuctov typovych prikladov. Fyzika rozhodne nie je o pouzivani
namemorovanych vzorcov, ale o zdravom (niekedy priam sedliackom) uvazo-
vani a o tom, ako svoje myS$lienky matematicky zapisat. O tomto by vedel
vela basnit americky fyzik R. Feynman, ktory je pre nas velkym vzorom
(jeho dielo Feynman’s Lectures on Physics, ktoré r. 2001 vyslo v eStine roz-
hodne odporucame kazdému zaujemcovi o fyziku). Aby sme Vam Studovanie
Zbierky FX ulahéili, uvadzame spolu so zadaniami aj grafické znazornenie
obtiaznosti na Skale od 1 do 5 hviezdiciek.

Slovenskym d&itatelom pontkame ucebnicu fyziky, akd tu eSte nebola.
Ako ju ohodnotia a ¢ sa aj im ukaZe ako prospeSna, to ukaze az ¢as. Radi
by sme v8ak na tomto mieste vyslovili niekolko podakovani. Za finan¢ni
podporu dakujeme Jednote slovenskijch matematikov a fyzikov, predsedovi
slovenskej Fyzikalnej olympiady lvovi édpovi a najmé Agentire na podporu
vyskumu a vijvoja, ktord podporila projekt zdruzenia Trojsten na vzdeldva-
nie talentov. Obrovska vdaka patri Eugenovi Hruskovi, Samuelovi Hapdkovi
a predovsetkym Petrovi Peresinimu za odstranenie mnozstva Stylistickych,
typografickych i matematickych chyb. Dakujeme tiez naSim rieSitelom za
mnohé alternativne spdsoby rieSenia problémov. Napokon patri vdaka aj
nagmu priatelovi Daliborovi BlaZekovi, ktory bol sttazou FX nadSeny a vy-
danie tejto knizky velmi aktivne podporoval.

V pripade akychkol'vek otazok nas nevahajte kontaktovat na £x@fks. sk.

zA KOLEKTIV AUTOROV

ToMAS BzDUSEK, 11. JANUARA 2010
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Physics is like sex. Sure, it may give some practical results, but that’s not
why we do it.

RiCHARD P. FEYNMAN



Zoznam [tloh]

A — Mechanika 1.
FX Al — LANO, str. 2 ), QRGREAGAe

Horolezec Tomds zliezol dokonale hladki horu tvaru kuZela s vrcholovgm
uhlom 2« ale zabudol si na nej navlecent kruhovi slucku lana hmotnosti m.
Akou silou je napinand tdto slucka?

FX A2 — SPIRALA, str. 4 ). @/ GRS AE e

Fajo nasiel vo vesmire dihy a velmi tazky valec s polomerom r. Na jeho
pldsti bol uwviazany $pagdt s volnou dizkou L, s malym kamienkom pripevne-
nym na druhom konci. Ako sprdvny fyzik, Fajo natiahol $pagdt tak, aby sa
uviazanym koncom prdave dotygkal valca, a kamienku udelil rychlost v kolma
na Spagdt tak, aby sa zacal namotdvat v rovine kolmej na os valca. Za aky
cas sa Spagdt uplne namotd na valec?

FX A3 — MOMENTKY, str. 7 ), QRS AEASAe

Vypocitajte bez pouZitia integralov moment zotrvacnosti
(a) obdlznikovej dosky vzhladom na uhlopriecku,
(b) kocky vzhladom na os prechddzajicu stredmi dvoch protilahlych stien,

(¢) pravidelného Stvorstenu vzhladom na os prechddzajicej vrcholom a stre-
dom protilahlej steny.

FX A4 — MOST, str. 15 ). &) SAGASAe

Katka st medzi polickou a stolom postavila most. Most je tvoreny lahkymi
tycami volne spojenymi klbmi, tak ako na obrdzku. DiZky Sikmych a vodorov-
nijch tyci si v pomere 5:6. 'V bode E je zavesené zdvazie s hmotnostou m.
Ktoré z tyci moze Katka nahradit ohybnymi vizbamsi, t.j. napriklad pevngm
$pagdtom rovnakej dizky? Akou silou je namdhand ty¢ BD?
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FX A5 — KRUZOK, str. 20 ) &7 &) GRG e

Mame horizontdlny upevneny valec s polomerom r. Na 1iom je navleceny
prstenec s polomerom R (pochopitelne R > 1) a hmotnostou M. Vypocitajte
periddu malych kmitov tohto prstenca (v jeho rovine), ak po valci nepresmy-
kuge.

FX A6 — KLADKY, str. 24 ), &7 QA K ke

Tinka nasla v pivnici obrovsku kopu lana a kladiek, preto sa rozhodla
postavit si kladkostroj. Ba dokonca dva! Jeden krajsi ako druhy, ako to vidno
na obrdzkoch. Aké budi zrijchlenia jednotlivijch telies po uvolnent kladiek?
Hmotnosti vSetkych kladiek i lana si zanedbatelné, pocet kladiek na pravom
obrdzku povazujte za nekonecne velky.

FX A7 — MOTOROVA PILA, str. 32 ). &7 &/ Gkdke

Predstavte si retaz na motorovej pile. Jej dizka je L, hmotnost M a tiplne
bez trenia sa napnutd pohybuje ryjchlostou v okolo dvoch valéekov s polome-
rom r. Predpokladajme, Ze valceky sa neotdcaju. Retaz nijakym spésobom
nepohdriame ani nespomalujeme.



(a) Za aky cas klesne jej richost pohybu na poloviéni?

(b) Kualitativne popiste (a zddvodnite), co sa stane s retazou, ak by valceky
(a zvySok motorovej pily) zrazu zmizli.

FX A8 — RUSKY SUD, str. 36 )/ &/ &/ &/ ke

Fajo zhdnal na trhu sud, do ktorého bude ddvat jablkd na pdlenku. Jeden
obchodnik mu ponikal velmi zvldstny sud. Mal tvar valca, jeho podstavy boli
z pevného kovu. Pldst je vsak vyrobeny z pruznej gumovej ldtky, do ktorej siu
votkané tenké ohybné a neroztiahnutelné vldkna tak, ako na obrdzku. Fajo
sa hned zacal zaujimat, co sa stane, ak do sudu natlakujeme vzduch. Ktory
z troch tvarov na obrdzku zaujme sud v zdvislosti od uhla o?

B

B - Optika

FX Bl — ZRKADLA, str. 40 ) GRGASADAY

Polopriepustné zrkadlo s priepustnostou o (kde 0 < a < 1) je také
zrkadlo, na ktoré ak (z lubovolnej strany) zasvietime lié s intenzitou I, pre-
pusti lic s intenzitou al a odrazi lic s intenzitou (1 — a)l.

(a) Filip zobral zrkadlo s priepustnostou ay a hned zati postavil rovnobezné
zrkadlo s priepustnostou as. Kolko svetla prepusti tdto dvojica zrkadiel,
ak na 1w spredu zasvietime lic s intenzitou I 2 Co ak zasvietime zozadu?

(b) Vlado sa nenechal zahanbit. Vytiahol vietky polopriepustné zrkadld, éo
nasiel v pivnici, a tieZ ich postavil pekne za seba. Jeho zrkadld maji
priepustnosti aq, aa, ..., ap, v tomto poradi. Ako sa bude sprdavat tdto
sustava?
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FX B2 — SVETLOMETY, str. 43 ), @7 QA ke ke

Bzduso md stdl tvaru $tvorca a chystd sa ho osvetlit zdrojom so svietivym
vggkonom P, a to dokonca takym, ¢o Ziari do vsetkijch smerov rovnako. Tymto
zdrojom sa blizi k rohu stola troma réznymi spésobmi (vid obrdzok). Pri
kazdom z nich vypocitajte hodnotu, ku ktorej sa blizi svietivy vijkon dopadajici
na stol, ked sa zdroj blizi k rohu stola. (Vetky hrany na obrdzku okrem $ipok
st rovnako dlhé a uhly medzi nimi pravé, utvary na obrdzku si teda kocky.
g@’pky naznacuji smer pohybu zdroja. Stol je vyznaceny Sedo.)

< 7 o7
> e &

= <[>

FX B3 — MINCA, str. 47 ) &/ &) GRGe

Ujo z prikladov o minci na dne bazéna sa pozerd na mincu na dne bazéna.
Vidi ju v hibke h a chce vediet, v akej hlbke sa nachddza naozaj. Stala sa
mu vSak velkd galiba — nevidi ju totiZ kolmo zhora, ako to uZ v takiychto
prikladoch bygva, ale pozerd sa na 7w pod uhlom « (vzhladom na normdlu
Rhladiny). Pomézte wjovi zrdtat, v akej hibke sa nachddza minca naozaj!

FX B4 — VLAKNO, str. 51 V0’ 6! & Gie

Mato si minule kipil optické vldkno dizky L a konecne si svoj pocitac
na intraku pripojil priamo ku serveru FKS. Jadro optického vldkna je dlhy
valec polomeru v vyrobeny zo skla s roznymi primesamsi tak, aby sa rychlost
Sirenia svetla v nom zvySovala linedrne so vzdialenostou od jeho osi. Index
lomu v strede je ny, na kraji ne. V strede jednej jeho podstavy je bodovyj zdroj
svetla, ktory vysle krdtky svetelnyj impulz. Aki diZku trvania bude mat impulz
prijaty na druhom konci optického vldkna? Rddové zanedbania su pripustné,
typické hodnoty veli¢in si L = 1km, r = 20 pm, nq = 1,445, ny = 1,44.

C — Elektrické pole
FX C1 — GUIKY, str. 60 ), &7 GRS KSAe

Peto rozostavil do medzihviezdneho priestoru 2009 vsakovakiyjch kovovych
guliek. Gulky nabil ndbojmi q, —2q, 3q, ..., —2008q a 2009¢q, pricom q je
kladné. Dokdzte, Ze asponi jedna z guliek md na celom svojom povrchu kladni
hustotu naboja!
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FX C2 — STAVEBNICA, str. 63 Y& Y Yo v vy

Marcelka dostala na narodeniny sadu bodovijch ndbojov velkosti Q a k nim
viakovaké vizby. Hned sa pustila do vSelijakijch experimentov a md na vds
tieto otazky.

a) Dva ndboje fizujeme v priestore a treti nechdme volne pohybovat po nimi
danej priamke. Akd je jeho perioda kmitov v rovnovdznej polohe?

b) Styri ndboje fizujeme vo vrcholoch §tvorca, piaty nechdme volne pohy-
bovat v nimi danej rovine. Ndjdite jeho periddu kmitov v strede Stvorca.

¢) Vymyslite konfigurdciu fizovangch ndbojov v priestore tak, aby vznikla
stabilnd rovnovdZna poloha pre dalsi ndboj a vypocitajte jeho periddu
kmitov v nejakom smere.

FX C3 — REBRIK, str. 66 ) @7 &7 ke

Juro si na chate postavil rebrik z rezistorov s odporom R. A to nie hoci-
jaky, dokonca dvojity a nekonecnyj, tak ako na obrdzku.

(a) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a C.

(b) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B, ak si body A a C vodivo spojené
(vodicom s nulovgm odporom).

(¢) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B.

A —
B —
C H

FX C4 — BALVAN, str. 73 ), &/ &/ Gkdke

Kubik nasiel v Tatrdch velky balvan. Nasiel si na tiom velki hladki plochu
a na fiu st nakreslil maly Stvorec ABCD so stranou a. Ked medzi body A
a B pustil prid I, medzi bodmi C a D nameral napdtie U. Aky je merny
elektricky odpor balvanu?
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FX C5 — SKRUPINA, str. 77 Y Y Ye Yo e

Mdme vodivi izolovani gulovi Skrupinu nabitd ndbojom Q. Peto md bo-
dovy ndboj rovnakej velkosti a chce si ho niekam odloZit. Ndajdite vSetky jeho
mozné polohy v priestore také, Ze nan nepdésobi Ziadna sila.

FX C6 — CIARA, str. 83 W YE Ve

Ked bola Marcelka na predndske, Janka jej zo stavebnice s ndbojmi zo-
brala dva rovnaké kladné ndboje o velkosti Q a pribliZila ich do vzdialenosti d
od seba. Potom si nakreslila silociaru, ktord vychddzala z jedného z tyjchto nd-
bojov pod uhlom « ku spojnici oboch ndbojov. Do akej najmensej vzdialenosti
od roviny symetrie ndabojov sa tdto silociara dostane?

D — Gravitacia

FX D1 — PLOCHA ZEM, str. 96 ), &7 GAGAG e

Je vSeobecne zndme, Ze Zem je gula s polomerom R. Kedysi si vsak ludia
mysleli, Ze Zem je nekonecnd homogénna platiia s hribkou h. Zistite, akd
by musela byt tato hribka h, aby bolo na ,plochej Zemi® rovnaké gravitacné
zrijchlenie, ako je teraz. Predpokladajte, Ze hustota ,plochej Zeme® by bola
rovnakd, ako je priemernd hustota Zeme teraz.

FX D2 — ASTEROID, str. 103 )/ 6/ &/ A Ae

Azag sa hral so svojim novym dalekohladom, ked zrazu spozoroval pohy-
bujici sa asteroid. Azag zistil, Ze tento asteroid sa prdve nachddza vo vzdia-
lenosti d od Slnka, jeho okamzitd rijchlost je v, a smer jeho rychlosti zviera
uhol a so spojnicou asteroid-Sinko. Akd je jeho peridda obehu okolo Slnka?

FX D3 — POLGULE, str. 108 . &’ &/ &/ Gk

V ramci ekonomickich opatrent pred oslavou jubilejného roku 3000 sa by-
rokracia rozhodla skratit vijdavky tym, Ze odstrdania polovicu Zeme. Vijkonnd
cata majprv rozrezala Zem na dve polgule a potom jednu z nich vymazala
(prikazom delete, samozrejme).

(a) Akou silou sa tieto dve polgule pritahovali?

(b) Po vymazani druhej polgule, aké bolo gravitacné zrjchlenie v mieste,
kde sa kedysi nachddzal stred Zeme?
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FX D4 — HMOTA, str. 113 X Yo Yo Y v

Maridn si kipil asteroid s objemom V' z plastickej hmoty o hustote p, a
v priestore si vyznacil bod B. Ako md tento asteroid vytvarovat a kam ho
md umiestnit, aby bolo v bode B c¢o najvicsie gravitacné pole? Akd by bola
velkost tohto gravitaéného pola, ak by parametre V' a p asteroidu boli zhodné
s tymito parametrami Zeme?

E — Mechanika II.

FX E1 — GULA, str. 120 Y& Yo Yo v vy

Vila Amdlka si svoju kristalovi gulu poloZila na velky stol pokryty obru-
som. Ked mala sldvnostni ndladu, velkolepo strhla obrus zo stola (vodorov-
ngm pohybom). Akd bude rychlost gule po tom, ako na stole prestane pre-
Smykovat? Mobzete predpokladat, Ze toto sa stane este predtym, ako spadne
zo stola, a Ze gula pri stihani obrusu neposkakuje. Polomer gule je R, hmot-
nost M, koeficient trenia o obrus f1 a o stél fs.

FX E2 — KOLIESKA, str. 130 Y Y Ve Yo vy

Marcel sa rdd hrd s kolieskami. Minule vzal dve homogénne kolieska
s hmotnostou M a polomerom R a pripojil ich na opacné konce spoloénej
lahkej osky dizky 2L tak, aby sa mohli otdcat nezdvisle od seba. Potom toto
¢udo poloZzil na vodorovni podloZku a kolieska roztocil tak, aby sa oska otd-
cala uhlovou rychlostou w okolo zvislej osi prechddzajicej jej stredom. Akd
je celkovd kinetickd energia tohto cuda, ak kolieska nepresmykuji?

FX E3 — STRUNA, str. 139 ). &/ RGNS

Tina sa uci hrat na gitare. Okrem jej podmanivého zvuku ju viak zaujala
aj skutocnost, Ze ked si gitaru naladi v teple domova a potom s fiou vyjde von
do chladnej zasnezZenej noci, gitara uz neladi. Aby ste Tine vysvetlili, ako je
to mozné, tak

a) odvodte vlnovi rovnicu pre strunu;
)

(b) ndjdite zdvislost zdkladnej frekvencie struny v zdvislosti od jej predize-
nia AL;

(c) zistite, ako sa zmeni zdkladnd frekvencia struny, ok s gitarou zdjdeme
do treskicej zimy s teplotou o AT menSou.



Struna md dizku L = 0,8m (jej cast na kobylke zanedbdvame), priemer d =
0,6 mm, je zhotovend z ocele s hustotou p = 8000kg/m?, modulom pruznosti
E = 220GPa a tepelnou roztaznostou o = 11,10°K™! a na zaciatku hrd
s frekvenciou fy.

FX E4 — ZTAB, str. 145 ), &7 &/ Gk ke

Basa si na zdhrade postavila dlhy Zlab na odvod vody. Jeho Sirka je b a
sklon «. Ked sa raz rozprsalo, v Zlabe tiekla voda pridom o vyske h (meranej
kolmo na dno Zlabu). Aky bol prietok vody Zlabom, ak jej pridenie povaZujeme
za lamindrne? MoéZete predpokladat h < b.

FX E5 — RUTHERFORD, str. 150 ) 8/ 87 &/ Gike

Pan Rutherford znova vytiahol zo $pajze zlati foliv a delo o castic. Vy-
strelil a casticu ryjchlostou w smerom na jadro zlata, a ona sa mu odchiylila
o uhol B (od pévodného smeru letu). Zistite, o kolko pdn Rutherford netra-
fil toto jadro zlata! (t.j. ako daleko od poévodnej priamky letu sa toto jadro
nachddzalo)

FX E6 — PINKACKA, str. 158 ) 0’ 6! & Gie

Jano chce porazit Jura v squashi a tak poctivo trénuje. Minule si napri-
klad zohnal lopticku s hmotnostou m a Skatulu tvaru kvddra s hmotnostou
M > m. Potom kopol do skatule tak, aby sa smykala po zemi ryjchlostou v
smerom kolmo na stenu, a do jej drdahy poloZil vo vzdialenosti D od steny
nehybni lopticku. Vypoclitajte do akej majmensej vzdialenosti od steny sa
krabica dostane. Trenie skatule aj lopticky o zem povazZujte za nulové, vsetky
zrazky za dokonale pruzné a predpokladajte, Ze krabica sa neotdca (cely po-
hyb lopticky sa deje na jednej priamke kolmej na stenu). Odpoved staci do
prvého rdadu v 3 .

FX E7 — VIA FERRATA, str. 164 ). &7 &/ &/ dike

Mdme ocelové lano dizky L = 20m, prierezu S = 1cm?, s medzou pev-
nosti oy = 1GPa, hustotou p = 8000 kg.m_3 a modulom pruznosti £ =
220 GPa. Md slizit na zaistenej ceste v hordch (t.j. na via ferrate) pre od-
vazneho feratistu na prelez ponad roklinu. Aby mohol byt takiyto most uznaniyj
bezpecnym, tak napdtie v landch nesmie prekrocit 10-tinu medze pevnosti
lana, ak je feratista s hmotnostou m = 80kg v strede lana. Urcte, aki naj-
Sirsiu roklinu vieme pomocou tohoto lana prekonat za dodrZania predpisov!
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Straty hmotnosti feratistu v désledku fyziologickijch prejavov strachu moéZete
zanedbat.

FX E8 — JAMES BOND, str. 172 .0/ &) & ke

James Bond sa chystd na dalsiu akciu, kde sa musi vySplhat na strechu
vysokého domu. Zaobstaral si kotvu o hmotnosti M = 2kg, ktori dokdzZe
vystrelit rjchlostou vg = 25 m/s. Kupil si tieZ horolezecké lano, ktorého jeden
meter vazi A =100 gramov. Do akej najvicsej viysky dokdzZe vystrelit kotvu
(s upevnengm lanom, samozrejme)? Odpor vzduchu neuvaZugte.

FX E9 — PRUZINKY, str. 178 Y& Yo Yo Ve vk

Samo nasiel N rovnakych teliesok s hmotnostou m, N + 1 pruZiniek s tu-
hostou k, a jednu priamku. PruZinky teda pospdjal za seba na priamku a
medzi kaZdé dve nasledujice upevnil jedno teliesko. Zaciatok prvej pruZinky
a koniec poslednej pevne zafixoval, ale telieska nechal volne pohybovat po
danej priamke. Na obrdzku vidite ndkres situdcie pre N = 2:

WAAW

(a) Uréte periddu vSetkych harmonickych pohybov, ktoré moze sustava vy-
kondvat, pre N = 2.

(b) Uréte periddu vsetkych harmonickyjch pohybov, ktoré moze sustava vy-
kondvat, pre N = 3.

(¢) Kualitativne popiste, ¢o sa bude diat pre viésie hodnoty N.

F — Termodynamika

FX F1 — PUDING, str. 188 ), @/ &7 ke

Lenka navarila dva hrnce pudingu: jeden vanilkovij a jeden cokolddovi).
Vanilkovy puding md tepelni kapacitu Ci (nie merni, t.j. uZ v J.Kl) a
teplotu T, cokolddovy md kapacitu Co a teplotu Ty. Kolko najviac energie
vo forme makroskopickej prdace z nich vie vytaZit? (Puding pri tom nezje.
Pocitajte rijchlo, kyjm nevychladne!)

xii



FX F2 — KOMPOST, str. 194 ), &/ Gkdkdke

Judita sa rozhodla vyuzit teplo kompostoviska vo svojej zdhradke na do-
broc¢inné ucely. S tym zdmerom si postavila dva vratné stroje periodicky pra-
cujice podla dejov ABD a BCD. Pracovnou ldtkou je vzduch, pretoZe je
lacny. Aky je pomer dc¢innosti tijchto dejov?

AD
Zp() B , C
Py A T D
V=
v,oo2v,
G — Teodria relativity a kozmolégia

FX G1 — SUPERNOVA, str. 198 W Y Ve v

Kdesi daleko vybuchla supernova a obrovskou rijchlostou vyvrhla mate-
ridl na véetky strany. Peto tieto jej pozostatky uZ isty cas pozoruje so svo-
jim dalekohladom. Poznd vzdialenost supernovy D, zmeral aj uhlovi rychlost
rozpinania jej obdlky (vzdalovania pozostatkov od hviezdy) w, a tak si jedno-
duchgm vipoctom (v = Dw) vypocital, Ze sa obdlka rozpina rychlostou 4/3
krdt vicsou, ako je rychlost svetla. Akou rijchlostou sa obdlka rozpina naozaj?
(Obdlka supernovy sa rozpina rovnomerne.)

FX G2 — VESMIR, str. 204 ), &7 &/ Gk ke

Peto vyniesol do vesmiru svoju oblibent druZicu. DruZica sa dlho tilala
hibokyym vesmirom a dostala sa aZ do vzdialenosti d od Zeme, ked jej zacalo
byt smutno a zacala vysielat radiovy signdl s frekvenciou f. Kubo si chcel
naladit rddio na Petovu druficu, a tak sa zacal zamyslat nad nasledujicimi
problémami.

(a) Aki frekvenciu signdlu druZice nameria Kubo, ak sa druZica pohybuje
(hoc i velkou) richlostou v smerom od Zeme?

(b) Ak frekvenciu signdlu druzice nameria Kubo, ak druZica stoji, ale ves-
mir sa rovnomerne rozpina tak, Ze vzdialenost medzi druZicou a Zemou

xiii



sa v dase vysielania zvdcsuje rijchlostou v ? Rovnomerné rozpinanie ves-
miru v tejto tlohe znamend, Ze objektivna vzdialenost medzi kaZdymi
dvoma bodmi sa zvdcsuje konstantnou rijchlostou, pricom v kaZdom mo-
mente je ryjchlost vzdalovania sa dvojice bodov priamo timernd vzdia-
lenosti tijchto bodowv.

FX G3 — ZABAVNE FOTONY, str. 213 Yo Yo Y& Yo iy

Halucinka nasla na povale zopdr foténov vo velmi dobrej ndlade. Jej oblii-
beny elektrén je uZ niekolko dni smutny a nehybne stoji na mieste, rozhodla
sa ho teda obveselit: poslala k nemu usmievavy foton s vinovou dizkou .
S potesSenim zistila, Ze po tomto stretnuti sa elektron predsa len zacal pohy-
bovat. Vyslany foton sa vsak pri stretnuti odchylil od pévodného smeru o uhol
0 a zmenil svoju vinovi dizku. Ako zdvisi novd vinovd dizka N foténu a ki-
netickd energia E elektronu od uhla 07

Do rozbehnutého elektronu po case narazil druhy fotén. Po tejto zrdzke
zostal elektron znova smutne stat a foton sa odchyjlil do smeru, v ktorom sa
povodne pohyboval prvy foton. Akd je vinovd dizka odlietajiceho fotonu?

Nezabudnite, Ze rijchlost elektronu medzi zrdzkami moze byt relativistickd.

FX G4 — ENTERPRISE, str. 222 Y& YK Yo Yo K

Cez vianoéné prdzdniny sa Marcel kaZdorocne vracia z interndtu do-
mov. KedZe doma nemd internet, vicSinu casu trdvi hranim pocitacovych
hier a pozeranim seridlov. Naposledy napriklad dal za jeden deni tolko dielov
Star Trek-u, Ze mal sen, v ktorom bol na palube vesmirnej lode Enterprise.
Td sa prdve nachddzala v casti vesmiru, odkial bolo vidno hviezdy na ob-
lohe rozmiestnené rovnomerne, t.j. tak, Ze pocet hviezd na priestorovy uhol
dN/dQ = p bol priblizne konstantny.

(a) Aké rozdelenie hviezd by na lodi pozoroval, keby sa vzhladom na pre-
doslu sustavu pohyboval dopredu ryjchlostou v?

Predstavte si, Ze by sme namiesto hviezd mali na oblohe monochromatické
zdroje svetla s frekvenciou f s celkovym vgkonom P.

(b) Ako sa zmend frekvencia svetla v pohybujicej sa sustave v zdvislosti od
smeru, ktorym sa Marcel pozerd?

(¢) Co vieme na ziklade casti (a) a (b) povedat o zmene hustoty Ziarivého
vgkonu II = dP/dQ hviezdneho pozadia?
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H - Matematické ulohy

FX H1 — ROMANTICKA, str. 232 ), &7 GAGKE ke

Bea neddvno citala Malého Princa a rozhodla sa, Ze aj jej sa velmi pdcia
zdpady slnka. Aby jej vSak nezovSedneli a aby si ich patricne vychutnala,
odstahovala sa na severny pol. Tam je totiZ zdpad slnka len raz za rok, a
navyse trvd sakramentsky dlho. Ozaj, ako dlho?

FX H2 — STARCRAFT, str. 236 ) &7 &) GRGe

Ferko a Tomds su zaZrati do svojej obliibenej pocitacovej hry, klikaji osto-
Sest, stavaji armddy, schyluje sa k velkej bitke. Tomds posiela do boja X jed-
notiek, Ferko Y rovnakych jednotiek. Ndjdite casovy priebeh poctu jednotiek
na oboch strandch, cas trvania bitky i konecény stav.

Moézete predpokladat, Ze obaja hrdci su skuseni — jednotky po sebe strie-
laji fotonovymi delami optimdlnou stratégiou, a (kym sa nevykynoZia), je
ich velmi vela. Jedna jednotka stilym strielanim zabije druhid (nebrdniacu
sa) za cas a.

FX H3 — BURKA, str. 241 V. &’ &’ &/ Gk

Matis prdve sedel na lhike a pocital fyziku, ked sa zrazu prihnala velkd
biurka. Pocas burky do zeme ndhodne udieraji blesky, pricom na kilometer
Stvorcovy za celd burku priemerne udrie p bleskov. Akd je priemernd hodnota
vzdialenosti MatiSa a miesta, kde udrel k nemu najbliZsi blesk?

FX H4 — MESIAC, str. 246 V&’ &) & Gie

Kolkondsobne silnejsie Ziari Mesiac v splne neZ v prvej §turti? UvaZugte
Lambertovsky model rozptylu svetla na mesaénom povrchu.

FX H5 — ELEKTRICKA, str. 253 Yo Yo Yo Yo i

Ak vonku prsi, schodiky na ndstup do elektricky si Spinavé od blata. Ked
sa vSak otvdraju a zatvdraji dvere, cast tijchto schodikov pri svojom pohybe
poumgvaju kefami pripevnengmi na ich spodku. Vypocitajte tvar a plochu
tijchto poumgvangjch casti.! Vsimnite si tieZ horné upevnenie druhej dosky

1Pri riedni uvazujte napriklad elektricky Tatra T3, kde sa jedno kridlo dveri sklada
z dvoch rovnakych zvislych obdlznikovych dosiek navzajom spojenych kibom na zvislej
hrane. VoIna hrana jednej z nich je upevnend na zvislej otacavej ty¢i, hrana druhej ma
pohyb obmedzeny v rovine prechadzajucej touto tycou.

XV



dveri. 'V novsich modeloch elektriciek tu nie je fixovanij jej horng roh v rovine
zatvorengch dveri, ale bod na upevnenom vijstupku, pomerne daleko od sa-
motnych dvert. C’uduj sa svete, vodiaca lista pre tento vystupok je tieZ rovnd.
Akt polohu (vzhladom na druhid dosku dveri) méoze mat vystupok vo vodiacej
liste, aby tdto mohla mat tvar usecky?

FX H6 — SKUMAVKA, str. 260 V. &/ & & ke

Evka sa na bioldgii rada hrd so skumavkami, minule napriklad do ski-
mavky tvaru valca s polomerom 1cm naliala vodu a pozorovala, aky tvar
bude mat jej povrch. Ndjdite kontaktny uhol medzi povrchom vody a sklom,
tieZ najdite celkové previsenie hladiny vody na kraji a v strede skimavky,
a nakreslite tvar jej povrchu. Povrchovd energia rozhrania voda-vzduch je
70 mJ.m~2, energia rozhrania voda-sklo 40 mJ.m~2 a energia rozhrania sklo-
vzduch 100mJ.m~2. Ciselné vysledky tplne stacia.
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A
Mechanika |.

Iste ste si uZ vsimli Ze, hmotnost je vlastne veli¢ina charakterizujica ne-
chut k pohybu. Napriklad, ked zjete jeden cely drevorubacov kldtik (kilo rez-
fiov, chlieb a baranie rohy), vasa chut k hocijakému aktivnemu pohybu prudko
klesne. Clovek je vlastne vcelku fyzikdlne zaloZeny tvor.

ToMAS RYBAR, POZNAMKA POD CIAROU VO VZORAKU FKS



FX Al - LANO
), GAGA A ke

Horolezec Tomds zliezol dokonale hladki horu tvaru kuZela s vrcholovim
uhlom 2a, ale zabudol si na nej navlecent kruhovi slucku lana hmotnosti m.
Akou silou je napinand tdto slucka?

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

2y VZOoRAK JAKUB &

Hned na tvod poviem, Ze ta historka s typkom, ¢o zliezol horu, nam
nijako nedeterminuje polohu lana, ktorit mame skumat. Intuitivne vSetci
tusime, Ze lano sa bude prirodzene rado nachadzat v horizontalnej rovine.
Inak by zrejme malo vAcSiu potencialnu energiu v tiaZovom poli Zeme (aj
ked ma vobec nenapadéa, ako to jednoducho ukazat; inak ani zlozito ma to
nenapadé :-)).

Podme k veci: mame lano vo vodorovnej rovine. Priklad vykazuje syme-
triu vo¢i osi kuzela. To vyuZijeme — totiZ mozeme skumat ubovolny kiisok
lana o dizke RQ a hmotnosti 520, ktory obtaca kuzel R/tga pod jeho
vrcholom a uhol, ktory mu prislicha je Q. Vid obrazok zhora, kde je do
bodu S projektovana rota¢na os naSej hory.

A S

Na tomto obrazku aj pekne vidime napétie v lane T, ktoré sa kazdy
kusok snazi natiahnut. Nakol'ko je situécia rotacne symetricka, tak je jasné,



FX Al Lano

Ze na kazdy jeden kiusok lana musia posobit z oboch stran rovnaké napétia.
Vyborne, potom ich vyslednica, vid obrazok, smeruje do rotacnej osi a ma
velkost 27 sin %, ¢o sa v8ak pre malé Q (a ja si moéZem zvolit Q l'ubovolne
malé!) rovna TQ. To je sila Fy, z druhého obrazka, ktory ukazuje situaciu
zboku. Este vyjadrim Fg = ngrfl. KedZe sa nas sledovany kusok lana nehybe,

tak musia byt sily v rovnovéhe.

To nutne plati aj pre zlozky sil kolmé na normalu kuZzela v mieste $tu-
dovaného lana (&ize kolmé na Fy — lebo to je normalové sila, kedZe trenie je
nulové), z ¢oho dostanem podmienku Fi; cos « = F, sin o, ¢o mi po vyjadrent
FG a FL da

mg

cosa = TQsin o, a teda T = .
T 2rtg o

K tomuto vysledku sa d& dopracovat trogku trikovo aj inym zaujimavym
a Gastokrat velmi efektivnym spdsobom cez virtualne prace. Metoda virtu-
alnych prac vychadza z toho, Ze teleso je v rovnovaznej polohe vtedy, ked
malym posunutim ni¢ na svojej potencialnej energii nestrati ani neziska (do
prvého radu).

Skisme teda uvazovat pruzné lano napinané silou T'. Pozrime sa teraz,
¢o sa stane s lanom, ked ho posunieme o kusok, oznaéme h, nadol (na-
hor). Potom sa polomer slu¢ky zvacsi (zmensi) o htga a teda energia lana
v dosledku jeho pruZenia stipne (klesne) o priblizne 2whT tg «. Zaroven ale
klesne (stipne) jeho potencidlna energia v tiazovom poli, a to o mgh. M4

platit
mg

2nhT tga — mgh =0 = = ,

2rtg a
¢o je nas predosly vysledok. Tu by bolo fajn eSte urobit diskusiu o tom, ¢i to
mozeme urobit pre absolutne tuhé lano. Odpoved sa mi hladat nechce. Ani
netreba, lebo vo svete absolitne nepruzné lanéd neexistuji — ¢ize diskusia by
nemala velkd hodnotu. A pre malé natiahnutia moézeme vzdy aproximovat,
7e napétie lana sa velmi nezmeni (sta¢i natahovat o infinitenzimélne mélo),
¢o nas postup odobruje. Hotovo.



FX A2 — SPIRALA
), &7 GAGAG ke

Fajo nasiel vo vesmire dihy a velmi tazky valec s polomerom r. Na jeho
pldsti bol wviazany $pagdt s volnou dizkou L, s malym kamienkom pripevne-
nym na druhom konci. Ako spravny fyzik, Fajo natiahol $pagdt tak, aby sa
wviazangm koncom prdve dotykal valca, a kamienku udelil ryjchlost v kolmi
na Spagdt tak, aby sa zacal namotdvat v rovine kolmej na os valca. Za aky
cas sa Spagdt uplne namotd na valec?

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzduso

X VzorAK Bzpuso &

Mnohé tlohy sa velmi zjednodusia, ak ndjdeme nejaky zakon zachovania.
Zd4 sa to neuveritelné, ale nas kamienok sa bude cely ¢as pohybovat podia-
to¢nou rychlostou. Jedina sila, ktora nan posobi, je tah v Spagéte, a ten je
kolmy na smer pohybu. Nekona preto ziadnu pracu a energia kamienka sa
nemeni. Kedze sme vo vesmire, daleko od gravita¢nych poli a odporovych
prostredi, jedinou relevantnou formou energie je kinetickd energia. NavySe
valec, o ktory je kamienok pripevneny, je velmi tazky, takze nebude odobe-
rat skoro ziadnu energiu. (Rozmyslite si!) Rychlost kamienka sa preto menit
nebude.

Mame poznatok, s ktorym sa dajt robit milové kroky. Obzrime si situaciu
na obrazku v ¢ase, ked dlzka nenamotaného povrazku je ! a sledujme, ako
sa zmeni situécia o ¢as dt.

da ‘
-d/ /

Filip Kubina riesil tito tlohu nasledovne: VSimnime si, Ze za tento ¢as
sa Spagéit oto¢ o uhol da a o ten isty uhol sa oto¢f aj bod, v ktorom sa
Spagat dotyka valca. Spagét sa skrati o tu svoju Cast, ktora sa namotéa na

valec, preto
dl = —rda.



FX A2 S‘pimla
V kazdom okamihu akoby sa $pagat otacal okolo bodu, kde sa dotyka valca,
rychlostou v. MoZno preto povedat, Ze uhlova rychlost kamefna okolo tohto
bodu? jew = 7, kde [ je okamzita dlzka nenamotanej ¢asti $pagatu. Z pohybu
kamena kozmo potom vycitat

v
da =wdt = 7dt.
Ak toto dosadime to vztahu pre skratenie volnej casti Spagatu, dostaneme

dl = 7T§dt.

Rovnicu rozseparujeme a zintegrujeme:

0 T
/ 1dl = / —rodt.
L 0

To vedie rychlou cestou k vysledku

2 2
L = rvT, Cize T= L—
2 2rv
Iny pristup k rieSeniu zvolil a k spravnemu vysledku sa dopracoval Jan
Hermann. Pozrime sa na situiciu v rovine, kde sa namotava Spagéat. Ak si
ju navySe nato¢ime tak, Ze na zaciatku sa Spagat dotykal valca v bode A
= [r,0] a kamienok bol v bode B = [r, L], kamienok sa za¢ne pohybovat
proti smeru hodinovych ru¢iciek. VoIna ¢ast $pagatu bude mat v zéavislosti
od uhlu namotania o dizku I = L — ar. Polohu kamienka buda urcovat dva
vektory: poloha bodu, kde sa $pagat dotyka valca vzhladom na stred valca
a poloha kamienka vzhl'adom na tento sty¢ény bod. Poloha kamienka v nasej
stiradnicovej ststave je suc¢tom tychto vektorov, pouzitim ¢oho sa mozno
dopracovat k rovniciam

x=rcosa— (L —ar)sina,

y=rsina+ (L — ar)cosa.

Ked sa uhol zmeni o da, obe stradnice sa méalicko posuni a z Pytagorovej
vety moZno povedat, Ze prejdenéa draha je

ds = /(A2 1 (dy)? = \/(SDQ + (jﬁi)zda.

2Ten sa s ¢asom sice meni, ale to nie je ziadnou prekéazkou.




FX A2 gpirdla
Na zaciatku bolo lano navinuté o nulovy uhol, na konci pohybu bude navinuté
o uhol % Prejdena draha je preto jednoducho

L 2 2
v dzx dy
§ = — — | da.
Jediné, ¢o ostava, je pgrétat’ tie Skaredo vyzerajuce derivacie, umocnit
ich na druht a odmocnit. Clovek by si pomyslel, Ze to bude nespoéitatelné,

ale mozete sa presvedcit, ze po vetkych tychto upravach dostanete pekne
vyzerajici a zintegrovatelny vztah

L

- L2
s:/ (L—ar)da=—.
0 2r

Vieme, Ze tuto drahu prejde kamienok kongtantnou rychlostou v, takZe sa
namoté za c¢as
s L2

T=-=—.
v 2rv

Co viac sa da eSte dodat? :-)



FX A3 - MOMENTKY
), QARG ASAe

Vypocitajte bez pouzitia integralov moment zotrvacnosti
(a) obdlZnikovej dosky vzhladom na uhlopriecku,
(b) kocky vzhladom na os prechddzajicu stredmi dvoch protilahlych stien,

(¢) pravidelného Stvorstenu vzhladom na os prechddzajicej vrcholom a stre-
dom protilahlej steny.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

R VzorAK Bzpuso & Kupus &

Najprv si spomefime, ¢o je moment zotrva¢nosti podla nejakej osi. Ak
mame len jediny hmotny bod, momentom zotrva¢nosti nazyvame veli¢inu
J = mr?, kde m je hmotnost nasho hmotného bodu a 7 je jeho vzdiale-
nost od danej osi. Ak mame tychto hmotnych bodov viac, celkovy moment
zotrvacnosti bude suctom prispevkov od vSetkych bodov. No a ak je tych
hmotnych bodov celé teleso, pripiseme husaci krk a suma sa zmeni na integ-
ral. Takze moment zotrvacnosti vSeobecného telesa je

J:/ rzdm:/ r?pdV (1)
M 1%

Vidime ho tam, hada! Naskyta sa otazka, ako sa integralu vo vypocte
mozno zbavit. Skor, neZ si tento maly zézrak ukaZeme, cvi¢ne si spocitame
¢ast (a) aj pomocou integralov.

Cast (a)

TakZe najprv to skisime Skaredo pointegrovat, vyjdeme priamo z definicie
(1). Kedze doska je skoro plogny ttvar, hribku moézeme zanedbat a nas
integral sa zmeni na dvojrozmerny:

Jo = / r?0dS, (2)
S

kde o je plosna hustota dosky, rovna tiez M /ab, ak si oznaime jej hmotnost
M a rozmery a krat b. DIzka uhlopriecky je potom u = va2 + b2 Zvolme
si stradnicovy systém s osami x a y rovhobeZnymi so stranami obdlznika a
pocdiatkom v jeho strede a oznacme si eSte uhol, ktory zviera uhlopriecka so
stranou dizky a ako ¢.



FX A3 Momentky

<
\j

Potom vzdialenost bodu so stiradnicami [z,y] od uhloprie¢ky bude r =
lycos ¢ — xsinp|.> Aviak sing = b/u a cos¢ = a/u. Teraz uz mozeme
spokojne integrovat:

ta/2 b2
Jo = / / (y cos ¢ — x sin ¢)%o dy dx

a/2 b/2

+a/2 +b/2 b2 a/b
= / / ( —+x——2xy )dydx
a/2 b/2
Vsimnime si, Ze posledny ¢len v zatvorke sa zo symetrie vyhubi, pretoze
integrujeme od minus daco po plus daco. Preto ho hned teraz vynechame

z po&itania. Teraz je na I'ubovoli, podla ktorej premennej budeme integrovat
ako podl'a prvej. My si zvolime y!*

+a/2 2 1y=+b/2
Jaza/ [ya+ 2b2} dz
u

—a/2 3 u2 *71)/2
M +a/2 a2b3 ) b3
== “)d
ab J_q/2 (12u2 T u2> .
M a2 2332
~ab [$12u2 * 3u2L=_W2
M a?b?
R ®

3Na pravom z dvojice obrazkov je vzdialenost r rozdielom dizok znazornenych preru-
Sovanych sipok. Tie predstavuju kolmice na uhlopriecku spustené z bodov [z,0] a [0, y].

4Ide o zvolaciu vetu, preto vykri¢nik. Podobne ako vo vete , Vyberdm si teba, Pika-
chu!“ ®



FX A3 Momentky

Celkom pekny vysledok. Hned méme pocit, ze by sa k nemu mohlo dat
prist aj nejako jednoduchsie. Radi by sme vam teraz predstavili jeden ne-
tradi¢ny postup na hladanie momentu zotrvacnosti niektorych telies. Spo-
menme si na dve veci:

— Prax nam hovori,”> 7e moment zotrva¢nosti homogénnych telies uréi-

tého tvaru sa da vzdy vyjadrit ako
J:Mf(xl,xg,...), (4)

kde M je celkova hmotnost telesa a f(x1,x2,...) je funkcia od roz-
nych dlzkovych parametrov telesa (napr. dlzky hran kvadra) majica
rozmer meter §tvorcovy. To viak znamend, Ze funkcia f musi splhat
podmienku.

flexy,cxy,...) = A f(x1,xa,...). (5)

— Steinerova veta nam vravi, Ze ak moment zotrva¢nosti telesa o hmot-
nosti m okolo nejakej osi prechadzajtcej taziskom je Jy, tak okolo inej
rovnobeznej osi ktora je vo vzdialenosti r od taZiska bude mat to isté
teleso moment zotrvacnosti

J = J, +mrZ.

Ako by sme to mohli vyuzit? Rozdelme si povodny obdlznik na 4 men-
Sie s poloviénymi dlzkami stran. Moment zotrvacnosti J, je zrejme stétom
momentov od vSetkych ¢asti. Vidime, Ze dva z nich maji nulova vzdialenost
taziska od osi. Dalsie dva maju tazisko od osi vzdialené o

s—gsinqb—a—b—iab (6)
) S 2u 22 b2

5A nielen prax, ale aj zdravy rozum. Spomeiime si na definiciu (1). Keby sme zvidsili
hustotu telesa k-nasobne a zachovali rozmery, tak sa kazdy prispevok do sactu zvacsi k-
nasobne aj celd hmotnost sa zviiési k-nasobne. Lala, J ~ m. Analogicky si vieme odvodit,
ze keby sme v8etky rozmery telesa c-nasobne zvacsili, vysledny moment zotrvacnosti sa
zvagsi c2-nasobne. To uZ ale znamena, e MZ mus? mat tvar (4).
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Ni¢ nam nebrani zapisat rovnost:

Jo = Ja
wen-a((34) (B34 o

Spomefime si na rovnicu (5) a dosadme aj za s zo (6). Pre jednoduchost
ozna¢me F = f (a,b). Tak dostdvame rovnicu a nésledne upravujeme

M F MF M a2b?
MF=2(44)+2(44+4W+1)2>>
1 1 a?b?
1 TR
1 a2bh?
T 6aZ+b?

F

Spomeiime si, ze J, = MF a dostavame znova ten isty vysledok.%

Cast (b)

Tu sa uZ nejdeme zdrzovat integralmi. Pri kocke existuje dokonca viacero
Sikovnych spésobov na nijdenie momentu zotrvacnosti,” no my ostafime pri
prave objavenom triku.

Ozna¢me hmotnost kocky M, jej dlzku hrany a a za¢nime pocitat. Mo-
ment zotrva¢nosti kocky bude J, = M f(a) = MF. Rozdelme si kocku
na 8 malych kocodiek s polovi¢nou dizkou hrany. Tie budd mat osminovi
hmotnost a polovi¢na dlzku hrany. Ich moment zotrvaénosti by teda bol

6 Akoby inak! Pan Steiner bol zaiste velmi mudry!
"Neda mi v8ak nespomentt tento: (pozri dalsiu stranu)
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Ji =Y f(a/2) = 4 £ Ku vietkému sa ich faziskd nachadzaji vo vzdia-
lenosti s = “TQ od osi pévodnej osi, ako to pekne vidno na nasledujicom

obrazku:

Tak mozeme hned zapisat rovnicu a riesit:

MF M a2
MF=8(—=+——
8(8 178 8)
MF—EMF+1M 2
1 g
1
Jy=MF = EMG? (9)

Jednoduché, nie? Tak isto by sme mohli spocitat aj moment zotrva¢nosti
kocky okolo telesovej uhlopriecky alebo okolo osi spajajicej stredy dvoch
protilahlych hran. Skuste si to.

Keby sme nasu kocku zlisovali, vzdialenosti jednotlivych
bodov od osi sa nezmenia. Vzniknuty Stvorec ma teda rov-
naky MZ. Pre v8etky rovinné telesa (napr. na dolnom z dvo-
jice obrazkov) vsak plati J, = J; + Jy, ¢o mozno odvodit
z Pytagorovej vety

JZ:/(22+y2)dm:/m2dm+/y2dm:Jy+Jz

V pripade nasho Stvorca si ponechame p6vodni os a zvo-
lime si este dve osi spajajice stredy jeho protilahlych stran. y
Ale okolo kazdej z tychto dvoch osi ma §tvorec rovnaky MZ )/‘
ako tusecka okolo osi kolmej na jej stred. A to je uz znama
tabulkova hodnota. Dostat sa k MZ kocky je potom uZ len
vec nasobenia dvomi.

11
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Cast (c)
.-« Stvorsten . .. ved to nemdZe byt o ni¢ taZSie. Rozdelime si Stvorsten
na mengsie Stvorsteny a ... ale pockat! Ved to sa predsa nedd!* Ano, neda.

Ale predsa len sa skisime trochu s tou geometriou pohrat. Majme Stvor-
sten o hmotnosti M a strane a. Z jeho rohov teraz vyrezeme 4 Stvorsteny
s polovi¢nou dlzkou hrany. Co nam to ostalo?

Velmi rychlo sa presved¢ime, Ze tento ,,ohryzok* ma 8 stien v tvare rov-
nostrannych trojuholnikov s dlzkou strany a/2.% Osemsten!

Ak z vrcholov tohoto osemstenu vyrezeme 6 osemstenikov s poloviénou
dlzkou hrany, ¢o nam ostane? Na pravom z dvojice obrazkov vidno, Ze to
nebude jedno teleso, ale hned niekol'ko. Po chvili badania zistime, Ze sme
dostali 8 stvorstenikov. A ¢uduj sa svete, vietky maju ti spravnu orientaciu.”

Nie¢o nadm naSepkava, Ze by sme mohli zabit dve muchy jednou ranou, tak
uvazujme nielen moment zotrva¢nosti stvorstenu J. = M f, ale aj osemstenu
(vzhladom na os prechadzajicu stredmi dvoch protilahlych stien) J; = mg,
kde M, resp. m je hmotnost Stvorstenu, resp. osemstenu a f, g st nezname
funkcie od dlzky ich hrany x, spliajtce funkcionalnu rovnicu

flaz) =cif(x)  resp.  g(eaz) = c3g(x).

Stcasne tiez oznaéme f(a) = F a g(b) = G, kde b = a/2 je dizka hrany
ohryzku vzniknuvs$ieho pri prvom ,,ohryzani“.

Dost oznacovania, zapiSme kone¢ne rovnice. Na lavom obrazku vidime, Ze
povodny Stvorsten mozno nahradit jednym osemstenom polovi¢nej a $tyrmi
Stvorstenmi osminovej hmotnosti, vietko s polovi¢nou dizkou hrany. Spome-
dzi v8etkych sa taZiské troch $tvorstenov nachadzaji vysunuté od povodne;j

8Po jednom ostalo na kaZdej stene a po jednom vzniklo pri kazdom reze.
9Styri su ,,hore nohami®, ale to nam neprekaza. DoleZité je, aby ich osi,vzhladom na
ktoré pocitame MZ, boli rovnobezné.

12
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osi o a\/§/6, teda v pismenkach

2

MF M [ aV3

MF =— 4 — | ===
Moea(ME) s[4 (25)

Teraz ¢o vidime na pravom obrazku: Z osemstenu vznikne 6 osemstenikov
s polovi¢nou dlzkou hrany. Hned zo symetrie vidno, e ich faziska st od osi
rovnako vzdialené, konkrétne o av/3/12.1° S poloviénymi rozmermi musia
mat osminovi hmotnost. Aby sa n4m hmotnost nestracala, vieme si spocitat,
7e kazdy jeden Stvorsten tvori 1/32 hmotnosti osemstenu, teda ma hmotnost
M/64.

Ak si eSte overime, Ze dva z tychto 8 Stvorstenikov maju tazisko na po-
vodnej osi a ostatnych 6 vo vzdialenosti ay/3/12, mozeme zapisat druhi
rovnicu

2 2
M M M
2 16 4 16 12 64 16 64 12

Mame dve rovnice o dvoch neznamych. Ak sa zbavime vSade pritomnej
hmotnosti M a dame dokopy zlomky s rovnakymi pismenkami, dostdvame
ich v krajSom tvare:

7 13 1 5
- 7G — —G=-—F+—da®
gt +’32“ A R T R T
Sice sa to nezda, ale tato sustava mé celkom sympatické rieSenie
1 1
F=_—a? = —a?
20a a G 40a

Ale to je uZ nielen rieSenie nasej ulohy! Ako bonus sme spoditali aj mo-
ment zotrvacnosti osemstena. Vysledky teda su:

1
Jo= o Ma (10
1 1
J = —ma? = —mb? 11
! 40ma 10m , (11)

kde sme u oboch telies vyjadrili vysledok pomocou ich hmotnosti a ich dizky
hrany. (Pripomefime, %e u osemstena b = a/2.)

Nabadame ¢itatelov, aby si tymto sposobom skisili vypodcitat iné zau-
jimavé momenty zotrvafnosti a pokochali sa scenériou bez akéhokol'vek in-
tegrovania.'! Kto sa docital aZ sem, tiez by mohol povazovat za zaujimavé

10Premyslite si!
11 L. . . A s o s . . 2 o e . P
Scenéria s integrovanim méze byt ¢asto velmi zaujimava najmé pre milovnikov adre-
nalinovych $portov.

13
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zistenie, Zze moment zotrvacnosti kocky, Stvorstena i osemstena je rovnaky
> 2 v

vzhladom na v8etky osi prechadzajuce taziskom. Klacové slovo: sféricky zo-
trva¢nik.

14
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). @/ GRS A Ae

Katka si medzi polickou a stolom postavila most. Most je tvoreny lahkiymi
tycami volne spojengmi kibmi, tak ako na obrdzku. Dizky Sikmych a vodorov-
nych tyci si v pomere 5:6. V bode E je zavesené zdvazie s hmotnostou m.
Ktoré z tyci moze Katka nahradit ohybnymi vizbami, t.j. napriklad pevngm
$pagdtom rovnakej dizky? Akou silou je namdhand ty¢ BD?

B 6 D 6 F

Zdroj: Feynmanove prednasky z fyziky

X VZorAK FiLip &

Skor, nez sa pustime do rieSenia prikladu, zamyslime sa nad ohybnymi
viazbami. Ty¢ sa od ohybnej viazby — napriklad nejakého Spagatiku — 1isi
len v tom, Ze méa staly tvar. Ohybna vizba sa moze Tubovolne kréit (teda
skracovat), no nemdze sa natahovat. Zjavne teda ni¢ nepokazime, ak tyce,
ktoré sa natahované, nahradime Spagatikmi. Tyce, ktoré su stlacané, vSak
nahradit nemozeme.!?

Po tomto zamyslen{ sa pustime na priklad. Ukazeme si tu tri rdézne po-
stupy. Jeden je priamo cez sily, druhy a treti cez energie.'3

Sily:

V pripade, Ze sa rozhodneme poéitat sily, tak si sta¢i napisat vela rovnic
o vela neznamych a snazit sa vyratat silu Fgp. To je dost neprijemné. Na-
stastie mozeme vyuzit matice.' To sa Tahko hovori, ale fazgie sa to aplikuje

12Mohli by sme ich vsak nahradit napriklad telesom, ktoré je nestlaciteIné, ale pri
roztahovani sa rozpadne. Taka veza z drevenych kociek je peknym prikladom takéhoto
¢uda odolného len stlaceniu.

13Metodou tzv. virtudlnych posunuti a virtudlnych prdc.

14Rjesenie cez sily nie je matematicky jednoduché. Ba dokonca nie je vobec elegantné!
Ak neviete, ¢o st to matice, prejdite priamo na elegantné rieSenie cez energie, ktoré sa
nachadza o par stran dalej.

15
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v praxi. Co to za rovnice v nej pouzivame? Jednoduché rovnice zohladiiu-
jice rovnovahu sil. Pre kazdy kb musi platit, Ze vysledna sila naii posobiaca
je nulova — ina¢ by sa dany kib pohyboval so zrychlenim, ¢o je v statickej
situacii o¢ividne nepripustné. ZapiSeme si teda vSetkych 6 rovnic pre hori-
zontalne zlozky sil posobiace na body A az F (prvych 6 riadkov v matici)
a nasledne aj vertikalne zlozky sil pre body B az F tak, 7e prvy stlpec zodpo-
vedéa koeficientom pri sile F)y g, druhy koeficientom sily Fac, treti Fpeo, atd.
Preco pouzivame préave tieto rovnice? Prefo nie. St pekné, je ich dostatoény
pocet a hlavne st linedrne nezévislé'®.

Treba si v8ak uvedomit par detailov. Aké sily posobia na koncoch mosta?
Prave tu je dolezité, ze bod A je na koliesku. Hoci tam posobi nejaka (zatial
neznama) vertikalna sila, horizontalna zlozka musi byt nulova, ina¢ by sa
koliesko hybalo. Na most posobi tiazova sila smerom dole a teda vieme, Ze
aby bola celkova vyslednica sil posobica na most nulova, horizontalna zlozka
musi byt nulova aj v bode G. Je celkom ocividné, ze sucet vertikdlnych
zloziek je rovny tiazi. Ked uz mame premyslené rovnice, tak si dajme pozor
na znamienka. Zvolime si smer stradnicovych osi a piSeme. KedZe vyslednica
sil posobiacich na ty¢e musi byt nulova, ty¢ posobi na oboch koncoch opa¢ne
orientovanou silou.

A uz nam ni¢ nebrani pustit sa do pisania. Toto je teda naSa matica, ktori
chceme upravit. Pre prehladnost sme ju vynasobili piatimi (ndsobenim sa
ni¢ nepokazi).

3 5 o o0 o0 o o o0 0 0 O 0
-3 0 3 5 o 0 0 0 0 0 O 0
0o -5 -3 0 3 5 o 0 0 0 O 0
o 0 0 -5 -3 0 3 5 0 0 0 0
o 0 0 o0 o0 -5 -3 0 3 5 0 0
A= o o0 o0 o o o 0 -5 =30 3 0
-4 0 -4 0 O O O 0 0 0 O 0
o 0 4 0 4 0 0 0 O0 O0 O 0
o 0 0 o0 -4 0 -4 0 0 0 O 0
o 0 o0 o o o0 4 0 4 0 0 b5mg
o o0 o o o o o0 0 —-40 -4 O0

150 ¢om sa da presved¢it tipravami nasej matice alebo zamyslenim sa.
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Upravou tejto matice na redukovany stupiiovity tvar'® dostavame maticu

o

0 —5/12
0 1/4
0  5/12
0 —1/2
0 —5/12
0  3/4
0 5/12
0 -1

0 5/6
0 1/2
1 —10/12

h

Il

g
=NeoloBololoBoNoloRoll S
cNeoNeoNoNoloNoReNal =
=NeloBoBoloBoBel S ==
oNeNeoloNeoNeoNel ==
[eNeNeNoNeNel ==l
[eNeNeNeoNal RNl
[cNeNeNeol N eNoNoNe Nl
S OO OOOoOOoCOoO oo
[eNeN  SeololeoNoRoEeNoNe]
O OO OO

m-g
2 ~
vSak prezradime aj maly problém takéhoto rieSenia. Casova zloZitost tohto

pocitania je O(n?), ¢ize pri velkom moste by sme sa naozaj naratali.!” Na
druhej strane je vSak velkym poteSenim, Ze po vyrieSeni matice dostaneme
daréek zdarma'® — zoznam ty¢i, ktoré mozeme nahradit pagatikom. St to
prave tie koeficienty, ktoré vysli kladné, ¢o znamena, 7e tahaju kib k sebe.
Su to tyce AC, BC, CE, DE, EF, EG.

Skvelé, mame to, ¢o sme cheeli! Sila Fpp = —52. Po tolkej radosti si

Energie a momenty sil:

Tu stacilo ukazat (a zdovodnit), ktoré palice st nahraditelné a nasledne
vypocitat silu posobiacu na ty¢ BD.

Pri zdévodiovani vyuZijeme princip virtualnych prac. Hoci mame ,,doko-
nale tuhé“ palicky, predstavme si, Ze nie st spojené pevnym kibom, ale drzia
ich mali trpaslici.'® Teraz si predstavme, Ze trpaslik rozpazi jednu ruku, ¢o
je velmi podobné situacii, ako keby sa palicka predlzila o dz.° Co sa stane
s energiou sustavy? Principialne st moZné tri vysledky. Potencidlna energia
ststavy sa zvicsi, zmensi alebo nezmeni. Ak sa potencidlna energia zvacsi,
trpaslik musi vykonat pracu, a preto moéZeme povedat, Ze palica je stlacana.
Naopak, ak sa potencidlna energia zmensi, trpaslik musi tejto zmene zabra-
fiovat, palica je natahovana. To, Ze by sa potencidlna energia nezmenila, sa
nam nestane, ale znamenalo by to, Ze tu nepo6sobi Zziadna sila a teda ziadnu
ty¢ ani nepotrebujeme. Aké jednoduché.

16Tak sa vola ta vec, na ktort sa matica pri riefen{ stistavy rovnic upravuje vzdy. :-)

17Pravdupovediac, je to praca pre poé&itaé. Mne sa nechcelo maticu s jedenastimi riad-
kami ani napisat na papier!

18 Ani nemusia byt Vianoce. :-)

19Niektori maju tri & dokonca Styri ruky!

20 Ako to uZ v rozpravkach byva, trpaslici st mali. Neskor vas naudia, Ze trpaslik je taky
epsilonovy.
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Pozrime sa teraz na tyée AC', CE a EG — To su tie na spodnej strane
mosta. Ak by sa predlzila I'ubovolna z nich, most by sa prehol do tvaru
V. To znamen4, Ze potencidlna energia zavazia klesne.?! Naopak, pri pre-
dlzeni ty¢i AB, BD, DF, FG sa most prehne naopak. Zostavaji uz len
uhlopriecky. Ale aj tu sa stac¢i len trochu zamysliet. Staci si len predstavit,
ako sa pomenia uhly, ked sa jedna z nich natiahne a & sa most prehne do
tvaru V alebo opac¢ne. Uvahami dospejeme k rovnakym ty¢iam, ako ked sme
pocitali pésobiace sily.

Ked uz sme hotovi s prvou ¢astou tlohy, podme vyratat silu, ktora stlaca
ty¢ BD. S vyuZitim rovnosti momentov sil to ide velmi rychlo. Vieme, Ze
stdet sil posobiacich od podlozky v bodoch A a G musi kompenzovat tiaZovii
silu telieska a stcasne ich moment sil vzhladom na E musi byt nulovy. Sa
to totiz jediné vonkajsie sily posobiace na most, ktoré vzhladom na teliesko
sposobuji nejaké momenty.

Fg:FA+FG
M=M
12F4 =6 Fg
Fs F,
Fpo=—"—=232
4772 7 3

Zamyslime sa teraz nad ¢astou mosta ACB a zvolme si v iom bod C.
Vysledny moment vonkajsich sil posobiacich na trojuholnik vzhladom na
tento bod (ako aj na ubovolny iny) musi byt nulovy. Vonkajsie sily po-
sobiace v C' maju moment nulovy, zostavaju nam teda iba sily posobiace
v bodoch A a B. Sila v A smeruje kolmo hore?? a uz sme ju vyratali. Jedina
vonkajsia sila posobiaca v bode B je od ty¢e BD, teda smeruje vodorovne.
Ano, je presne ta, ktor chceme vyratat. Ozna¢me ju F. Vyska trojuholnika
ABC je 4. Takze dostavame rovnicu:

6Fy—4F =0
p="9
2

Energie a geometria:
Opét si na pomoc pozveme trpaslikov, ale dalej budeme postupovat vy-
lu¢ne geometricky. Predstavme si, ¢o by sa stalo, ked sa zvicsi dlzka BD

21 Pozor! Uvedomme si, Ze pri nehmotnom moste je hmotné zavazie jedina vec, &o nas
zaujima. Avdak vo vSeobecnom pripade by to aZz také jednoduché nebolo a museli by sme
poctivo vyratat zmenu celkovej potencidlnej energie celej sustavy.

22Bod A je na pohyblivom koliesku a preto I'ubovolna horizontalna sila bude hybat
s kolieskom, az do polohy, v ktorej bude nulové.
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o dz. Tym sa nam zmeni aj uhol BC' D, ozna¢me to ako v + dy. Plati:

2
sin(y + dvy/2) = %
2
sin(7y) - cos(dvy/2) + cos(y) - sin(dy/2) = %
3 4 3+ dz/2
2142 dy/2 =202

5 115/ 5

dx

Most sa nam v bode C' prehne a vznikne trojuholnik ACG s vyskou dh.
Lahko si v&imneme, %e uhol pri vrchole C je m — dvy. Ak ozna¢ime uhly pri
A ako da a pri G ako df, tak vieme, Ze dy = 2d3.23 Stcet uhlov ma byt 7

a preto
dy dz
df = — = —.
P 3 12
Odtial uz pre zmenu vysky zavaZia mame

dh = 6d4g
dx
dh = -

A mame vysledok — ak trpaslik rozpazi o dz, potencidlna energia sustavy
klesne o mgdxz /2. To znamen4, Ze na drahe dx musel vykonat zaporna pracu
takejto velkosti a teda ty¢ BD je stla¢ana silou mg/2.

23Toto plati iba pre malé uhly alfa a beta, ked je vyska dh trojuholnika ACG velmi
mala.
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1267 &7 QAR

Mdme horizontdlny upevneny valec s polomerom r. Na fiom je navleceny
prstenec s polomerom R (pochopitelne R > 1) a hmotnostou M. Vypoéitajte
periddu malgch kmitov tohto prstenca (v jeho rovine), ak po valci nepresmy-
kugje.

Zdroj: KéMaL

2 VzorAK KuBus &

Energeticky pristup:

Pohyb obruce na valci (ktory vobec nie je taky jednoduchy, ako by sa na
oby¢ajné kolisanie mohlo zdat) si moézeme rozdelit na dva ovela jednoduchsie
a zakladnejsie pohyby: Pohyb jej stredu (taziska) po kruzmici s polomerom
R — r, ako to naznacuje nasledujica dvojica obrazkov, a otaCanie obruce
okolo svojho taziska. Zavedme si stiradnicu ¢ ako uhol, ktory zviera spojnica
stredu obruce, stredu valca a dotykového bodu obruce so zvislicou.

A o aky uhol, ozna¢me ho «, sa otoéila obru¢ ako taka??* Obrué i valec
sa dotykali nejakym tsekom ich povrchov a ich dlzky musia byt na oboch
telesach rovnaké.?> Spoéitat dlzku kruznicového obliku je hracka. S pomocou
obrazku dostéavame rovnost

R(p—a) = 1o
Ra (R—1) . (12)

24 Jednoducho mozno fakt, #ze uhol « je odlisny od ¢, ukazat nasledovne. Predstavte si,
7e ked bola obru¢ vo svojej najniZsej polohe, nakreslili sme na jej dotykovy bod s valcom
mala Cervenit bodku. Ked sa obru¢ trochu prevali, dotyka sa valca inym bodom. Keby
platilo & = ¢, dotykali by sa stale v tej iste Cervenej bodke, ¢o sa da dosiahnut len
Smykanim obruée po povrchu valca — nie jej prevalovanim.

25Predstavte si, Ze na ich povrchoch st miniattrne ozubené kolieska. Obe sa posunuli
o rovnaky poéet rovnako velkych zibkov. To sa rovna rovnakej dizke.

Il=
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Teraz nam uZ ni¢ nebrani napisat si rovnicu zédkona zachovania energie a
upravovat:26

E = Ekin +Erot +Epot
1 1
= §Mv2 + iJwQ + Mgh'
1 1
= SM[&-7) o) + 5 (MR%)E + Mg (R —r) (1 - cos )

1
M(R =13 + S Mg(R — ), (13)

Q

pri¢om v poslednej tprave sme vyuZzili (12) a s vedomim, Ze sa pozerame
iba na malé vychylky ¢, tiez aproximaciu cos ¢ ~ 1 — »?/2.27 Rovnicu (13)
moZeme pokojne zderivovat podla ¢asu:

M(R—r)Q%@:) + %Mg(R—r)d(£2) = 0
M(R-7)%(2¢¢) + Mg(R—r)(pp) = 0

Po vykrateni nadbyto¢nych ¢lenov?® a troche usporadiivania dostdvame
diferencialnu rovnicu pre harmonické kmity:

9

¢:*m¢ (14)

RieSenim tejto rovnice je funkcia tvaru A cos(wt) + B cos(wt), kde

g
2(R—r)’

w =

26Pouzivame tu standardnt bodkovi notaciu pre &asovi derivaciu premennych: & =
dz/dt, & = d&/dt = d%x/dt>.

27Skuste si to odvodit z Taylorovho rozvoja kosinusu alebo binomického rozvoja od-
mocniny po aplikicii Pytagorovej vety.

28V navale skrtania si viimnime, Ze I'ava strana je nasobkom ¢ — l'ala, nehybny krazok
je tiez riesenim.
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FX A5 Krazok

Nas zaujima peridda kmitov. T4 je

Silovy pristup:

Ulohu mozeme vyriesit podobnymi tvahami, ak budeme pouzivat sily na-
miesto energii. KedZe sa nam kruzok to¢i, budeme pouzivat radsej momenty
sil. Velmi uZitoény bod, okolo ktorého méZeme tieto momenty pocitat, je
stred valca. NapiSme si druht vetu impulzovi:

N=1L (15)

Podobne ako v minulom pripade, moment hybnosti si méZeme rozdelit
do dvoch ¢asti: Pohybu taZiska okolo stredu a otacania krizku okolo taziska,
teda L=M(R—r)v+ Jw,® kde v=(R—71)p aw = d.

Aky je moment sily pdsobiaci na krazok? Jediné sila, ktord sposobuje
nenulovy moment sily, je tiaZz s posobiskom v taZisku. Jej moment je

N =—-Mg(R - r)sing, (16)

pri¢om pre malé ¢ moéZeme znovu napisat sin ¢ =~ ¢. Dosadme teda vSetko
do rovnice (15), spomefime si na (12) z predoslého postupu a upravujme:

—Mg(R—r)p = MR-r)0+Jw
SMg(R-r)p = M(R-rp+ (MR
—gp = (2R-1)$
b = —g—v (17)

Tato pohybova rovnica nam déava periédu kmitov krizku

2R —
T =2rm R 7“.
g

Juj! Silovy a energeticky pristup davaju rozne vysledky. Rovnice (14) a
(17) nie st rovnaké — ale oni predsa musia byt, ved popisuju ten isty krazok!
Vysledok musi byt ten isty bez ohladu na to, aky pristup pouzijeme!

2930 znamienkom plus, lebo v suradniciach, ako sme si ich zvolili my, st v rovnakom
smere.
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Silovy pristup revisited:

Samozrejme, Ze nam to vyslo inak. Zabudli sme na trenie. Trenie nemo-
zeme len tak zanedbat, pretoZe je velmi dolezité, priam potrebné. Bez neho
by krazok dokonale presmykoval.?® A kedZe momenty poéitame vzhladom
na stred valca, moment sily spdsobeny trenim je nenulovy. Tomuto by sme sa
mohli vyhnat pocéitanim momentov vzhladom na dotykovy bod, ale ststava
s nim spojené nie je inercidlna a museli by sme uviest nejaké sily navyse.
V skutocnosti sme zamlcali eSte jednu silu, a to kolmu reakéna silu od valca,
ale jej moment je naozaj nulovy a kedZe je kolméa na pohyb taZziska, nekon4
ani Ziadnu pracu. Ozna¢me si teda treciu silu ako F' a napiSme si impulzové
vety eSte raz.

p = —Mgsinp+ F (18)
L = —(R-r)Mgsing —rF, (19)

kde rovnica (18) popisuje pohyb obru¢e v smere rovnobeznom s povrchom.
V&imnime si znamienka F'. Ak sa dohodneme, Ze F' ma opacny smer ako
kolmy komponent gravitacie, potom ma rovnaky moment, pretoze posobi na
opacnej strane od bodu ot4c¢ania.?!
Pomocou starych znamych veci upravime lavé strany rovnic (18) a (19)
nasledovne:

) = MR- (20)
dt
d 2 .. 2 R—1r
&(M(R—r)v—ka) = M(R-r)’¢+ (MR?) (21)
Rovnica (18), resp. (19) prejde pomocou (20), resp. (21) na tvar
M(R-7r)¢g = —Mgp+F (22)
M(R—r)*3 + (MR?) kv ¢ = —(R—r)Mgp—rF.  (23)

R

Teraz ku rovnici (23) pri¢itame rovnicu (22) vynasobent r, aby sme eli-
minovali F. Potom smelo upravujeme. Po nevelkej praci prideme k rovnici
_9 5
2(R—r) 7"

To sa zhoduje s rovnicou (14) ziskanou z energetického pristupu. Vsetko
je teda v poriadku, nemame tu ziadny spor. Skuto¢na peridéda kmitov je

b=—

2(R—r)
Y

T =27

30Vgimnime si, Ze trenie potrebujeme zohl'adnit v silovom pristupe, i ked nekona ziadnu
pracu. Keby vSak bolo mensie, mohlo by sa stat, Ze kruzok by zacal preSmykovat a energia
by sa zacala stréacat!

31Mohli sme si to zvolit aj naopak, potom by nam vyslo F' zaporné.
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FX A6 — KLADKY
), &/ GRS AE ke

Tinka nasla v pivnici obrovsku kopu lana a kladiek, preto sa rozhodla
postavit si kladkostroj. Ba dokonca dva! Jeden krajsi ako druhy, ako to vidno
na obrdzkoch. Aké budi zrychlenia jednotlivijch telies po uvolneni kladiek?
Hmotnosti vSetkych kladiek i lana si zanedbatelné, pocet kladiek na pravom
obrdzku povazujte za nekonecne velky.

Zdroj: BAUPC & Archiv FKS

¥ VzorAk Bzpuso &

Lala. Kladky. A aby ich nebolo mélo, tak hned nekone¢ne vela. Pre
zacCiatok si v8ak dajme prizemnejsie ciele — Zhrnieme si, ako ta fyzika naozaj
vyzerd, ked je kladiek mélo (napriklad jedna):

» Lano volne natiahnuté medzi kladkami, resp. medzi kladkou a zavazim
je po celej svojej dlzke napinané rovnakou tahovou silou.

Pre¢o? Uvazujme kisok lana malej dizky. Na hornom konci je tahané
tahovou silou T nahor, na dolnom silou 7"+ d7" nadol. Rozdiel tychto
sil spolu s tiaZovou silou udelia kiisku $pagéatu s hmotnostou dm zrych-
lenie a ~ ¢.3? Z Newtonovho zdkona mame d7' = dm(g + a) ~ dmg.
Vramci lana sa teda sice tahova sila meni, ale rddovo len o tiaz lana.
Kladkostroje dvihaja tazké bremena, takZze posobia radovo va¢sSimi si-
lami, neZ je tiaz lana. Malé zmeny mozno zanedbat.

32 Rddovo! V realnych kladkostrojoch dosahuju lana a zévaZia zrychlenia od 0 po nie-
kolko maélo g.

24



FX A6 Kladky

» Sucet sil posobiacich na nehmotni kladku je 0 (nula) a to aj v pripade
visiacej (nie pevne uchytenej) kladky.

Dévod je podobny a platnost rovnako (ne)presna: Za beznych okolnosti
je tiaZ kladky velmi mal4 v porovnani s posobiacimi silami. Nerovno-
vaha tychto sil by podla a = AF/mg viedla k obrovskym zrychleniam.
Tie by v8ak mali byt ,,rozumne malé“.?3 V limite mo — 0 musi nutne
AF — 0.

» Lano prehodené cez nehmotni kladku je napinané rovnakou silou na
oboch stranéach kladky.

Rozdiel vo velkosti tychto sil AT by viedol k uhlovému zrychleniu
kladky e = RAT/Iy (tu R je polomer kladky). Musi v8ak nadobudat
,rozumne malé hodnoty* (= g/R) a preto pre Iy — 0 musi aj AT — 0.
V praxi vaésinou, naozaj, AT <« T.34

Yooy

T

Zbrane nabité, vojska rozostavené. Ideme bojovat! :-)

Cast (a)
Oznacme si jednu z tahovych sil ako T'. Nech je to napr. ta, ktora posobi
na pravé teleso nahor. KedZe st kladky nehmotné, tak tah v lane musi byt

33 épeciélne pre upevnend kladku nulové! Vtedy tvrdenie plati automaticky.

34Samozrejme, je to len také mévanie rukami vo vetre. M6j kamarat Bus raz povedal
Kubusovi toto: ,,Kubik, vsimol si si niekedy Ze kaZdy fyzikdlny doékaz je taky nedévery-
hodny, Ze sa vZdy uvddza aspoti s jednygm konkrétnym prikladom pre nejaky uplne trividlny
Specidlny pripad? Dokonca v pripade, Ze dokazované tvrdenie neplati sa pre istotu uvedi
dva iplne rozlicné dokazy.“ Preto si skuste zratat tento uplne trividlny Specialny pripad:

Cez otdcavi kladku je prehodené lano, na ktorého koncoch si zavesené zdvazia s hmot-
nostami m1, ma. Moment zotrvacnosti kladky je Io, jej polomer R. Vypocitajte, ¢o sa
len dd. — Z troch rovnic (Newtonov zékon pre obe telesa + momentova veta pre kladku)
s troma neznamymi (tahové sily 77,2 v lanach + zrychlenie ststavy a) uréime vsetko
mozné, Specialne aj

(m1 —mg) Io
(m14+m2)R2+ 1o’
¢o ide naozaj do nuly v limite Ip — 0 a ¢o dava nenulova hodnotu jej uhlového zrychlenia

(Th —T2)R (m1—m2)R

Io g(m1+m2)R2+10.

Tn—-Ty=g
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FX A6 Kladky

rovnaky na oboch stranach kazdej jednej. Tak dostavame nasledujici obréazok
(vSetky 8ipky st rovnako vel'ké):

2

Skor, nez zafneme zapisovat pohybové rovnice, si vSak vSimnime sily
poOsobiace na pravi kladku. Nahor ju taha sila T, nadol 27T". Av8ak, ako sme
si povedali vyssie, stcet sil posobiacich na kladku je rovny nule. Preto nutne
T = 0. Ni¢ netreba riesit, obe zavazia buda padat volnym padom.

Vazne? Neupadli sme slepo do nespravnych dadaistickych avah? Nie,
neupadli! Ak uvazujeme, Ze telesa st radovo tazsie ako kladky, tak je to
naozaj tak. Finta je v tom, Ze telesa ,vlastne* vobec nie st uchytené. Ak
si predstavime hmotnost Tavého telesa sistredent v kladke nad nim, tak
tato kladka a druhé teleso sa snaZia padat volnym padom. Brdni im v tom
nieco? Nebrani! V&imnite si, Ze posunutim pravej kladky nadol o z sa uvolni
x Spagatu (dole odbudne 2z a hore pribudne z), ktory sa moze vyuZit na
klesnutie zavazi. Hmotnost kladky je zanedbateln4, takze pohybu telies sa
podda. Takto to bude, az kym sa dolné dve kladky nezrazia a prava kladka
uZz nebude moct dalej klesat. Nie je v tom ziadny spor — To len zdravému
sedliackemu rozumu sa nie¢o nepozdava. Zrejme je to tym, ze ,kolabujuce*
kladkostroje sa zdmerne nestavaji.®®

Cast (b)

Nez sa pustime do samotného rieSenia, urobime jednu astrélnu dvahu:
Predstavte si, Ze mate doma na povale (tj. v gravita¢nom poli g) kladkostroj
(hocijako komplikovany). Teoreticky alebo experimentalne uréite zrychlenia
vSetkych telies a tahové sily vo vSetkych lanach. Vzapéti sa presuniete na
int planétu?® s gravitaénym polom 7g a postavite tam rovnaky kladkostroj
s rovnakymi zévaZziami. Aké budi nové zrijchlenia a nové tahové sily?

35 A ako ukazuje tento priklad, postavit sa daji.
36Preto hovorime o astralnej ivahe.®
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Skusenost ukazuje, Ze vSetky sily a zrychlenia na kladkach st priamo
timerné tiazovému zrychleniu.?” Nové fahové sily a zrychlenia teda stacéi pre-
nasobit bezrozmernym 7 a to sa bude diat. Predsa len som vSak trochu
zavadzal, ked som povedal, Ze Gvaha je astralna. V skutocnosti je celkom
prizemné a to opat doslovne, pretoze ju mozno realizovat aj v zrychlujacom
vytahu. Tu zrejme staci spravit zamenu g — g + a.

Vratme sa ku kladkostroju v zadani. Na Tavej strane najhornejsej kladky
je zéavazie m. Na pravej strane je... ale ved to je ten isty kladkostroj! Ano,
m4 o jednu kladku menej, ale to je nekoneéne mala (= nijakd) zmena.3® Ak
vSetky kladky okrem prvej zavriem do jednej velkej krabice, vyrobil som si
spominany vytah, v ktorom namiesto g pocitujem g + a, kde a je zrychlenie
prvého telesa nadol.

Dva rovnaké kladkostroje. Jeden zaveseny v gravitacnom poli — citi g,
druhy pada v gravitaénom poli, citi ¢ + a. Vieme, Ze podiel tahovych sil
v prisludnych lanach kladkostrojov bude g/g + a. Ale ten vieme urcit! Vez-
mime si napriklad tahové sily v lanach pdsobiace na prvé a druhé zéavazie.
Lahko prideme k nasledujticemu obréazku:

Tadaaa. Musi platit:

T2~ g+a =)

a = —g/2

Prvé teleso sa teda pohybuje nahor so zrychlenim g/2. Zrychlenia ostat-
nych telies dopocitame analogicky. Ak sa pohrame s geometrickymi radmi,

37 Argumentov je viacero, uvediem jeden rozmerovy: Ak mame na po&itanie k dispozicii
vela hmotnosti a jedno g, zrychlenie moZno vyratat len ako g krat bezrozmerny faktor
(tj. nejaky podiel hmotnosti). Pre sily zasa F; = m;a;, ¢o je linearne zavislé na g ako
dosledok linearnej zavislosti pre vSetky zrychlenia.

38Matematici by ma po preéitani tejto vety mohli zavesit na hak. Pri pouziti slova
nekone¢no vo fyzike si v skutocnosti treba predstavit realnu situaciu so vSeobecnymi
hodnotami a potom spravit limitu.

27



FX A6 Kladky

zrychlenie n-tého zavazia v smere nadol dostaneme ako

23
-

an, qg.

Alternativne rieSenie ¢asti (b)

Ukazeme si trik, vdaka ktorému pre nas uz vicsina prikladov s vela
kladkami nikdy nebude problém. Uz sme spomenuli, Ze vSetky tahové sily
v lanéch st priamo tmerné ,pocitovanému zrychleniu®“ g. PoloZzme si bas-
nicka otazku: ,,Mozno hocikde v kladkostroji kladku so zdvazZiami nahradit
jednym zdvaZim?“ Aby bolo jasné, ¢o tym chcel basnik povedat, chcel tym
povedat toto:

KedZze som zly basnik, odpoved vam prezradim hned: Dd. UvaZzujme
najprv situdciu, kde je kladka upevnena k stropu (tj. pocituje g). Lano,
ktoré ju na strope drzi, bude pri tom napinane nejakou silu 7%, ktora sa
musi dat zapisat ako m*g. Podme najst, comu je rovné m*.

Ak oznac¢ime zrychlenie zavazi a a napétie v dolnom lane ako T', dosta-
vame sistavu rovnic

mia myg—T
—moa = Mmeg—T
s rieSenim
mip —m2
a = —— (25)
mi —+ mo
2m1m2
T = ———9.
mia —+ mo

Z rovnovahy sil dalej T* = 2T, takze dostavame

* 4m1m2

mi + meo

To viak eSte nie je Gzasné. Uzasnd je az skutoénost, ze keby tato kladka
bola zavesena vo vytahu alebo by padala na nejakej inej kladke, takZe cela
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ststava by pocitovala nejaké iné g, zamenu moZno znowva urobit, pretoZe sila
T* nam vysla priamo timerné ¢.3% Mozeme teda zakreslit nagu spokojnost!

mz

Vratme sa k nekoneéne vela kladkdm v zadani. Kazdej z nich mozno
prisadit nejakd hmotnost mx. Vsetky kladky sia vSak identické, musi teda
platit

*

N 4mm

m 4+ m*’
¢o je po roznasobeni kvadraticka rovnica s dvoma rieSeniami

*

m* =3m alebo m* =0.

Nekonecne vela kladiek si mozno predstavit ako jednu kladku, ktora ma
nalavo zavazie m a napravo zavaZzie m*. Z rovnice (25) dostavame pre zrych-
lenie najvyssieho zavazia

a=—-= resp. a=g.

Radost v8ak strieda zmétenie. Mame dva vysleky. Mimochodom, ak sa
dobre zahladime na rovnicu (24) z predoslého postupu, tak aj ona ma sku-

to¢ne rieSenie a = —g, pokial T' = 0. Aby to bolo vidno, sta¢i roznéasobit
na
T
T(g - a) = 59-

Toto rieSenie je celkom zmysluplné. Zrychlenia jednotlivych telies v iom
vyzeraju nasledovne:

39Inak to ani nemohlo vyjst!
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Dve rieSenia. V skutocénosti sa modze diat len jedno z nich. Problém je
v naSom nedoslednom pouzivani slova nekonecno. Kazdy fyzikalny problém,
treba zadefinovat pre kone¢né veli¢iny a aZ vzapati spravime limitu s ne-
konec¢nom. Pod kone¢nou situédciou si predstavime takt, ktora obsahuje N
kladiek, pricom poslednéa je zakoncena nejako takto:

Podla zadania mg = m, ale budeme pracovat so vSeobecnym mg, aby sme
pochopili, kde je problém. Ak pouZijeme nasu fintu s m*, moézeme kladky
zospodu postupne nahradzovat zavaziami. Dolnd kladku Tahko nahradime
hmotnostou

N 4mmy
mj = ———
m —+ mo
a pre vyssie kladky plati
. 4mm?,
m = —0
T 4 me

kde n oznacuje poradie kladky poéitajic zdola. Pekny rekurentny vztah.
Nas zaujimaju jeho konvergentné vlastnosti. Pre lepsiu prehladnost zavedme
wr = m?’ /m, teda hmotnost m} po¢itana v jednotkach m. Rekurentny vztah
I'ahko upravime na
4
L+’

¢ize ide o hyperbolu. Zakreslime si jej ¢ast v kladnych &islach graficky:

finyr =4
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. Hoi =H,
un+1 A \>/
4
3 |-
2 1
1 |-

o 1 2 3 4 5 U

Vidime, ze pre vsetky my > 0 konverguje m* — 3m. Jediny pripad,
kedy rad konverguje k nule je pre mg = 0, tj pre volny Spagét. Aj ten vSak
mé v skutoénosti nepatrnt kladnt hmotnost,? takZe spravnym riesenim je
skutocne g

a=—=.
2

400 hmotnosti nekoneéne vela nehmotnych kladiek ani nehovoriac...
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FX A7 — MOTOROVA PILA
), &/ &/ Gkdke

Predstavte si retaz na motorovej pile. Jej dizka je L, hmotnost M a tiplne
bez trenia sa napnutd pohybuje rychlostou v okolo dvoch valéekov s polome-
rom r. Predpokladajme, Ze valéeky sa neotdcaji. Retaz nijakym spdsobom
nepohdrniame ani nespomalujeme.

(a) Za aky cas klesne jej richost pohybu na polovicni?

valitativne popiste (a zdévodnite), éo sa stane s retazou, ak by valceky
b) Kuvalitati St dovodnite), ¢ t t k by valcek
(a zvySok motorovej pily) zrazu zmizli.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

¥ VzorAk Bzpuso & Kupus &

Cast (a)

Ozna¢me si A = M/L dizkovi hustotu retaze a pozrime sa na to, preco
by vobec mala zadat spomalovat. Zamerajme sa iba na kus retaze, ktory
sa momentalne nachadza v blizkosti jedného z valéekov. Tento kus sa otaca
okolo valéeka a vracia sa naspét, no a pri tom meni svoju hybnost. Zmenu
jeho hybnosti vypo¢itame neformalne: za ¢as dt zmeni kus dlzky v d¢ rychlost
Z +v na —v, preto

dp  —2v)vdt
dt  dt

To znamené, Ze na to, aby si retaz udrzala svoju rychlost, musime ju
stale tahat silou velkosti 2v2\. To isté plati o druhej polovici retaze, takze
na udrZanie stavu s rychlostou v potrebujeme vykon

= —202%)\

W = vF = 403\

Predtym nez by sme sa do dadaistickych vysledkov ponorili prihlboko,
vas musim upozornit, Ze je to zjavne blbost. Tento vysledok sa urcite nepaci
zékonu zachovania energie ani momentu hybnosti a argument sa da rovnako
aplikovat na toc¢iace sa koleso. Kde udélali soudruzi z NDR chybu?

Skasme sa zamysliet nad tym, ¢o vlastne posobi na retaz nejakou silou.
UvaZujme nejaky kusok retaze, ktory sa prave obtaca okolo valca. Ten evi-
dentne meni svoju rychlost, preto na neho musi posobit nejak4 sila. Trenie
neuvaZujeme, preto jediné, ¢o na kusok retaze moze posobit, su susediace
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kisky retaze.*! Inymi slovami, v retazi je nejaké pnutie. Este by sme nemali
zabudnut, Ze valce modZzu posobit na retaz na povrchu nejakou tlakovou silou
od podlozky. No dobre, ale ako to bude spomalovat pohyb retaze?

Valce sa nehybu, retaz je teda akymsi sposobom napnutd a nemé moz-
nost zmenit svoj tvar. To znamena, Ze vSetky je ¢asti musia mat v kazdom
okamihu rovnaki velkost rychlosti, a teda tieZ rovnaku velkost spomalenia.

Teraz nasleduje jedna diferencialna tvaha. Ak retaz dostato¢ne zazoomu-
jeme, kazdy jej kusok bude prakticky rovny. Aby sme dosiahli nejaké (obvo-
dové) spomalenie a, musia na koncoch kisku dizky da posobit sily, velkostou
sa ligiace o

dF = dma = dzAa.

To eSte neznie ako problém, ale ak sa posunieme o dz dalej, sila (vza-
jomné pdsobenie — tah v retazi) musi byt znova o dF' vicsie. Po kuskoch
vSak mozeme prejst dokola po celej retazi. Tak zrazu zistujeme, Ze tam, kde
posledny kusok posobil na prvy silou F', prvy kusok posobi na posledny silou
F+ ALa = F + Ma. To je ale proti zakonu akcie a reakcie. Tieto sily musia
byt rovnaké, teda jedind moZna hodnota zrychlenia a musi byt nula. TieZ
zistujeme, 7e fah je pozdlz celej refaze konstantny.

Vysledok? Ano. Z ni¢oho ni¢ nam spadol z neba. Argumentacia je viak
jednoduchéa: Cel4 retaz musi mat rovnaka velkost zrychlenia. To znamena
konstantny gradient tahovej sily v retazi. T4 v8ak musi byt po prejdeni jed-
nej oto¢ky rovnaka ako na zaciatku a teda gradient tahovej sily je nulovy. Na
kazdy kusok retaze posobia na koncoch rovnako velké sily takmer opac¢ného
smeru, ktoré mozu mat jedine dostredivé ucinky na valec v kolmo smere.
Lal'a, refaz nebude spomalovat.

Cast (b)

Intuicia ndm naSepkava, ze po zmiznuti valcov budiu retaz deformovat
tahové sily. Ved ni¢ iné na refaz nepdsobi.*? Aka velka bude tahova sila
v retazi? Argument pouZity v Casti (a) predpokladal nemeniaci sa tvar retaze
a rovnaké zrychlenie pozdlz celej retaze. Ten viak teraz nemozno pouzit.
Ved prave zmena tvaru je to, ¢o nas zaujima. Nevieme posudit, ¢i je pnutie
v retazi vSade rovnaké, nieto eSte aké je velké. Stojime pod zaujimavym
problémom. Mame vela spojenych kuskov retfaze, ktoré sa Siria znamymi
smermi. Akymi velkymi silami budu na seba posobit susedné kusky?

Je bezpochyby obrovsky problém riesit takto poloZzeny problém. Podme
sa radgej vratit do Gasti (a), kde boli valce eSte namieste a uvazujme nad
tym, akymi silami posobili na retaz. Valce posobili na kazdy kisok retaze

41Tie7 je nam jasné, Ze nas kusok retaze posobi reakciou na susedné kusky retaze.

42Pre osviezenie pamite: Odstrediva sila existuje len v neinercialnych (rotujucich) vztaz-
nych sustavach. My rozpravame o inercidlnej. Preto v nasledujicich tivahach neméa ¢o
hladat!
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nejakou malou reaktivnou silou. Z iného uhla pohTadu vieme povedat, Ze oba
valce posobia na retaz rovnako velkymi silami opaéného smeru, ozna¢me ich

velkost N.
F

\

F

»

Na obrazku je zobrazeny kus retaze, ktory sa pohybuje rychlostou v. Sily
F znézoriuji pnutie posobiace na koncoch kusu retaze. Vyslednica tychto
sil zmeni za ¢as dt kisotku retaze o dlzke vdt a hmotnosti Avdt rychlost
z +v na —v. Z Newtonovho zakona tak dostavame:

2F — N = dﬁ:zv%,
dt

pri¢om sme uz odévodnili, Ze pnutie F musi byt po celej dizke retaze rovnakeé.
Sila N vsak mdZe byt Tubovolna v zéavislosti na tom, ako situéciu postavime.
Rovnako tak si méZeme zvolit aj N = 0, ¢o je zrejme fyzikdlne najblizsie
k situécii bez valcov. To je pripad, kedy je retaz uz natiahnuté medzi valcami
na spravny tvar, ale eSte nie je napnutéa. Vidime, Ze v tom pripade je v retazi
pnutie

F =\

Ale pockat! Tu nam z neba pada d'alsi vysledok. Ak si predstavime, Ze
valce nenapinaji retaz, tak akoby tam vobec neboli. Ako sa bude retaz pohy-
bovat za tychto podmienok? UvaZzujme kusok retaze idici po kruznici s po-
lomerom 7, ktorému prislicha stredovy uhol da.

Na jeho koncoch pésobia vyssie uréené sily F', ktoré zvieraji uhol 180° —
da. Lahko sa moZno presved¢it, Ze ich vyslednica je dF; = Fda. Téato sila
je kolma na smer pohybu a spoésobuje dostredivé zrychlenie

B dFy Fdo F a2 0?

“TAm T wda M N

Lala, dostrediva sila podsobiaca na kisok s polomerom krivosti r nam
vysla taka, Ze niati tento kiuisok pohybovat sa po kruZnici s polomerom r.
Nema4 teda snahu zajst do valca, ale samovolne sa pohybuje po jeho povrchu.
Inymi slovami,retaz nemusi byt nijako vytla¢ana z valca — neposobia na seba
nijakou silou. Prekvapivé zistenie: Retaz nebude menit svoj tvar.

Vysledok? Vyzera to tak. Znova sme sa k nemu dostali len velmi nené-
padne. Ak uvaZujeme, Ze valce napinaju retaz nulovou silou, retaz sa sama
napne prave natolko, aby nemenila svoj tvar. Dostali sme tak bezrozporné
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rieSenie, ako sa bude retaz pohybovat. RieSenie, ktoré vyhovuje v8etkym zé-
konom mechaniky. Také moze existovat jediné — to spravne.

POzZNAMKA: VSimnite si, Ze polomer r nebol v rieSeni nijako Specificky.
Hral iba tlohu pociato¢ného zakrivenia. Ak by sme pomocou vela val¢ekov
nechali retaz pohybovat sa v hocijakom éterickom tvare, po zmiznuti valé¢ekov
by na kaZdy kasok posobila prave taka sila, aby sa v danom mieste retaz
ostala pohybovat s danym zakrivenim. Jej tvar by sa nemenil.
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Fajo zhdnal na trhu sud, do ktorého bude ddvat jablkd na pdlenku. Jeden
obchodnik mu ponikal velmi zvldstny sud. Mal tvar valca, jeho podstavy boli
z pevného kovu. Pldst je vSak vyrobeny z pruznej gumovej latky, do ktorej su
votkané tenké ohybné a neroztiahnutelné vldkna tak, ako na obrdzku. Fajo
sa hned zacal zaujimat, ¢o sa stane, ak do sudu natlakujeme vzduch. Ktory
z troch tvarov na obrdzku zaujme sud v zdvislosti od uhla o?

res

Zdroj: Kvant

2y VzorAK KuBus &

Napriek tomu, Ze vyzera hrozostrasne, bol tento priklad celkom Tahky.
Stacilo si poriadne premysliet geometriu celej situécie a nakreslit si posobiace
sily.

Predstavme si Fajov sud v poc¢iato¢nej polohe v tvare valca. Oznacme si
jeho polomer ako R, jeho vysku ako h a velkosti uhlopriec¢ok jednotlivych
kosostvoréekovych o¢iek medzi vlaknami v jeho plasti ako a a b, vSetko tak,
ako na obrazku.

2nR a

Ako je uz naznacené aj na obrazku, plast sudu bude mat rozmery 27 R

krat h. Na sirku (pozdlZ obvodu podstavy) v iiom teda naratame m = 228

36



FX AS8 Rusky sud

oCiek a na vysku n = % o¢iek. Navyse, pre neskorSie pouzitie z obrazku
vycCitame, Ze tg o = g.

Teraz do sudu natlakujeme vzduch, oznacime si rozdiel tlakov vnitri a
vonku sudu ako p, a pozrieme sa, aké sily buda posobit na jeho plast (ktory
je eSte stale v tvare valca).

Na kazdt podstavu valca posobi tlakova, sila velkosti 7 R?p. Takouto silou
je teda roztahovany plast v zvislom smere — inymi slovami, ak by sme ho ho-
cikde rozstrihli vodorovnym rezom, potrebovali by sme obe ¢asti drzat silou
mR%p. Kedze v kazdej vyske valca najdeme vedl'a seba m kosostvoréekovych
o¢iek, kazdé z nich musi niest %—tinu tejto sily. Inymi slovami, ak by sme
spominany vodorovny rez viedli cez uzly, kde sa vldkna pretinaji, prerezali
by sme m rovnocennych uzlov, preto je kazdy z tychto uzlov roztahovany
vertikdlnou silou velkosti

TR’>p  wR®p  paR
m  2rR/a 2

F, =

Len o nieco zlozitejsie je najst silu, ktorou je plast napinany vo vodorov-
nom smere. Ozna¢me si tuto silu ako F' a zhora sa pozrime na vysek plasta
zaberajuci obvodovy uhol ¢ < 1. Na tento vysek pdsobi zvySok plasta dvoma
silami vel'kosti F', zvierajucimi uhol . Ich sadet bude mat velkost priblizne
@F (v prvom rade od ¢) a bude smerovat dovnutra sudu.

y

Kedze rozmery nasho vyseku st priblizne pR (na 8irku) krat h (na
vysku), presne v opa¢nom smere posobi tlakova sila velkosti ppRh. Ak by
bol sud v pokoji, tieto dve sily by museli byt v rovnovahe a platilo by teda

pF = poRh, teda F =pRh.

Teraz mozeme zopakovat tvahu s rezanim sudu. Ak by sme jeho plast
rozrezali vertikdlne, potrebovali by sme ho pridizat silou F. KedZe by sme
tak rozrezali n uzlov, kazdy z nich je roztahovany horizontalnou silou velkosti

F  pRh

==

= P _ bR
e N
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Ak je teda sud v pokoji, kazdé kosoStvoréekové oc¢ko je vertikdlne roz-
tahované silou F,, a horizontélne silou F,. LenZe lank4, z ktorych su tieto
kosostvorceky poskladané, vedia prenaSat silu iba vo svojom smere. Preto
sa l'ahko sa dopracujeme k tomu, Ze musi platit tga = % (Bud ,,pozriem-
vidim“ z obrazka, alebo z par jednoduchych rovnic.) '

Np

R

My v8ak vieme aj to, ze g = tg a. Pouzijuc tieto dva poznatky a vysSie
odvodené vztahy pre F, a Fj dostavame

&7paR/27a 1

F,  pbR  2b  2tga’

tga =

z ¢oho . )
tg?a = 3 teda a = arctg () ~ 35°.

V2
Pre takyto uhol a bude valcovy sud v rovnovaznom stave.

Pre vécsie uhly « bude platit

_F,
2tgar Fy’

tga >

inymi slovami, sila Fj, bude privelka (resp. sila F, primald) na to, aby boli
lank4 v rovnovahe, ocka v plasti sa teda buda natahovat do Sirky a sud bude
tuénejsi. Naopak, pre mengie o bude rovnovahu porusovat privelka sila F,,
o¢ké sa budu natahovat do sirky a sud bude §tihlejsi. Konec.
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Optika

If I could explain it to the average person, I wouldn’t have been worth the

Nobel Prize.

RicHARD P. FEYNMAN
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Polopriepustné zrkadlo s priepustnostou a (kde 0 < a < 1) je také
zrkadlo, na ktoré ak (z lubovolnej strany) zasvietime lié s intenzitou I, pre-
pusti lic s intenzitou al a odrazi lic s intenzitou (1 — a)l.

(a) Filip zobral zrkadlo s priepustnostou ay a hned za7i postavil rovnobezné
zrkadlo s priepustnostou as. Kolko svetla prepusti tdto dvojica zrkadiel,
ak na 1w spredu zasvietime lic s intenzitou I ¢ Co ak zasvietime zozadu?

(b) Vlado sa nenechal zahanbit. Vytiahol vietky polopriepustné zrkadld, éo
nasiel v pivnici, a tieZ ich postavil pekne za seba. Jeho zrkadld maju
priepustnosti oy, as, ..., apn, v tomto poradi. Ako sa bude sprdavat tdto
sustava?

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

X VzorAK KuBus &

Tento priklad nebol tazky, vSetko potrebné bolo napisané v zadani. Bez
dalgich prietahov ho teda vyriesme. Pozrime sa najprv na Filipovu situéciu
s dvoma zrkadlami s priepustnostami o a as.

Ak na tato dvojicu zrkadiel zasvietime 14¢ s intenzitou I, 14é¢ s intenzitou
(1 — a1)I sa odrazi naspéit od prvého zrkadla a 1a¢ s intenzitou aql cezen
prejde. Tento laé dalej dopada na druhé zrkadlo, od ktorého sa odrazi 1aé
s intenzitou oy (1 —as)I, pricom zvysnych ayasl prejde na druhi stranu. Ale
pozor! Tu pribeh nekonéi. Li¢ odrazeny od druhého zrkadla znova dopadne
na prvé, kde sa ¢ast znova odrazi a znova pride k druhému. Kisok prejde
dalej, ale ktisok prejde znova k prvému a naspéat. Stéale slabsi a slabsi 1uc sa
bude odrazat medzi zrkadlami, a pri kazdom odraze z neho kusok prenikne
von.

E—

= <\
= \
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Ako uz bolo spomenuté, prvy z lucov, ¢o prejde na druhu stranu, bude
mat intenzitu oyl (musel totiz prejst cez obe zrkadla). Dalsi z nich bude
mat intenzitu ajas(l — a1)(l — as) (musel prejst cez prvé zrkadlo, odrazit
sa od druhého a prvého, a prejst cez druhé), dalsi ajas(1 — ag)?(1 — az)?
(tento sa od oboch zrkadiel zvnitra odrazil dvakrat), a tak dalej. Celkova
intenzita luca, ktory prejde na druhu stranu, bude teda

B =ajasl + Oéloég(l — 041)(1 — 042) + a1a2(1 — a1)2(1 - a2)2 + ...

=ajon (1+(1—a))(l—a)+((1—a1)(l—a))’*+...)

1 109
=@ = .
1 21—(1—0[1)(1—0[2) a1+a2—a1a2

Posledny riadok sme dostali s¢itanim nekonecéného geometrického radu v tvare
l+x+a2+2%+...

Na sé¢itavani nekone¢ného radu samozrejme nie je ni¢ zlé, ukazme si vSak
aj iny, trochu v8eobecnejsi postup rieSenia. Ked na zrkadla spredu zasvietime
la¢ I, buda medzi nimi a v8elikde naokolo svietit vSelijaké luce. Néas vSak
nemusi zaujimat kazdy z nich, len celkova intenzita lu¢ov, ktoré idu kazdym
relevantnym smerom. Ozna¢me si ako na obrazku intenzitu lac¢ov od prvého
k druhému zrkadlu ako A, od druhého k prvému ako C', od druhého smerom
doprava ako B a od prvého naspéat ako D.

1 A B

= = =

Vieme, Ze kazdy z la¢ov (teda siborov lacov s danou celkovou intenzitou)
I, A a C sa pri dopade na patri¢né zrkadlo rozdeli presne podla priepustnosti
tohto zrkadla. KedZe sa na zrkadlach ziadne d'alsie svetlo nevyraba, vieme
presne vyjadrit, kolko svetla odchédza ktorym smerom z kazdého zrkadla.
Dostavame rovnice

A=ol+(1—-a)C
B = ayA
C=(1-ay)A
D=(1-ao)]+oC.

Riesenim tejto jednoduchej stustavy rovnic dostaneme rovnaké riesenie ako
prvym postupom.
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Co sa stane, ak na zrkadla zasvietime z druhej strany? Presne to, ¢o
by sa stalo, keby sme vymenili a3 a as. A teda, zhodou okolnosti, vobec
ni¢: vsimnite si, Ze vztah pre intenzitu B je uplne symetricky vzhladom na
vymenu «oj a as.

Zostéava uz len vyriesit otazku, ¢o sa stane, ked za seba postavime zrka-
diel viac. Napovedd nam k tomu predogly odstavec. KedZe dvojica zrkadiel
s priepustnostami a; a o prepista z oboch stran presne m svetla,
sprava sa nerozlisitelne (¢o do preptstania svetla) od zrkadla s priepustnos-
tou as = ﬁ Ak teda za ne postavime zrkadlo s priepustnostou ag,
vSetky tri sa budu spravat ako zrkadlo s priepustnostou aijo3 = %
Postupnym pridavanim zrkadiel po jednom by sme takto mohli vypocitat
priepustnost sistavy zloZenej z Tubovolného poétu zrkadiel.

Mohli. Neexistuje v8ak nejaky krajsi vztah pre vysledna priepustnost?
Alebo aspoit nejaky vztah, a nie len algoritmus na jej vypocet?*3 Ak si
rozpiSseme vztahy pre a3 a a1234 pomocou jednotlivych «;:

10903

123 =
Q109 + 013 + gy — 20[10&2&3

Q1 Qo230

01234 =
10903 + ajoay + Q1304 + Qo0i3iy — 30[10[20[30[47
nie je tazké uhadnut vztah pre vSeobecnych n zrkadiel, a nie je ani ovela
tazgie dokazat ho matematickou indukciou.

Ukazme si preto trosku iny nadhlad do problému. Vsimnime si, ze vztah
pre vysledni priepustnost dvojice zrkadiel vieme prepisat ako

1 1

I

ay

1
1= (2 -1)+ (2 -1)
a2 aq Qa2

Inymi slovami, kvantita i —1 (Co je vlastne 1770‘, teda pomer odrazeného
a prepusteného svetla) sa pri skladani zrkadiel s¢itava. Po kratkom zamysleni
si overime, Ze takéto sé¢itavanie musi fungovat aj pre sustavu viacerych zrka-
diel, celkova priepustnost o Vladovho systému zrkadiel s priepustnostami
a1, s, ..., o, bude spliiat vztah

1 (1 1
——1= <1), ateda a= .
! — \ 1+>0, (a% — 1)

?

43V itavejsi z vas sa mozno pytaji, aky je v tom v skuto¢nosti rozdiel: nie je aj normalny
vzorec ¢ vztah vlastne len postup na vypocet?
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Bzduso ma stol tvaru Stvorca a chystd sa ho osvetlit zdrojom so svietivym
vgkonom P, a to dokonca takym, co Ziari do vsetkgjch smerov rovnako. Tymto
zdrojom sa blizi k rohu stola troma réznymi spésobmi (vid obrdzok). Pri
kaZdom z nich vypocitajte hodnotu, ku ktorej sa blizi svietivy vijkon dopadajici
na stol, ked sa zdroj blizi k rohu stola. (Vietky hrany na obrdzku okrem Sipok
st rovnako dlhé a uhly medzi nimi pravé, dtvary na obrdzku siu teda kocky.
gzpky naznacuji smer pohybu zdroja. Stol je vyznaceny Sedo.)

< 7 o=
S

= <=

Zdroj: BAUPC

X VzorAK Bzpuso &

Uvodom hned upozornim, e tato @loha bola naozaj vel'mi Tahka a vzorak
je taky dlhy len kvoli tomu, aby bol pristupny vietkym riesitelom. Uloha sa
dala riegit viacerymi sposobmi, v tomto vzoraku ukdZem najzaujimavejsi a
najtrikovejsi z nich. Skor, nez sa pustime do samotného riesenia, skisme sa
zamysliet nad tym, preco by mal byt svetelny vykon dopadajtci na povrch
stola v jednotlivych pripadoch roézny.

Ked sa budeme limitne priblizovat k rohu stola, moézeme si postupne me-
nit mierku obrazku tak, Ze vzdialenost bodu od stola bude vyzerat rovnaka,
ale stol sa bude zvéi¢Sovat. Je zrejmé, Ze v limite bude povrch stole prakticky
zaberat cela Stvrtrovinu. TieZ je zrejmé, Ze na miesto stola bezprostredne
pod bodovym zdrojom svetla bude dopadat zna¢na ¢ast svetelného vykonu.
Situacie st teda rézne v tom, Ze v prvom pripade sa nachiddzame nad stolom,
v druhom pripade nad rohom a v tretom pripade sme niekde mimo. Komu
tieto slova nestacia, pontikam dvojrozmernu analégiu, kde svetlo dopada na
povrch polpriamky.
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Vidno, Ze v dvojrozmernom svete by v prvom pripade na priamku do-
padlo % celkového vykonu, v druhom i a v trefom len % celkového svetelného
vykonu. Pritom sme sa blizili vzdy k tomu istému koncu nejakej tisecky, ale
z rdznych smerov. Vratme sa vSak spét k stolu tvaru $tvorca a vSimnime si

nasledujiice pekné polohy.

@)

Q]

)

V&imnime si najprv polohu (1) na obrazku. Otéazka znie, aka ¢ast dopada
na Stvorec, ak je zdroj svetla umiestneny v strede jemu prislicahjtacej kocky.
Zo symetrie musi na kazda stenu kocky dopadat rovnaky podiel svetelného
vykonu. Kocka mé 6 stien, takze v tomto pripade dopada na povrch stola %
celkového svetelného vykonu.

Teraz sa pozrime sa polohu (2). Vidime, Ze sa ma vo¢i velkému Stvorcu
rovnako, ako bod uprostred kocky voci jednej $tvrtine tohto Stvorca: z bodu
(2) dopadne na velky Stvorec rovnaky podiel svetla ako zo stredu kocky
na $tvrtinu jednej steny. Ale takychto ploch je na povrchu kocky 24, preto
z bodu (2) dopadne na povrch nasho stvorca 2—14 celkového svietivého vykonu.
To nam zatial vediet stac¢i. Mimochodom, je zrejmé, ze ked podstavu roz-
delime po naznacenej uhlopriecke, tak na obe €asti podstavy bude v oboch

pripadoch dopadat rovnaky podiel svetelného vykonu, ¢ize pre (1) by to bola

1—12 a pre (2) 4—18.

Teraz si predstavme, Ze sa po zakreslenej Sipke v tom istom obréazku pohy-
buje k vrcholu §tvorca. Aka cast svetelného vykonu dopadne na jeho povrch
teraz? Konecne sme sa teda dostali k samotnej ulohe v zadani. Konkrétne
k prvej situécii. Zo symetrie musi na dolnt, prednd a prava stranu kocky
dopadat rovnaky svetelny vykon a rovnako takisto musi rovnaky svetelny
vykon dopadat aj na horna, lavii a zadnu stenu kocky. LenZe tieto vykony
uz méame poratané, pretoZe ide o situaciu (2) z obrazka — vybraty vrchol a
prislusné steny su sice iné, ale maju sa k sebe rovnako. MoZete si overit Ze
vhodnymi symetriami méZeme situéciu pretransformovat na ta v obrazku.
Navyse, celkovy svetelny vykon, ktory dopadé na jednotlivé steny kocky je
zrejme rovny P. Ozna¢me podiel svetelného vykonu, ktory dopadne v prvej
situacii v zadani na povrch Stvorca ako x. Musi platit rovnost

1 vy _
3-x+3-5;=1, Cize T = 5.
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Vidime, Ze to vobec nebolo namahavé. Druhu situaciu zo zadania opéat
vyriesime hravo. K rohu stola sa blizime priamo zhora. Ak budeme limitne
blizko k rohu, $tvorec bude prakticky zaberat celi stvrtrovinu. My si moéZzeme
dokreslit tri d'alsie rovnaké Stvrtroviny, pri¢om na kazda dopadne rovnaka
¢ast svetelného vykonu. Rovnaké Styri Stvrtroviny si moézeme dokreslit aj
nad nas zdroj. Ked#e sa tiahnu neobmedzene d'aleko, kazdy** la¢ musi na
niektora z nich dopadnit. Dovedna mame 8 rovnocennych ploch. Na kazda
teda musi dopadat rovnaky podiel y svetelného vykonu, ¢ize

y=3

Zostava nam posledné, najkomplikovanej$ia moZnost. Ale aj ti hravo
zvladneme. Cestou vSak budeme musiet spoéitat svetelny vykon dopadajuci
na povrch Stvorca v eSte jednej situacii. V nasledujiicom obrazku je vyzna-
¢eny nas Stvorec a Styri body X,Y,Z,W, z ktorych sa bliZime k rohu tohto
Stvorca. Prislusné podiely svetelného vykonu, v pripade, Ze sa z danych bo-
dov limitne priblizujeme k vrcholu $tvorca oznac¢ime ako x,y, z, w.

w ’ z

- _ = _ 1 o . . o
Uz vieme x = 5; a y = 5. K urceniu zvySnych vykonov pouZijeme
usporiadanie na nasledujicom obrazku.

H
G
E
F
K L
D, C
A B

Budeme sa limitne blizit z bodu N do bodu C. Celkovy vykon, ktory
dopadéa né steny kvadra ABLKEFMN musi byt P. Ale vykony dopadajuce

440krem dokonale vodorovnych, tych je vSak nekoneéne mélo. :-)
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na jednotlivé gtvoréeky uz skoro vietky vieme. Tu st:4°

PuspeF _ Prprom _ Papue _ Prrun _ Pxpun _ Praun _ 1
P P P P P P 24’

Ppcrx  Porme 7

P P 24’

a nakoniec
Papcp  Ppcrc

P P
st naSe nezname. Dostavame rovnost

1 7T _
6-4+2 w+2-L =1,

¢o je linearna rovnica s rieSenim w = 1—12 Uz nédm len sta¢i ur¢it z a vyhrali
sme. Na to vezmeme $tyri susedné kocky ako na nasledujicom obrazku:

Ked budeme limitne blizko k povrchu, dolné styri stvorce sa budua javit
ako celé rovina a dopadne na ne polovica celkového svietivého vykonu. To
znamena, ze x + 2w + z = % Ak dosadime, za z a w, ktoré uz pozname,
dostavame z = 2l4. Vlastne to vobec nebolo tazké, len bolo treba pokusit sa
néjst nejaka fintu.

45Vsimnime si, Ze rovnost vyjadruje fakt o tom, ze predny, zadny, horné a l'avé Stvorce
stien na obrazku sa voci bodu C orientované rovnako.

46



FX B3 — MINCA
Y Yo Ye e v

Ujo z prikladov o minci na dne bazéna sa pozerd na mincu na dne bazéna.
Vidi ju v hibke h a chce vediet, v akej hlbke sa nachddza naozaj. Stala sa
mu vSak velkd galiba — nevidi ju totiZ kolmo zhora, ako to uZ v takiychto
prikladoch byva, ale pozerd sa na fiu pod uhlom « (vzhladom na normdlu
hladiny). Pomdzte ujovi zrdtat, v akej hibke sa nachddza minca naozaj!

Zdroj: Standardné uéebnice fyziky

X VzorAk KuBus &

Na to, aby sme vedeli vypocitat tento priklad, musime si najprv uvedo-
mit, ako naSe videnie vlastne funguje. Co znamen4, ak vidime na nejakom
mieste mincu?

Této minca vysiela nejaké (odrazené) svetlo, ktoré dopadéa do nasich o&i.
NasSe o¢i musia toto svetlo v prvom rade spravne zaostrit, aby sa na sietnici
vytvaral ostry obraz. Takisto sa vnemy z kazdého oka musia zosynchronizo-
vat,*® pridavajic vylepseny 3D obraz sveta okolo nas.*”

Toto svetlo norméalne prichadza smerom z miesta, kde je minca. Ked je
v8ak minca na dne bazéna, svetlo sa na hladine lame a prichadza z iného
smeru. NavySe, ich vzajomny uhol sa tieZ moze zmenit. Preto ujo vidi mincu
v inej vzdialenosti a v inom smere, ako naozaj je. Pri pohlade $oSovkou by
sa mu mohla javit zmengen4/zviacSena.

Nech h je zdanlivd vzdialenost mince od hladiny a H skutocna. « je
uhol, ktory zviera ujov pohlad s norméalou hladiny, 8 je zase uhol ktory
zvieraju lace z mince s normélou hladiny eSte vo vode. Pozrime sa na dva
la¢e vychadzajice z mince, ktoré sa separuji vo vodorovnom smere o maly
uhol. Napriklad také dva lace, z ktorych jeden dopadne do ujovho Tavého a
jeden do pravého oka.

465 je uz praca centralnej nervovej ststavy.
47Samozrejme, potom do toho vstupuje dalsie podvedomé spracovanie obrazu a nage
sktisenosti (napr. odhad vzdialenosti pomocou vel'kosti a uhlového priemeru predmetu).

Toto spractivanie ma vSak tiez svoje chyby. St podla vas

§ikmé ¢iary na pravom obrazku rovnobeZzné? Overte si to
pravitkom!
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Ujo z prikladov o
minci na dne bazéna

Zdanliva poloha mince

Skutocnd poloha mince

Tieto luce sa pri vychode z vody zalomia. VSimnime si vSak, ze dréha
kazdého lada sa bude nachadzat v istej zvislej rovine.*® Zvislé roviny lucov
sa pretinaju v zvislej priamke, ktora zrejme obsahuje mincu. Ak si teraz
predizime ¢asti lacov, ktoré vechadzaju do ujovych o¢i, akoby sa nelamali na
hladine (t.j. zdanlivy chod la¢ov z ujovho pohladu), zo symetrie sa musia
niekde pretnit. Obe leZia vo svojej rovine, takZe sa zrejme mozu pretnut iba
niekde na spominanej priamke, t.j. zvislo nad mincou.

Inak povedané to znamena, Ze vodorovna vzdialenost od miesta, kde lu¢
prechadza vodnou hladinou od skuto¢nej polohy mince je rovnaka, ako od
zdanlivej polohy mince. V re¢i pismeniek na obrazku

a="b.
Pouzijuc tento poznatok vidime, Ze musi platit
a a
- =tga a podobne — =tgp.
5 = 8 p 7 = t8h

Vydelenim tychto dvoch rovnic a aplikovanim Snellovho zékona lomu

48Presne ta rovina, ktora si kreslime na hodinach fyziky, ked sa prebera lom svetla.
Tato rovina je ur¢end bodom na hladine a dvoma z neho vychadzajacimi polpriamkami.
Dobre sa da celd nasledujuca argumentacia predstavit pri pohlade zhora.
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sin & = nsin 8 dostavame:
H t
7 _ o (26)
h tgp
H sinacosf  sina 1—sin?p
h  cosasinf cosa sin 8
H  sina vn? — sin® «
h  cosa sin «
2 _ 4in?
oY osina (27)
cos

Toto je teda skutoéna hibka mince.

Pockat pockat. Neskon¢me hned takto za rana.® Co by to bolo za hanbu,
dvojstranovy vzorak! V naSom postupe sme uvazovali dva luce, ktoré sa
vzdalovali od seba v horizontalnom smere. Pozrime sa na dva lade, ktoré sa
vzdaluja vo vertikdlnom smere.

Nech tieto dva luce zvieraja malicky uhol d5. Pri hladine bude ich odstup
(kolma vzdialenost) x, pretni hladinu v bodoch vzdialenych d od seba a ich
vzéajomna vzdialenost resp. uhol sa zmenia na y resp. da:

Vyjadrime si teraz vzdialenost d. Po troche hrania sa s geometriou a
pravouhlymi trojuholnikmi dostavame d = x/cos 8 (vid. zazoomovany ob-
razok), ale kedze df je malé, x = dB(H/cosB) (vid. obluk kruznice so

497a rana, za rosy, dobre sa kosi. . .
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stredom v minci). Podobnym postupom zistime, e d = y/cosa a tieZ
y = da(h/ cos ). Odstranenim x, y a d z rovnic dostavame:

dﬁccgg B da% E B dﬁcoszﬁ (28)
cosf  cosa h  dBcosa

Stale mame na paméti, Ze da a dfS st malé, priam ich moZzeme poslat
do nuly. Lala, derivacia! :-) Vztah medzi o a 8 nam poskytne Snellov z4-
kon. Staci spravit diferencial na oboch stranéch rovnice sin « = nsin 5. Tak
dostavame

cos ada = n cos BdS.

To mozeme dosadit do rovnice (28). V par upravach sa uz len zbavime
uhlu 8, opdt pomocou Snellovho zékona, postupne dostavajuc:

H ncosfBcos?f cos® B
h cosa cos? o cos® o
" 3 sin? o

H 1—sin’?p 1 -0
—_—=n| — =_n| ———
h Cos (v Cos v

h P _snla

n? —sin”“ a

=L (Yt osina (29)

n cos o

A mame problém. Nage vysledky ndm nesedia. Kde sa stala chyba?°

Nestala sa. Ono to takto naozaj vychddza. Luce sa inak rozbiehaji v hori-
zontalnom a inak vo vertikdlnom smere, a nedaji sa presne zaostrit. Pre lep-
Siu predstavu, nie¢o podobné by nastavalo, keby sme vzali obyc¢ajni Sosovku,
v jednom smere ju natiahli, a chceli vypoéitat jej ohniskovii vzdialenost.

Prvy vysledok je pravdepodobne blizsie k realite, lebo odstup o¢i ndm
podava lepsiu predstavu o , hibke sveta“ ako zaostrenie jednotlivych o¢i. Ked
ujo stoji daleko od bazéna, malé rozdiely v uhloch, pod ktorymi prichadzaji
lace do jednotlivych oéi sa javia nevyrazné popri velkom horizontalnom ro-
zostupe o¢i. Ak si vSak doma hodite do umyvadla mincu a budete sa na fiu
pozerat pod velkym uhlom « s okom tesne nad hladinou, zistite, Ze na fiu ne-
viete poriadne zaostrit. Mozete si tento efekt skusit zachytit aj fotograficky,
chce to vsak dostatoc¢ne kvalitnta techniku.

POZNAMKA NA ZAVER: Ani jeden z vysledkov nie je uZasne jednoduchy,
ale moZeme si ich aspon ako-tak overit na okrajovych podmienkach. Napri-
klad pre a = 0 dostavame H = nh, ¢o nam potvrdi ujo z prikladov o minci na
dne bazéna. TieZ pre n = 1, ked nenastava Zziadny lom, dostavame ocakavané
H=h.

50Vsimnite si tieZ, Ze tentokrat sa zdanliva poloha ani nenachédza nad skutoénou!
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Y Yo Ye Ye v

Mato si minule kipil optické vldkno dizky L a konecne si svoj pocitac
na intraku pripojil priamo ku serveru FKS. Jadro optického vldkna je dlhy
valec polomeru v vyrobeny zo skla s roznymi primesamsi tak, aby sa rychlost
Sirenia svetla v nom zvySovala linedrne so vzdialenostou od jeho osi. Index
lomu v strede je ny, na kraji ne. V strede jednej jeho podstavy je bodovyj zdroj
svetla, ktory vysle krdtky svetelnyj impulz. Aki diZku trvania bude mat impulz
prijaty na druhom konci optického vldkna? Rddové zanedbania si pripustné,
typické hodnoty veli¢in si L = 1km, r = 20 pm, ny = 1,445, ny = 1,44.

Zdroj: IPhO

X VzorAK Bzpuso &

Pokial by som svetelny lu¢ pustil presne v smere osi vlakna, ¢as za ktory
pride na opac¢ny koniec by bol L/vg, kde vg = ¢/ny (rovnako ako v celom
dalsom rieSeni) oznacuje rychlost svetla v strede vldkna. Absolitna presnost
sa vSak neda dosiahnut® a nezabranime skutoénosti, Ze svetlo vojde do
vlakna s istym rozptylom. Lace, ktoré vchadzaji dovnutra pod nenulovym
uhlom, budt na dosiahnutie opa¢ného konca vladkna potrebovat viac-¢i-menej
odligny ¢as. Pointou tejto tlohy je urcit, o kol'ko najviac sa modze nejaky 1aé
omeskat alebo predbiehat v porovnani s priamo idacim la¢om.

Vopred podotknem prekvapivy vysledok, ze v8etky odchylené luce prejda
vlakno za kratsi ¢as. Ze preco? Ako uvidime, odchylené luce sa buda pohybo-
vat po cikcakovitej drahe, ktora je dlhsia neZ cesta piama. AvSak vac¢Sinu Casu
budu prechadzat opticky redsim prostredim (tj. s mensim indexom lomu) a
teda vadSou rychlostou!

Hor sa do rieSenia! Na zaciatok par uvazovanych predpokladov:

» Optické vlakno je rovné: Vzhladom na to, Ze aj poskrucané optické
vldkno méa polomer krivosti rddovo vacsi ako je jeho prieény rozmer,
vysledky by sa lisili az na vzdialenej platnej ¢islici.

» Svetlo, ktoré dosiahne povrch optického vladkna sa pohlti: Ak
sa la¢ odrazi raz, zrejme sa odrazi eSte mnohokrat. Ak sa pri kazdom
odraze strati ¢o i len maly podiel svetla, pri obrovskom pocte odrazov
lac strati prakticky vSetku intenzitu.

51Ci uz kvoli Parkinsonovi alebo kvéli Heisenbergovi... -)
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Ozna¢me uhol, pod ktorym la¢ vojde stredom podstavy do vlédkna ako
a.52 Svetlo sa postupne dostéva do miest s doraz mensim indexom lomu,
kvoli ¢omu sa bude zakrivovat jeho smer do ¢oraz plytsieho uhlu. Mohlo by
sa snad stat, ze v istej vzdialenosti sa zacne pohybovat rovnobezne s osou
valca? Uvidime. Podme sa pozriet, ¢o nam daji rovnice:

A
y .-

-dé

dy

_—
-

Mechanizmom zakrivovania lu¢a nie je ni¢ iné, iba Snellov zakon lomu.
Optickeé vlakno si budeme predstavovat ako obrovské mnoZstvo vrstiev s hrib-
kou dy, ktoré sa navzajom liSia indexom lomu o malé hodnoty dn. Ked bude
svetlo prechadzat z jednej vrstvy do druhej, nastane lom podla vztahu

cos 6; Njy1

COS 91'_;'_1 Tn;

Pokial svetlo prechadza N vrstvami, pre kazdy prechod plati analogicky
vzfah. Vynasobenim vsetkych rovnic®® dostaneme

cos 01 cos O cosn_1  ma2ns ny
cosﬁgcos93”. cos Oy B nilnig.”mv_l
cos 0 _nn
cos Oy Ny

Takze ak chceme zistit, pod akym uhlom sa §iri svetlo v nejakej vzdiale-
nejsej vrstve, stac¢i ju porovnat priamo s prvou, kde svetlo vstupovalo pod
uhlom «, a nemusime sa zaujimat o vrstvy medzi nimi.

TeraZ uz presne vieme, o aké laée sa budeme v rieSeni zaujimat. Najvacsi
uhol, ktory nas este zaujima, je taky, pre ktory sa svetlo bude pohybovat
rovnobezne s osou vlakna na povrchu vlakna, tzn.

n2
cosq,, = —
n

a,m ~ 4,77°.

52Mysli sa uhol na vnttornej strane valca, tzn. uZ je zahrnuty lom svetla, ktory na
podstave nastal.
537nie to hrozne odpudivo, ale perfektne to z rovnic odstrani vietko nezaujimaveé.
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Otézka je, ako sa bude lu¢ pohybovat po dosiahnuti rovnobeznosti s osou
vlakna. Na prvy pohl'ad by sa zdalo,’* Ze pojde uz navidy rovno. Naozaj to
vyzeréa ako samozrejmost. Skuto¢nost vsak ukazuje, ze 1a¢ sa rovno pohybo-
vat nebude — OkamZite sa zacne stacat spat k osi vlakna. KedZe ide o naozaj
oSemetnu vec, budeme sa jej venovat v poznéamke 1 na konci rieSenia. Teraz
to budeme brat ako fakt.

Teraz by sa patrilo urcit ¢as, za ktory vychyleny lué¢ prejde jeden obluk.
Je zrejmé, ze obluk sa bude len mélo odlisovat od obliku kruznice. Nahoda
je, ze pre nami zvolenu zavilost indexu lomu vnutri vlakna bude draha luca
presne oblik kruznice. To znie ako drsna finta! Najprv si vSak tento fakt

dokazeme.
ds
ﬁ
d —
Y\
R
do

Oznac¢me polomer krivosti v nejakom konkrétnom mieste ako R.%® V tomto
mieste mame tiez tenkt vrstvicku hrabky dy, do ktorej svetlo vstupuje pod
uhlom 6 rychlostou v a vychadza z nej pod o nie¢o mensim uhlom 6 — df a
0 nie¢o vacSou rychlostou v + dv. Zakon lomu déava

cos v

cos(@—df) wv+dv’

Roznésobenim, pouzitim suétovéo vzorca pre kosinus®®

pre limitne malé uhly sindf = df a cosdf = 1 dostaneme

a aproximaciou

cos@dv =wvsin6do.

Podla zadania sa rychlost v meni so vzdialenostou od osi vldkna linedrne,
tj. podla vztahu v = vg + ky. Dosadenim y = 0, resp. ¥y = r moZno uréit

54 A nielen na prvy. Mne sa to zda tplne zakazdym, ked sa nad tymto problémom
zamyslim.

55Polomer krivosti funkcie je dobre definovana vec a nielen nejaké hadzanie rukami.
V poznamke 3 na konci rieSenia najdete fyzikalny argument, preco by to tak malo byt.

56cos (x — y) = cosxz cosy + sinxsiny
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konstanty:

My do na8ej rovnice potrebujeme diferencial rychlosti, pre ktory zrejme
plati dv = k dy, ¢im sa naSa rovnica transformuje na

cos 0k dy = vsinf db.

Zarovell v8ak z jednochej geometrie (pre kruznicovy oblik resp. pravouhly
trojuholnik) vyplyvaja rovnice:

ds = dy/sin 0

ds — Rd6 } —> dy = Rsinfdf

Dosadenim do naSej rovnice dostavame po malej aprave

1 v 1 v

=_—-.—— = _-. —— = konstanta,
k cos k cosa

kde sme si upravu pomocou rychlosti v strede vg a vstupného uhla o mohli
dovolit vdaka zakonu lomu. Ako vidime, polomer krivosti lti¢a nezavisi na
vzdialenosti od stredu vlakna a bude teda cely ¢as konstantny. Tadada — Lac
sa pohybuje po kruznicovom obliku! Oznaéme dizku jedného obltka ako d.
7 obréazka vidno, Ze d = 2R sin a.

Prejdime kone¢ne k samotnému ¢asu. Usek df kruznicového oblika prejde
lac za cas
RA§  Rdfcos  Rdfcosa

dt = = =
v vcosf v cos 0
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a zrejme prvi polovicu oblika prejde 1a¢ za rovnaky c¢as, ako druhu. Cely
obluk preto prejde la¢ za cas

f 2R cos o /D‘ de
0

Vo cosf’

To vyzera ako dost skaredyj integrdl.°” Preto sa nebudeme otravovat ana-
lytickym rieSenim, ale spravime pribliZzenie pre malé 6 (a tie my mame!).
Vtedy mozno pisat

o 2
P = Lm’sa/ <1+92+0(94))d9
0

Vo
2 3
_ 2Rcosa (a+a+0(a5)> .
Vo 6

Pre ¢as, za ktory svetlo pride na koniec vldkna, dostavame

L
T = =t
d
L 2Rcosa a? 5
~ 2Rsina wg (a * 6 +0(a ))
I (1 —y O(a4)) (a +o O(a5))
T v o — %3 + O(a?) ’

kde O(x*) oznacuje funkciu, ktora rastie rychlostou nanajvys z*, tj.

k
Vi <k lim 2&)

z—0 "

=0

a v naSich avahach je teda nekoneéne mala.
Ked sme sa dostali az sem, nemali by sme sa zastavovat kvoli nejakému
O. Vyuzime, 7e pre O oéividne plati O(z*) = 20(2*~!) a 7e pre malé h plati

57Da4 sa riesit univerzalnou trigonometrickou substittciou ¢ = tg (6/2). Pre diferenciél
plati

2dt
0 = 2arctgt = do = .
1+1¢2
Dalej sa vyuziva
t 1 2t
sinf = 2sinZcos? =2 =
22T T At e Vit e 1+t2
1 12 1—¢2
cos = cos?? —sin?f = - = -
2 2TVt VIg2 1+
Takto napriklad prevedieme | % na jednoduchsi 127‘1:2 .
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p%h ~ 1 — h. Potom upravujeme dalej, pricom stac¢i sledovat koeficienty pri

jednotlivych mocninach a:

- L<1O‘2+O(a4)) <1+0‘2+0(a4)> <1+O‘2+O(a4)>

Vo

L a?
_ L (1 _@
Vo 2
L a?
~ — <1 - —
Vo 6
Vidime, ze la¢ s o = «,, pride na koniec vldkna ako prvy. Priamo iduci
la¢ predbehne o
L 2
AT = =2m.
6’00
Ak vyuzijeme, Ze v9 = ¢/nq, cosa,, = na/ny a zavedieme An = nj — ng,
mozno vysledok upravit na elegantny tvar

L
AT ~ —An~5,5-10""s
3¢

PozNAMKA 1: Preco svetlo po dosiahnuti rovnobeznosti nebude pokra-
¢ovat rovno, ale zane sa vracat spit k osi vldkna? V praxi sa modZeme
vyhovorit na mikroskopické nehomogenity prostredia, ktoré vzdy existuja a
ktoré urcite la¢ asponi trochu vychylia z rovného smeru. Akakolvek mala
fluktuacia smerom k osi vSak la¢ uréite vrati spat. Preto sa da povedat, ze
lac idaci paralelne s osou vlakna sa nachadza v akejsi ,,labilnej“ polohe.

Skuto¢nost je v8ak eSte zlozitejsia. Luc¢ by sa zacal vracat k osi aj keby
sme mali dokonale homogénnu latku (idealny krystal). Spravne treba argu-
mentovat Fermatovym principom extremdlneho casu. Ten vravi, Ze svetlo sa
pohybuje z A do B po takej drahe, ktora je spomedzi vSetkych nekonecne
podobnych drah najextrémnejsia (najdlhsia alebo najkratsia) v tom zmysle,
Ze na nej svetlo stravi najmenej asu. Bohuzial, v tejto chvili nAm nezostava
inak, nez kréit plecami. Co to znamené nekonecne podobnd drdha? Ako toto
tvrdenie zovSeobechiuje vlnovi a geometricka optiku? A ako z toho vyplyva
pohyb lic¢a v nasej ulohe? To vSetko s urcite zaujimavé otazky. Odpovede
sa dozviete v tretom ro¢niku na matfyze na variacnom pocte.

PozZNAMKA 2: KaZdd slusnd funkcia je na dostatoéne malom tseku do-
statocne linedrna. Preto napriklad aj rychlost svetla vo vzduchu v zéavislosti

na vyske mozno povazovat za linearnu funkciu. To znamené, Ze aj svetlo
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FX B4 Vldkno

v atmosfére sa v skuto¢nosti pohybuje po kruznicovych oblikoch. Ich polo-
mer je vSak niekol'ko desiatok tisic kilometrov. Je to sice malé zakrivenie, ale
vdaka takémuto lamaniu svetla vidime slnko na oblohe o kiisok vyssie, nez
v skutoc¢nosti je. Tento jav je najvyraznejsi ked je slnko nizko nad obzorom.
Ked by jeho dolnu ¢ast nemalo byt vidno, stale je v nejakej vygke nad obzo-
rom a Slnko sa javi splotené. Inak povedané, vdaka tomuto javu trva den
o nieco dlhsie, nez by trval bez atmosféry.

PozNAMKA 3: Plati esSte silnejsie tvrdenie: KaZdej hladkej funkci sa dd
v kaZdom pripisat tzv. oskulacnd kruznica, kt. je na dostatocne malom tuseku
zhodnd s danou funkciou. Fyzikdlny argument je takyto: Predstavte si, ze
vezmete drot a vytvarujete ho do tvaru danej funkcie. Potom cez funkciu
prevleciete kordlku a nechéte ju pohybovat sa po nej konstantnou rychlos-
tou. Mali obyvatelia koralky (termiti?) by poc¢as pohybu po funkcii nutne
pocitovali odstredivii silu. T4 je meratelna. Zo vztahu Fp = mv?/R potom
vyplyva jednozna¢nost (dokonca meratelnost) polomeru krivosti R.

Existuje aj vztah pre vypocet polomeru krivost funkcie f v bude z, no
nie je nijako povabny. Skuste si odvodit, Ze
(1+fl(1')2)3/2

) =)

POzZNAMKA 4: Predstavte si, Ze by ste optickym vldknom vysielali napri-
klad morzeovku v podobe svetelnych impulzov. Aby boli signédly na opacnom
konci rozlisitel né¢, museli by byt vysielané bodky resp. ¢iarky oddelené dosta-
to¢ne dlhou medzerou. Vzniknuty rozptyl svetla teda obmedzuje mnoZstvo
informécie, ktorda moéze prejst vlaknom za dany ¢as. V praxi sa samozrejme
nepouziva morzeovka, ale pri podobnych technikidch st obmedzenia analo-
gické. Ak uvazime, Ze impulz zodpovedajici jednému bitu informacie musi
trvat radovo aspon ¢as AT (inak by sa susedné bity zlievali kvoli rozptylu),
dostavame teoretické maximum pre prenosovu rychlost v rddoch stoviek me-
gabitov za sekundu.

o7
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C
Elektricke pole

Vopred sa ospravedliiujeme, ak tu citatel narazi aj na pojmy doverne
zndme a spésobend strata ¢asu ho vyvedie z emociondlnej rovnovdhy; vytrhnu-
tie, dokladné rozzZuvanie a ndsledné spopolnenie prislusnej pasdZe zvycajne
vrati v kratkom case hladinu adrenalinu do hranic normy. Svoje pohidanie
autorom mozeme dat najavo aj tym, Ze sa textu nickolko dni (pripadne uz
nikdy) nedotkneme.

MARIAN FECKO: DIFERENCIALNA GEOMETRIA A LIEOVE GRUPY PRE FYZIKOV,
POZNAMKA POD CIAROU
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FX C1 — GUIEKY
) &) SAGAAe

Peto rozostavil do medzihviezdneho priestoru 2009 vSakovakijch kovouvijch
guliek. Gulky nabil ndbojmi q, —2q, 3q, ..., —2008q a 2009q, pricom q je
kladné. Dokdzte, Ze aspomi jedna z guliek md na celom svojom povrchu kladni
hustotu ndboja!

Zdroj: Kvant

X VzorAk Bzpuso &

Uloha nie je tazké, len sa jej treba chopit zo spravnej strany. A prave
to chopenie sa tu modze byt problematické. Samotné rieSenie bude lahko po-
chopitelné a vystacime si s tuplne elementarnymi vedomostami o elektrickom
poli.

V rieSeni sa budeme opierat o niekol'ko tvrdeni o vodi¢och. KedZe tie ne-
musia byt kazdému zname, venujem ich odévodneniu par odstavcov. Skiseni
borci sa nemusia nechat zdrziavat a mézu ich preskoc¢it. Jedinou naro¢nejsou
vecou v riegeni bude Gaussov zakon,*® o ktory sa oprieme pri dokazovani po-
sledného z tvrdeni. Ako sa vSak ukaze, v rieSeni si vystacime aj bez tohoto
takto ziskaného silného tvrdenia.

Niekol'ko tvrdeni o vodi¢och®?:

I. Vnitri vodic¢a je nulové elektrické pole E - Vo vodi¢i st pritomné
volné elektrony. Ak by vo vodidi existovalo makroskopické elektrické pole,
na elektrony by posobila elektricka sila F' = ¢FE a ta by ich prinatila pradit
na iné miesto. Tento pohyb v8ak nebude existovat navzdy, bude utlmeny
kvoli elektrickému odporu prostredia. Po vloZeni vodica do elektrického pola
sa preto elektrony prakticky okamzite preskupia tak, aby na ne nepésobila
ziadna elektricka sila. Vnutri vodica je preto E = 0.

I1. Elektrické pole na povrchu vodic¢a je kolmé na tento povrch -
Argumentacia je podobné ako v predoSlom pripade. Aj na povrchu vodica
st totiz volné elektrony. Keby elektrické pole nebolo kolmé, elektricka sila
F = ¢F posobiaca na elektrony by mala zloZku rovnobeZna s povrchom.

58 Ako sa da odvodit z Coulombovho zakona najdete vo vzoraku tlohy FX D1 PLocHA
ZEM, pozri poznamku 2 na jeho konci.

59Samozrejme, myslia sa vodice, ktoré nie st napojené na zdroj napétia a neprechadza
nimi elektricky pruad.
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Elektrony by teda mohli volne prudit a preskupovat sa. Tento pohyb vsak
musi po Case ustat. To znamend, Ze elektrony sa preskupili tak, aby na
povrchu vodi¢a bolo E kolmé na povrch.

ITI. Povrch vodic¢a je ekvipotencialova plocha - Ide o priamy désle-
dok II. tvrdenia. Ak by sme vzali maly pomocny naboj dq a pohybovali s nim
po povrchu vodic¢a, nevykoname ziadnu pracu, pretoze F' = d¢F je kolmé na
s. Ziadna praca znamend ziadny potencidlovy rozdiel. Podobne z I. tvrdenia
vyplyva, ze dokonca vnitri celého vodica je rovnaky elektricky potencial.

IV. Vnitri vodic¢a je nulova hustota p elektrického naboja -7 tvr-
denia I. vyplyva, ze ak si vnuatri vodi¢a zvolim duplne hocijaki uzavretu plo-
chu, tak tok elektrického pol'a cez fiu bude nulovy. Podl'a Gaussovho zakona
plati § E - dS = p/e. Ak ma byt splneny pre uplne vietky uzavreté plochy,
tak potom nutne p = 0 v celom objeme vodi¢a. Z toho vyplyva, Zze naboj
sa pri vloZzeni vodica do elektrického pol'a bude stustredovat len na povrchu
vodic¢a.% Délezitym pojmom sa teda stava plosnd hustota ndboja o.

V. Elektrické pole bezprostredne nad povrchom vodi¢a méa vel'kost
E =o0/eg — Skumajme pole nad bodom A na povrchu vodi¢a. Obkolesme
ho malou gaussovskou plochou tvaru valca, ako na obrazku pod odstavcom.
KedZe vnutri vodica je pole nulové a nad vodi¢om kolmé na povrch, jediné
miesto, kde pole tecie zakreslenou plochou je horna podstava. Tam moZzno
navysSe E povaZovat za konStantné, pretoZe zakreslena plocha je radovo men-
8ia nez rozmery vodica. Z Gaussovho zakona mame
]{ E-dS=FES = §7
€0

odkial vidno hladany vztah. To samozrejme plati len pre velmi malé vzdia-
lenosti!

60Elektrony nemdzu vodié opustit, na to im treba dodat istii energiu. To sa da realizovat
viacerymi sposobmi, napriklad osvetlenim vodi¢a (tzv. fotoelektricky jav) alebo teplom
(tzv. termoemaisia).
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Samotné riesenie

V tvrdeni V. sme dokézali, ze pre elektrické pole tesne nad povrchom
vodica plati E = o/eg. Ak o > 0, tak silociary z kovu vychadzaja, ak o < 0,
silo¢iary smeruju dovnutra.®! Ak sa snazime dokazat, Ze na povrchu aspoil
jednej gulky je v8ade o > 0, je to ekvivalentné dokazovaniu tvrdenia, Ze
aspoti do jednej gulky nevchddza Ziadna siloc¢iara. Budeme teda sktumat silo-
Glary elektrického pola. Silo¢iary smeruji z miesta s vySSim potencidlom na
miesta s niz$im potencidlom a mézu byt zakonéené len na nejakom naboji®?
alebo pokrac¢uju az do nekonecna.

Ked7e celkovy naboj guliek je ¢ — 2¢ + 3¢ — ... + 2009¢ = 1005¢ >
0, na velmi velkych vzdialenostiach®® mozno pozorovat elektrické silo¢iary
smerujice od guliek do nekone¢na, ale nie opacnym smerom! To znamena,
7e kazd4 silociara, ktora smeruje do nejakej gulky, musi za¢inat na nejakej
inej gulke. Iné zaciatky tu totiz neexistuju.

Podl'a III. tvrdenia kazdej gulke zodpoveda nejaky potencial. Sktumajme
ndhodne vybrant gulku. Pravdepodobne netrafim na takud, do ktorej vstu-
puje nejaka silociara. Tato silo¢iara musi podla predoslého odstavca nutne
za¢inat na nejakej inej gulke. Aby to bolo mozné, tato ind gulka musi mat
nutne vacsi potencial, nez skimand gulka.

Tuto tvahu modzem spravit pre kazdi ndhodne vybrant gulku okrem jed-
nej. Musi totiz existovat gulka s najvyssim potencidlom. Aby do nej mohla
vstupovat nejaka silo¢iara, musela by tato odniekial prichadzat. Z inej gulky
to v8ak byt nemoze (Ziadna gulka nema eSte vyssi potencial a iné naboje,
neZ su tie na gulkach, v dlohe nevystupujt) a z nekoneéna prichadzat tiez
nemdze (pretoze celkovy naboj na gulkach je kladny). To je v8etko. Dokézali
sme, ze existuje gulka, ktord m4 na celom svojom povrchu kladni hustotu
naboja o. Ide o gulku, ktora ma najvyssi potencial.

Na zéaver dodajme, Ze potencial nezéavisi len od naboja na gulke, ale aj
od jej umiestnenia v priestore medzi ostatnymi gulkami. Hladana gulka
teda nemusi byt ta s najvacsim kladnym nabojom. To nam vSak neprekéza.
Ulohou bolo dokézat existenciu takej gulky, nie zistit, ktora gulka to bude.
A to sme splnili.

61Naga analyza je dokonca zbytocne presna. Uplne si tu vystacime zo zékladogkolskym
elektrické silociary smeruji z + do —.

62 Ak sa pytate preco, odpovedou je (zase raz) Gaussov zakon. Podl'a neho si mozeme
predstavit, Ze elektrické pole tecie. Pramenom tohoto tecenia si kladné elektrické naboje,
v zapornych nabojoch sa tento tok konéi. V oblastiach bez nabojov moéze elektrické pole
len pretekat, Comu zodpoveda pokracujica silociara.

63Tak velkych, Ze sa nam vietky gulky zleju do jedného bodu.
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FX C2 — STAVEBNICA
), &/ &7 ke

Marcelka dostala na narodeniny sadu bodovijch ndbojov velkosti QQ a k nim
véakovaké vizby. Hned sa pustila do vselijakijch experimentov a md na vds
tieto otdzky.

a) Dva ndboje fixujeme v priestore a treti nechdme volne pohybovat po nimi
danej priamke. Akd je jeho perioda kmitov v rovnovdznej polohe?

b) gtyri ndboje fizujeme vo vrcholoch §tvorca, piaty nechdme volne pohy-
bovat v nimi danej rovine. Ndjdite jeho periodu kmitov v strede Stvorca.

c) Vymyslite konfigurdciu fizovanigch ndbojov v priestore tak, aby vznikla
stabilnd rovnovdzna poloha pre dalsi ndboj a vypocitajte jeho periddu
kmitov v nejakom smere.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

X VzorAk KuBus &

Cast (a)

Za¢nime pekne od zadiatku, najjednoduchSou ¢astou a. PoloZzme si fi-
xované naboje na os x do poléh R a —R. Je zrejmé, Ze jedind rovnovéazna
poloha pre treti naboj fixovany na osi = je presne v strede medzi nimi, teda
v bode z = 0. Aké sila nan bude posobit, ak ho vychylime do inej polohy x?
7 Coulombovho zakona to bude

F= 42; ((Rixy - (R—lx)2>'

Rozmyslite si preco sedi znamienko sily (t.j. kladny smer sily je rovnaky ako
kladny smer polohy z). Toto sice nie je linearna zavislost sily od polohy, aka
by sme pre harmonicky kmitavy pohyb ocakavali, avSak pre malé vychylky

z, ked mozeme ¢leny 22, 23, ... zanedbat, bude zavislost priblizne linearna:
. Q* (R—2)?—(R+2)*  Q° —4Rx _ Q? .
T dmey (R—z)2(R+x)2  4dmeg R wegR3T

Uhlovu frekvenciu kmitov zistime pomocou analdgie s hmotnym bodom na
pruzinke, alebo si rovnicu upravime do Standardného tvaru



FX C2 Stavebnica

Napriklad dosadenim vSeobecného rieSenia v tvare x = Asin(wt) + B cos(wt)
zistime, Ze harmonické kmity s uhlovou frekvenciou kmitania w = 1/Q?/(meomR3)
budu rieSenim tejto rovnice. Periéda kmitov bude teda

2 R3 27R
7= 2 g [TOOR TR e
w

Cast (b)

V dvojrozmernom pripade postupujeme podobne; nech sa fixované na-
boje v polohach [+1R, 3R], potom bude z-ova zlozka sily pdsobiaca na
volny naboj v polohe [x,y]:

1 .T:l:lR

F = 9
j:;iz dmeo ((z £1 R)? + (y £2 R)?) \/(z £1 R)2 + (y £2 R)?

kde posledny zlomok len vybera z-ova zlozku. Pouzili sme pri tom pekny
zapis inSpirovany rieSenim Jana Hermanna, kde s¢itavame cez vSetky Styri
naboje, pouzivajic indexy na rozliSenie znamienok pochadzajicich z z-ovej a
y-psilonovej stradnice. Dalej uz len zanedbavame v8etky ¢leny vyssieho radu
a tiez pouzijeme prvoradovii aproximaciu (1+z)* = 1+ Az. (Pre odvodenie
tohto vzorca si skuste si Tavt stranu zderivovat.)

< 47r60 21 R)2 1 (y £ R)2)32

4’/T€0 2R2 :tl 2Rx :|:2 2yR)3/2

.23:|:1 R) 31
Z Arey (2R?) g2z (L TR Fo

ol
|-

Y)
~ — (x+;R-32z
; 4\/§7TE()R3( ! 2 )
2
@
4\@71’60]%3

V smere osi & bude teda stredny naboj kmitat s periodou

[4+/2 3 2 /
Ts =27 fﬂgng = ZQR 4\/§7T50mR = 25/4T1.

Kvoli symetrii to bude rovnako aj pre vychylku v smere y. VSimnime si tiez,
ze sila F, nezavisi od vychylky y a podobne ani F, nezéavisi od x (do prvého
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radu). Preto budu malé kmity v osi z a y nezavislé, no a kedze ich perioéda
je rovnaka, mozete si rozmysliet, Ze naboj bude v strede $tvorca harmonicky
kmitat v Tubovolnom smere a to s rovnakou periédou T5.%*

Cast (c)

Ako to teda bude v priestore? Ak si napriklad skisite poratat silu po-
sobiacu na naboj blizko stredu kocky, zistite, Ze nenulové ¢leny sa objavuja
az v tretom rade — ziadne harmonické kmity sa teda nekonaju. Ba ¢o viac,
poloha v strede kocky nie je pre volny naboj stabilna. A ak by ste ndhodou
mali nervy hrat sa s dalsimi konfiguraciami, zistite, Ze Ziadna nemé stabilné
rovnovazne polohy.

A dovod? Predstavme si, Zze v nejakej konfiguracii nabojov v priestore
by vznikla stabilna rovnovazna poloha pre dalsi naboj. Stabilna poloha zna-
mena, Ze pre dostato¢ne malé vychylky sa naboj z nej vychyleny vrati naspét.
Ak by sme si teda nakreslili dostatoéne mala gulova skrupinu (sféru) okolo
tejto polohy, sila pdsobiaca na nas naboj @) by musela podsobit smerom do-
vnatra. Ak je @ > 0, to by znamenalo, Ze elektrické pole na sfére smeruje
do jej vnutra, a teda jeho ploSny integral po nej je zdporny. Lenze Gaussov
zakon ndm potom hovori, Ze celkovy naboj vniitri tejto sféry je zaporny — to
vSak nie je mozné, kedze vnutri je len prazdny priestor a nanajvys nejaké
z fixovanych nabojov @ > 0. (Ak @ < 0, argument je podobny.)

Inymi slovami, v neexistuje elektrostaticky vytvorené stabilné rovno-
vazna poloha. Dalo by sa eSte namietat, ako je to moZné, Ze sme v predoslych
dvoch ¢astiach dve také polohy nasli. Je to mozné len kvéli tomu, ze sme
volny naboj viazali do danej priamky alebo roviny. Ak by sme napriklad na-
boj zo situacie so Stvorcom nefixovali v jeho rovine, poloha v strede Stvorca
by bola labiln4 v smere kolmom na tato rovinu. Naboj by stale vedel kmitat
v rovine $tvorca, ale pri Tubovolnom vychyleni z tejto roviny by uSiel do
tretieho rozmeru. . .

64Moze dokonca kruzit po hocijakej malej elipse v rovine stvorcal
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FX C3 — REBRIK
), &7 &/ Gkdke

Juro si ma chate postavil rebrik z rezistorov s odporom R. A to nie hoci-
jaky, dokonca dvojity a nekoneény, tak ako na obrdzku.

(a) Vypoditajte odpor medzi bodmi A a C.

(b) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B, ak si body A a C vodivo spojené
(vodicom s nulovgm odporom,).

(¢) Vypocitajte odpor medzi bodmi A a B.

A H
B =
C —

Zdroj: Ulohu vymyslel Matu$

X VzorAk Bzpuso &

Aby sme mali jednotnu terminolégiu oznadovania uzlov (bodov) schémy,
dohodnime sa, Ze body napravo od A% budeme oznacovat A;, As, ..., body
za B budeme oznacovat By, B, ... a za C to buda body Ci, Cs, ... Teraz
sa moZeme s chutou pustit do prace.

Zatneme teda pekne po poradi. Najprv uréime odpor medzi bodmi A a
C. Situacia je symetricka podla osi uréenej uzlami B; a naSepkava nam, Ze
potencial v bode B; sa musi rovnako velmi 1igit od potencialov v bodoch A a
C, teda musi byt strednou hodnotou potenciélov v tychto bodoch. Ale to isté
plati pre aplne vSetky body B;. Dospeli sme teda k zaveru ze vo vSetkych
bodoch B; bude rovnaky potencial.

Rovnost potencidlov nam umozinuje z obvodu ,8krtni vSetky odpory
spajajuce akékolvek dva body B;, B}, to znamené cely jeden riadok odporov.
Pytate sa pre¢o? Pan Ohm nadm zanechal zékon pre tecenie prudu, podla
ktorého I = U/R, kde U = |p; — ¢;| je rozdiel potencialov v danych bodoch

t’u66

65Bod A si mo#no predstavit ako bod Ag, ale nebudeme to tak robit kvéli kompatibilite
so zadanim.

66 Poznamka z Prirucky mladych fyzikov: Pri koneénych sietach pouZivaji najmi expe-
rimentélni fyzici termin ,,odpojit".
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a R je odpor, ktorym si spojené a ktorym poé¢itany prud preteka. A vidime
to. Ziadne napatie, ziadny prud. No a rovnako velky — Ziadny — prad bude
tiect medzi danymi bodmi B; a B, aj vtedy, ked odpory R medzi nimi
vynecham. Pridy v ostatnych vetvach a potencialy v jednotlivych bodov sa
tym neovplyvnia a odpor schémy medzi bodmi A a C' sa nezmeni. Dostéavame
tym nasledovnu schému:

R R R
A —_
2R 2R 2R 2R
C —_—
R R R

Nag povodny dvojity rebrik sa, pokial skamame len odpor medzi bodmi
A a C, bude spravat rovnako ako tento novy elegantny jednoduchy rebrik.
Vgimnite si, Ze je tvoreny nekone¢nym mnozstvom pravidelne sa opakujacich
dielcov®” znazornenych na lavom z nasledujtcej dvojice obrazkov. Ozna¢me
hladany odpor medzi bodmi A a C ako Rac. Zrejme pokial k zaciatku reb-
rika pridam eSte jeden dielec a budem skimat odpor medzi novymi konco-
vymi bodmi A* a C*, tak bude taky isty ako predosly, pretoze ide o rovnaku
nekone¢nit schému vzhl'adom na (topologicky) tie isté body ako pred tym.®
To znamena, ze odpor medzi A* a C* bude znova Rac¢.

R R
A*e—__ 9 4
2R
R
ac

R

Odporové C* [ ] C
R

LLEGO*

V pravom obrazku sme celd schému medzi bodmi A a C nahradili hl'a-
daym odporom R,¢. Ten isty odpor ocakdvame aj medzi bodmi A* a C*, ¢o
nam pouzitim vztahov pre paralelne a sériovo zapojené rezistory umoziiuje

67 Akasi LEGO skladacka, ale z odporov.

68V sieti je teraz sice zapojena jedna skladacka navyse. Otazka je, ¢ to ma nejaky
zmysel, ak predpokladame, Ze ich je nekonecne vela. Pre kone¢né schémy by bol novy
odpor naozaj iny, ale s rasticim po¢tom priecok sa rozdiel zmensuje a konverguje k nule.
Premyslite si preco.
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vyjadrit Rac pomocou ,seba samého*:

R — 2R (2R + Rac)
AT 3R+ (2R + Rac)’

Trochu zvlastne, Ze sme vyjadrili Rac pomocou Rac, ale v tom prave
spoCiva nés trik, pretoze sme tym zostavili rovnicu, kde je jedinou nezna-
mou a z ktorej sme schopni ho uréit. Jednoduchymi tpravami dostéavame
kvadraticka rovnicu

R%. +2RRac —4R* =0

s dvoma rie$eniami, spravnym je nezaporné z nich,5°
Rac = (V5 —-1)R.

Aky je odpor medzi bodmi A a B, pokial st body A a C vodivo spojené?
V prvom rade si treba uvedomit, Zze odpor medzi A a B je rovnaky ako
medzi bodmi B a C, pretoZe bezodporovym spojenim sme z bodov A a C'
spravili prakticky jeden bod a mame zaruku, ze v oboch bude vzdy rovnaky
potencial.

Skasme rovnako ako v predoglej ¢asti tlohy skusit nie¢o poodpéajat alebo
pospéjat. K tomu musime skimat potencialy v jednotlivych bodoch. Avsak
symetria, tzn. fakt ze v bodoch A a C' je rovnaky potencial, nAm naSepkava,
ktoré body st pre nés zaujimavé. Konkrétnejsie, symetria nam vravi, Ze
rovnaky potencial je o¢akavatelny v dvojici bodov A; a C; pre kazdé 7.

Tieto body nie st spojené ziadnym odporom, takZe Skrtat nebudeme.
Spravime presny opak. V bodoch A; a C; je rovnaky potenciél, preto medzi
nimi nebude tiect prad, ani ak ich spojime vodi¢om s nulovym odporom.
Pruady prechadzajace jednotlivymi ¢astami siete budu stale rovnaké. Vznikne
nam teda nieco takéto:

%9Druhé riesenie sice vyhovuje tej istej rovnici, no nema fyzikalny zmysel.
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Schému este prekreslime. Ak v nej zaznacené vodivé spojenie skratime
na nulu, uvidime, o ¢o vlastne ide. Body A; a C; sa pre kazdé i stant jednym
bodom, nech ho nadalej oznacujeme ako AC;. V8imnime si, ze kazdé body
AC; a B; st spojené paralelne dvoma odpormi R, teda ich mozno nahradit
odporom R/2. Rovnako tak st dvoma paralelnymi odpormi R spojené aj
kazdé dva body AC; a AC;;1, preto aj toto spojenie nahradime odporom
R/2. Tak dostavam novy jednoduchy rebrik na nasledujicom obrazku:

R/2 R/2 R/2
AC I

R/2 R/2 R/2 R/2

R R R

Avsak podobny problém sme uz riesili v prvej Casti ilohy. Akurat nasa
skladacka je tento raz o trosicku ina. Ak oznaéime hl'adany odpor ako Ragc,
tak musime ten isty odpor dostat aj ak nadpojime jednu skladacku. Sche-
matické znézornenie skladanie je teraz takéto:

R2 R/2
AC* AC
R2
R
ABC
R *
Iné odporové B B
LLEGO* R

Ak budeme postupovat rovnako ako v prvej ¢asti, dostaneme pre ne-
znamy odpor R4pc vyjadrenie

% (%% + Ranc)

R pr—
ABC 2R+ Rapc

ktoré analogickym sposobom vedie na kvadratickt rovnicu
4R% g +6RRApc —3R* =0

SO spravnym nezapornym rieSenim

2 _
V21-3

Rapc = 1
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Zostéava nam posledné ¢ast tlohy; najst odpor medzi A a B. Budeme ho
oznacovat Rap. Ak sa pozrieme na zadant schému, nevieme najst ziadnu
symetriu, ktora by ndm pomohla situaciu prekreslit nejakym Skrtanim alebo
spajanim na niec¢o jednoduchsie. Nevieme totiz nijakym sposobom najst dva
body s rovnakym potencialom. Ani LEGO sklada¢ku nevieme pouzit. Chce
to nieco nové.

V elektrickych obvodoch plati nie¢o, ¢o mozno jednym slovom nazvat
superpozicia a ktora vystihuje nasledovny fakt: Pokial na svorky A, B a
C' nasej siete prilozime elektrické potencialy (pa1,¥B1,9c1) = 61),70 tak sa
v celej sieti ustalia prudy vyhovujice Ohmovmu a Kirchhoffovym zakonom a
z jednotlivych svoriek budu vytekat prady postupne (141, Ip1,Ic1) = Tl).”
Ak by sme vzali nejaka ina trojicu potencidlov (paz, ¢p2, pc2) = 93, tak
rieSenim bude nejaka (vo vieobecnosti in4, ale nie nutne) trojica vytekajtcich
pradov (Iae,Ipa,Ic2) = I. Princip superpozicie vravi, Ze ak na svorky
privediem linearnu kombinaciu potencidlov ? = 61(7 + 626> , tak zo svoriek
bude vytekat rovnaka linearna kombinécia pradov % =c 11 +cls.

Sktsme trogku nahliadnut do problému, predo by to tak malo byt.”?
Tvrdenie nejdeme odvodzovat — Iba ukaZeme, Ze takéto rieSenie naozaj vy-
hovuje rovniciam. Ak na svorky privediem potencial 51) , tak okrem toho,
7e zo svoriek bude vytekat prad I;, vo vSetkych uzloch obvodu sa ustélia
nejaké potencialy a vo v8etkych vetvach nejaké prady. Aké by boli jednotlivé
potencialy a prudy, keby sme na svorky priviedli potencial 0151)? Na prvy
pohlad tazka otazka, ale podme overit tip, Ze vSetky potencidly a prudy
budi cynésobné. Ak platil Kirchhoffov zakon o prudoch v kazdom uzle pred
tym, musi platit aj teraz: sucet priudov vtekajucich do kazdého uzla bola
nula, a ked sa v8etky prudy zci-nésobia, tak to bude stale nula. A Ohmov
zdkon o napéatiach bude platit nadalej tiez, pretoze v rovniciach pre kazdua
sluc¢ku vystupuju len ¢leny typu ,,U", resp. typu,,RI". Ak ich rovnost platila
pred tym, musi platit aj teraz, ked st U-cka aj I-Cka 01 -nasobné.

Dalﬂ viem, ze ak som na svorky pripojil napétia <p2, tak mi z nich tiekli
prudy I, pri¢om na vSetkych uzloch sa zase spravili nejaké konkrétne poten-
cialy a tiekli medzi nimi nejaké konkrétne prudy. Co ak prilozim na svorky
potencial 5{ + @? NasSa hypotéza je, ze potencial v jednotlivych bodoch
bude stuc¢tom potencidlov v oboch situaciach a pridy prechédzajice kazdou

70Vektorovi notaciu zavadzame len kvoli jej struénosti. Pod vektorom potencialu, resp.
elektrického pridu si predstavte len trojicu premennych. Nejde tu o nijaké magické pries-
tory a Carovné Sipky:-)

717 Kirchhoffovho zékona o pradoch priamo vyplyva, Ze jeden alebo dva z tychto pradov
su podla tejto definicie zdporné, pretoze niektorou svorkou musi do obvodu elektricky prad
aj vchadzat. Nikde v obvode sa nemoéze hromadit elektricky naboj.

72Pokial sa vam nasledujuci odsek bude zdat po prvom pre&itani naroény alebo nebodaj
nepochopitelny, skiste si najprv v dokaze nahradit za c; konkrétne &islo 2. Potom si dokaz
prebehnite aj so vSeobecnym parametrom.
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vetvou budu suc¢tami pradov v oboch situaciach. Znova moéZete skusit jed-
noducho nahliadnut, Ze Ohmov aj oba Kirchhoffove zakony buda nadalej
platit v celej schéme.™

Ked sme si princip superpozicie poriadne odévodnili, skisme ho aplikovat
na nas problém. Situéciu, ked by sme merali odpor R ¢, si predstavme tak,
7e sme chceli nechat medzi bodmi A a C prechadzat prad I a zistovali
sme, aky napitovy rozdiel ¢; je na to potrebny (prvy obrazok). Pritom
samozrejme vieme, Ze to bude @3 = Racl. Podobne, ked sme merali odpor
Rapc, zistovali sme, aky napétovy rozdiel je potrebné vytvorit, aby obvodom
prechédzal rovnako velky prad I a zistili sme, Ze to je nejaké ¢o (druhy
obrazok), pri¢om zase vieme, Ze w2 = Rapcl. V tretom pripade potrebujeme
ziskat situaciu, kde z bodu C nevytekd Ziaden prud. Je préave jedna a je
zobrazena v nasledujtcej schéme.

1y 24

?,0C 00C ¢, 0C
+2 =
A A “‘. B “‘.B 2]
- T— R 7 T o 1 2] oFmEE— o
“~ 0 02 & 0, W &0 2p,40/2

Zo schémy (a z Ohmovho zdkona) vidno, Ze hladany odpor R4p musi
spliiat rovnicu:

2IRAp = 2p2+¢1/2
2IRap = 2Rapcl+ Racl/2
Rap = Rapc+ Rac/4.

Ak dosadime za uz spocitané odpory Rac a Rapc, dostavame

V5 ++/21

1 -1|R.

Rap =

Napokon este mald odozva k vaSim rieSeniam. Niektor{ ste pri pocitani
poslednej ¢asti tlohy vyuzivali trik, ktorému sme dali pracovny nazov c¢ierna

73Iny pekny dokaz mozno najst napriklad v Priru¢ke mladych fyzikov. Okrem neho
sa v kapitole o superpozicii do¢itate o vlnach na vode a Schrodingerovej macke, ale aj
o tom, ktoré krajiny maji najvyhodnejsiu geografickti polohu z hladiska medzinarodného
obchodu alebo o tom, ku ktorej pokladni v Tescu sa treba postavit, aby sme ¢akali pokial
mozno ¢o najkratsi ¢as.

74Spravne vzaté, je to aj hocijaky nasobok tejto situacie. Vietky su charakteristické
tym, Ze pomer namieSania situacii (a) a (b) je 1: 2.
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skrinka. Povedali ste si, Ze schému medzi bodmi A, B a C' si mozno predstavit
tak, akoby bol kazdy bod spojeny s kazdym prave jednym odporom (zapo-
jenie do trojuholnika) alebo Ze kazdy z tychto bodov je spojeny s akymsi
uzlom uprostred prave jednym odporom (zapojenie do hviezdy). Potom ste
si povedali, Ze zo symetrie su dva z tychto odporov rovnaké, ¢im vam os-
tali v ndhradnej schéme len dva nezname parametre, ktorych hodnoty sa uz
dali ur¢it z Gasti (a) a (b) ulohy. Potom ste uz l'ahko doratali odpor v ¢asti
(c). Tento trik naozaj funguje, ale vobec nejde o trividlny fakt. Existuje
dokonca sofistikovanejsie tvrdenie, ktoré vravi, Zze ak mam ,¢iernu skrinku*
s n svorkami, moéZem si namiesto jej skutoéného obsahu predstavit nahradnu
schému, kde je kazd4 svorka spojené s kazdou préave jednym odporom. Pokial
ste tento trik pouzivali a naleZite ste jeho spravnost neodévodnili, strhol som
vam bod. Kto mé zaujem, modze si pozriet korektny Kubusov ddkaz tohto
tvrdenia na www.fks.sk/fx/zbierka/eos.pdf.

Aby som vas eSte trosku utiSil, poviem vam smutnu spravu. Nahradna
schéma ku ,¢iernej skrinke nie je az takd dokonale uzito¢na, pretoze sa
pri nej naratate ako draci pri urovani jednotlivych odporov, ale tlohy sa
pomocou nej daju poratat prave vtedy, ked sa daja vyratat aj cez vo vzo-
raku pouzita fintu so superpoziciou. Tolko k vam. Zostava len popriat vela
dobrych napadov v d'alsej sérii. Dohovoril som. Howgh!
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), &/ &7 ke

Kubik nasiel v Tatrdch velky balvan. Nagiel si na fiom velki hladki plochu
a na 7w st nakreslil maly Stvorec ABCD so stranou a. Ked medzi body A
a B pustil prid I, medzi bodmi C a D nameral napdtie U. Aky je mernyg
elektricky odpor balvanu?

Zdroj: Standardné ucebnice fyziky

2 VZorRAK JAKUB &

Prvy krok je ujasnenie si podmienok, zvany tiez idealizacia problému. Nas
kamen budeme povazovat za nekoneéne velky polpriestor, dokonale homo-
génny (s mernym elektrickym odporom p vSade rovnakym) a vzduch v dru-
hom polpriestore za dokonale nevodivy a nepolarizovatelny (najlepsie nech
to je rovno vakuum). To by bola t4 TahSia ¢ast za nami. ..

Dalej vyuzijeme silny kaliber — princip superpozicie. Vdaka nemu nemu-
sime skamat priloZenie oboch kontaktov sticasne, ale mozeme si posvietit na
situaciu s jednym prilozenym kontaktom, potom osobitne s druhym kontak-
tom (Co st vdaka naSej idealizacii rovnocenné situacie) a potom vysledné
rieSenie je superpoziciou (su¢tom, resp. zlozenim) ¢iasto¢nych vysledkov. Tu
by som poznamenal, Ze princip superpozicie je Cosi absoliutne zakladné a
Maxwellove rovnice (popisujice kompletne cely elektromagnetizmus) tento
princip samozrejme umoziuja. V nasom priklade ho ,zneuzijeme* nasle-
dovne:

SITUACIA 1: v mieste A mam prilozeny kontakt s potencialom Uy (me-
ranym voci Zemi dostatocéne daleko od A, inak povedané, nulovi hladinu
potencialu som umiestnil do nekone¢na) takym, Ze mi cezeii do kametia tecie
préave prid o velkosti I. Potencial v mieste B ozna¢im Uy, v C' Uy a napokon
potencial D bude Us.
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SITUACIA 2: v mieste B mam prilozeny kontakt a chcem, aby mi tadial
z kamena tiekol prave prud o velkosti I. Teraz si ale spomeniem, Ze také cosi
som uz predsa niekedy videl, len v trochu odlisnom 3Sate a trosku posunuté
(o vzhl'adom na rozlahlost nekone¢ného rozhrania balvan-vzduch neméze na
vysledku ni¢ menit). Je to presne rovnaka situacia ako v 1-tke, len s opa¢nym
smerom priudu. Zrejme teda ked vSetky potencialy z ¢asti 1 dostani minusko
a budem ich op#t merat vo¢i nule v nekone¢ne (referenént hladinu som
zachoval), tak to bude pracovat tak ako budem ja piskat! Pre nas zaujimavé
body su sice zrkadlovo pretocené, ale to pri nasej symetrickej tlohe nemoze
hrat ziadnu rolu (zrkadlovo pretocena situacia 1 je stéle 1 — lebo tam mam
iba jeden vyznaény bod, ktorym do balvanu ptstam priad). TakZe moZzem
smelo povedat, Ze potencial v B bude —Uy, v A —Uy, v C —Us av D —Us.

SUPERPOZICIA SITUACII 1 A 2 (s¢itam potencial a prid v kazdom
mieste priestoru): v bode A mi kontaktom tecie prud I do kamena, v B mi
tec¢ie prud I z kametia do kontaktu. Potencial (opat meriam voéi nekoneénu,
kde je aj po superpozicii nulovy potencial) v A je Uy — Uy, v B je Uy —
Uy, v C je Uy —Us av D je Ug — Us. VSimnime si, Ze tato superpozicia
jednoduchych situécii 1 a 2 je presne nas zadany problém, ktory mame riesit
(lebo balvanom naozaj pretekd prid I medzi bodmi A a B, ¢o je jedina
podmienka, ktora musime splnit, aby sme dostali ekvivalentnu situaciu).
Ostava nam teda ur¢it U, a Us v zavislosti od I, p a a — potom napiitie U zo
zadania je rovné absolitnej hodnote rozdielu potencidlov v bodoch C' a D,
¢ize U = 2|Us — Us|. Ocakavame teda, 7ze cez Us a Us dostaneme zéavislost
U od I, p a a, z ktorej vyjadrime p pomocou zndmych veli¢in U, I a a.

Riesme teraz situaciu 1. Mame bod A, ktorym do balvanu ,,pumpujeme*
prad I, merny elektricky odpor balvana je p a v nekonecne je nulovy po-
tencial. Vidno, ze situacia je rotacne symetricka, preto mézeme bez vacésich
okolkov vyhlasit, ze U; = Us. A to nie je vSetko. Ak sa lepSie prizrieme,
zbadame, Ze situicia je dokonca v ramci kamenného polpriestoru sféricky
symetrickd — to znamend, Ze potencial na Tubovolnej polstére (povrch pol-
gule) so stredom v bode A je konstantny.

Teraz urobime krok, ktory sa vymyké predstavivosti beznych individui,
hoci je zrejmé, zZe ma zdravé jadro — konkrétne, ten nas balvan mozeme
chapat ako vodi¢ (drdt) medzi bodom A a ,nekoneénom*, so zvacsujtcim
sa prierezom S = 2712, kde r znad¢i vzdialenost od bodu A. To mozeme
preto, lebo prud naozaj teCie vzdy len smerom von z polgule so stredom
v A. Skusime ur¢it odpor takéhoto vodi¢a: Urcdite poznate vztah pre odpor
R vodi¢a konstantného prierezu S, dizky d a s mernym elektrickym odporom
p v podobe R = p%. Tak my si nag polgulovity vodi¢ moéZzeme rozkuskovat
na tenucké gkrupinky hribky Ar a prierezu S = 2772, ktoré st zapojené
sériovo za sebou. MdZeme to urobit prave preto, lebo na povrchu kazdej
takej Skrupinky bude konstantny potenciél.
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Vysledny odpor nasho vodi¢a od poéiatku A do bodu vo vzdialenosti d
bude potom suma v8etkych odporov gkrupiniek az po tu skrupinku, ktorej
polomer je prave d.

= c+o+=+T +..+

R(d) — R H R H Rs - Rul

Nuz a ked prejdeme od Skrupiniek malilinkej hribky k infinitezimalnej
hrabke, tak sa nam suma zmeni na integral, z Ar sa stane diferencial dr a
dostavame vztah

Rid ¢ dr p 1 p o p

( )_/0 Pomr = { 2mah_ ond 270"

Toto je v8ak troSku neprijemné, lebo sme dostali v menovateli nulu (ho-
vorime, Ze integral diverguje do plus nekone¢na). Skusime sa s tym nejako
vyrovnat. Najprv odstranime ideologicky problém (skuto¢ne by bolo nepri-
jemné, keby nam nas odpor vysiel nekoneény, lebo by sme nim nemohli
»pretla¢it” ziaden prad) tym, Ze kontakt nikdy nebude presne bodovy. Kazdy
rozumny kontakt méa nejaky rozmer, ozna¢me ho «, a ten mozem pri istej
davke predstavivosti povazovat za velmi dobre vodivy a polgulovity. Potom
by sme pri ur¢ovani odporu vo vzdialenosti d od bodu A dostali ako vysle-

dok integralu R(d) = [—52-]¢ = —325 + 3£, ¢o uZ je konetné. Prakticky
problém vyrieSime eSte jednoduchsie, lebo my potrebujeme urcit len
U = 2|U;—Us|

= 2I(R(V2a) — R(a))
2! / K 2:1:2

V2a
— Qj{p}

2mr o

Ip(vV2—1)
m2a

¢o na rozmere kontaktu ¢i jeho bodovosti vobec nezavisi. Odtial dostavam
aj vysledok

Unv2a
CI(V2-1)

(0]
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Este dodam, Ze pre odpor nevelmi extravagantnych vodi¢ov sa skuto¢ne
pouZziva vzorec na vypocet odporu R = [ p%, ktory méa vsak obmedzend
platnost pre vodice, v ktorych je smer priadu viac-menej rovnobezny s dlzkou
(t.j. so smerom, v ktorom uvazujeme dr). Tato poziadavka je splunené tuplne
len pre velmi symetrické pripady: napriklad pre vodi¢ konStantného prierezu
alebo pre lubovolny vysek gule (napr. aj polgulu) — v takom pripade totiz
prid tedie kolmo na Gasti sfér a to je presne smer, v ktorom hovorime o dizke

(dr).
Este jedna poznamka o napéati potrebnom na pustenie prudu I do zeme.
Pre situaciu 1 musi platit Uy = IR(c0) = I[—524 | = 2;—’;. Cize o velkosti

potrebného napétia rozhoduje okrem merného elektrického odporu kamena
p a pozadovaného pridu I aj velkost kontaktu (pri polgulovom kontakte
napriklad jeho polomer «). Presne rovnako to plati aj pre situaciu 2. Takze
napétie zdroja potrebné na vyvolanie prudu I spominaného v zadani (za
predpokladu rovnako velkych kontaktov o polomere «) je

Ip /1 1
Uzdroj:2|U0—U1|:2|U0—(U0—IR(a)):p(—).

™ (0% a

Alternativne rieSenie zadanej tlohy vyuziva taktiez superpoziciu na
také dve situacie ako sme mali aj my, avSak situiciu nepopisuje pomocou
potencialu, ale pomocou elektrickej intenzity E. Tato je podla Ohmovho
zékona (zapisaného v diferencidlnom tvare) priamo dmerna plosnej hus-
tote priadu 4 = L1E. Kedze prad pozname a nas problém je sféricky sy-
metricky, tak vieme, Ze kazdou sférou musi tiect prave prud o velkosti I
a smerom kolmym na fiu. V reéi formal (nie tych motorovych...) zapiSeme

I

i(r) = 5- ‘T’__T’Z“ 3, kde 74 znadi polohovy vektor miesta A, kam pustame prad

I; a vektor r urcuje miesto, v ktorom zistujem plo$ni hustotu pridu ¢. Spolu
s Ohmovym vztahom tak ale fakticky pozname elektrickt intenzitu E v celej
oblasti. Vieme aj to, ze U = fcj? E-dr (integral po drahe z bodu C do D). Ak
si rozumne zavedieme sturadnicovi stustavu, tak vyjde celkom slusny integral,
ktory sa d4 spoéitat pomocou substitucie. Vysledok je, ako inak, rovnaky.
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Mdme vodivi izolovani gulovi Skrupinu nabiti ndbojom Q. Peto md bo-
dovyj ndboj rovnakej velkosti a chce si ho niekam odloZit. Ndjdite vSetky jeho
mozné polohy v priestore také, Ze nan nepdsobi Ziadna sila.

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzduso

2 VzorAk KuBus &

Zamyslime sa najprv, ¢o to vlastne znamena, Ze gulovd Skrupina je vo-
diva. Znamena to, Ze naboj sa po nej moze volne pohybovat. Ked teda niekde
do priestoru umiestnime bodovy naboj @ aj s jeho prispevkom k elektric-
kému pol'u, ndboj na skrupine to bude citit a zac¢ne sa nejako hybat. Bude
sa premiestiiovat po Skrupine az dovtedy, kym ho k tomu elektrické sily ne-
prestant nutit (natit hybat sa po Skrupine — moézu ho tlac¢it von zo skrupiny,
lebo tomu zabrafiuji vnatorné sily v materiali skrupiny). Elektrické pole na
Skrupine bude teda vSade kolmé na jej povrch.

Toto je celkom uZito¢na informécia, ale zratat rozmiestnenie ndboja na
Skrupine len z nej by bolo dost zlozité. Pozrime sa na jej ina formuléciu.
Potencial na celej Skrupine musi byt rovnaky, pretoze v opa¢nom pripade by
naboj z miest s vyS$Sim potencidlom tiekol na miesta s niz$im potencidlom
(az kym by sa to nevyrovnalo). Toto je uz trochu krajsia podmienka, stale
z nej vak nevieme zratat rozmiestnenie naboja na Skrupine. Podme si ho
teda istym sposobom tipnit.

MozZno poznate metdédu zrkadlenia pri pocitani interakcie naboja a vo-
divej roviny, skisme sa liou inSpirovat. Keby sme vodiva Skrupinu nahradili
nejakym bodovym nébojom, ktory by spdsoboval konstantny elektricky po-
tencial akurat v mieste povodnej Skrupiny, a keby ta konstantna hodnota
bola rovnaka ako v pripade povodnej Skrupiny, vedeli by sme ju nim potom
nahradit a postupovat podobne ako v priklade s vodivou rovinou. Umiest-
nime teda na$ naboj ) do pociatku siradnicovej ststavy a uvazujme druhy
naboj ¢ v bode (a,0). Elektricky potencial v bode (z,y) bude potom

1 Q 1 q

V=- — ,
dmeg /a2 +y2  4Ameo \/(z — a)? +y?
kde pre potencial bodového ndboja pouzivame Standardny vztah V = — 47350 %7

kde D je vzdialenost od naboja, pri¢om v nekone¢ne poloZime potenciil nu-
lovy. Skisme néjst vSetky body, kde mé potencial nejakia pevni hodnotu
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Vo. Vlastne, ak nahliadneme do nasledovnych vypoé&tov, zistime, Ze ovela
jednoduchsie sa nam buda hladat body, kde bude mat potencial hodnotu 0.
(S nenulovym Vi by boli rovnice dost Skaredé.) Upravujeme a dostaneme

1 Q 1 q

747T€() 1/x2+y2 747‘(’50 (Jc—a)2+y2

Q2($— Cl)2 +Q2y2 —q2$2 _ q2y2 =0
2*(Q® — ¢*) - 2Q%za + Q2a2 +37(Q* —¢*) =0
(Q% = *)(2? — 280 + ¥-y) +12(Q — ¢F) = s — Q%

222

2
(7= F5)" +v" = Gy

Aha. MnoZina vSetkych bodov (v rovine zy), v ktorych bude potencial nu-

2
lovy, bude akurat kruZznica so stredom v [%,O] a polomerom 62273‘22.75

Ak by sme si to celé napisali v priestorovych sturadniciach, alebo ak si uve-
domime symetriu celej situacie podla osi x, zistime Ze v troch rozmeroch je
tato mnozina gulova skrupina (sféra) s rovnakym stredom a polomerom. Ak
teda potrebujeme mat nulovy potenciil na Skrupine s polomerom R a stre-
dom vo vzdialenosti D od nasho naboja @, pre parametre a a ¢ pridaného
naboja musi platit

Qqa

2
Qe _p oW s =R

Q2 — ¢ Q2 —
Jednoduchym rieSenim tychto rovnic dostaneme

R R?
=+Q— a a=D——,
=04 )
pri¢om z =+ si vyberieme —, pretoZe znamienko naboja ¢ musi byt opaéné ako
naboja Q. Toto moézeme vidiet napriklad z druhej rovnice v predchadzajicich
apravach, jej umocnenim na druhu sa dalej tato informécia stratila. Cela
situacia bude vyzerat napriklad ako na tomto obrazku:

75 Geometricky je to mnozina bodov s rovnakym podielom vzdialenosti od dvoch danych
bodov — RieSenim je znadma Apoléniova kruznica.
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Yy

Qa\q
D

Zatial ni€ zlozité. Priam aZ velmi pekné, vSimnime si najmaé to, Ze naboj
q bude vo vzdialenosti RT; od stredu gul'ovej skrupiny, na priamke spajajucej
stred gkrupiny a nas naboj Q.”® Ak bol Q vonku, ¢ bude vnitri a naopak.
Cim blizsie bude ku gkrupine naboj @, tym blizsie k nej bude q.

Ak ma teda naga gulova skrupina prave nulovy potencial (¢o mimocho-
dom znamena, Ze sa sprava akoby bola uzemnen4), moézeme pouzit ,zrkad-
liaci trik* podobne ako pri vodivej rovine. (Ak ste takyto priklad nevideli,
skiuiste si potom spoditat silu, ktorou posobi nekonecna vodiva rovina na néa-
boj vedla nej.)

Takze trik: predstavme si dve situacie. V jednej mame naboj @ a vodiva
gulovi 8krupina s nulovym potencidlom (nech je naboj vonku zo Skrupiny
— ak je vnutri, vieme argumentovat podobne). V druhej mame naboj @Q a
druhy naboj g vo vypocitanej polohe vzdialenej a tak, aby v mieste gulovej
Skrupiny bol nulovy potencial. V oboch situacidch méme v oblasti priestoru
mimo naSej gulovej Skrupiny presne rovnaké tzv. okrajové podmienky: po-
tenciél je nulovy v nekone¢ne a na Skrupine, okrem toho je vSade prazdny
priestor okrem bodového naboja Q. Z tedrie elektrostatickych rovnic (Poisso-
novych, Laplaceovych rovnic) vyplyva, Ze takato situdcia moze mat nanajvys
jedno rieSenie pre hodnotu potencidlu, a teda aj hodnotu eletrického pola.
Inymi slovami, v oblasti mimo gule je nam jedno, ¢ je nulovy potencial na
jej okraji spésobeny vodivou Skrupinou alebo nabojom ¢, v8etky elektrosta-
ticky meratelné veli¢iny buda rovnaké. Okrem iného bude rovnaka aj sila
posobiaca na nas naboj Q:

76 Ak poznate sféricku (kruznicovtl) inverziu z geometrie, polohu naboja ¢ néajdeme
presne zobrazenim polohy naboja @ sférickou inverziou.

79



FX C5 Skrupina

Fuaa. Viem, Ze toto vysvetlenie nie je ani ndhodou tplné alebo korektné,
ale bez sofistikovanejsej teorie elektrostatiky (o Poissonovej rovnici pre po-
tencial a podobne) sa neda poriadnejsie formulovat, a bez pokrodilej teorie
diferencialnych rovnic sa asi ned4 rozumne dokazat. Ale snad sa to intuitivne
pochopit d4, a je to celkom uzitoény trik.”” (Najmi v pripade uz spominanej
vodivej roviny namiesto vodivej gule.)

Kazdopéadne, ak by mala naSa vodiva Skrupina nulovy potenciél, vieme
silu posobiacu na naboj @ lahko vypoéitat — Skrupinu jednoducho nahra-
dime nabojikom ¢ a silu zratame pomocou Coulombovho zakona. Lenze ¢o
ked je jej potencial nenulovy? Alebo, inak povedané, ¢o ak musi mat iny cel-
kovy néboj, aby mala nulovy potencial? Ni¢ jednoduchsie. Ak by Skrupina
musela mat celkovy naboj Q' na to, aby mala nulovy potenciél, stac¢i, ked
na povodnu Skrupinu rovnomerne rozmiestnime naboj Q' — Q, a je to. Alebo
naopak, sta¢i, ked na Skrupinu s nulovym nabojom rovnomerne rozmiest-
nime naboj @ — @', a mame nasu gkrupinu s nabojom Q.7® (1)

Uz len treba zistit, aky naboj musi mat Skrupina, aby mala nulovy po-
tencial. Znova nateraz predpokladajme Ze @) je vonku. Spomenme si, ze ak sa
pozerame len na priestor okolo Skrupiny s nulovym potencidlom, mézeme si
ju nahradit vypoc¢itanym nabojom ¢. (Samozrejme, naboj ¢ musi byt tam,
kde sme s nim ratali pri poc¢itani polohy a velkosti ¢ a a, nemdZzeme prinasat
nové naboje ani inak menit situaciu — moézeme iba merat elektrické pole a
podobne.) Ak teda obalime nasu Skrupinu do myslenej uzavretej plochy a
spoéitame celkovy tok elektrického pola touto plochou, dostaneme rovnaky
vysledok, ako keby sme to spravili pre ndboj ¢q. No ale z Gaussovho zakona
bude tento tok presne Q;;‘“, kde Qanu je celkovy naboj vnutri plochy. Takze
v oboch situaciach je celkovy naboj vnitri plochy rovnaky, a teda celkovy
naboj na Skrupine s nulovym potencialom je presne q.

77Zaujemcom odporagam si pozriet si nie¢o o medéde zrkadlenia v literature, napriklad
vo Feynmanovych prednéskach z fyziky, 2. diel, 6. kapitola. Alebo na internete, v angli¢tine
"method of images".

8Uvedomme si, ze skrupina ma vsade rovnaky potencial, & u# ma hocijaky celkovy
naboj. Ak na nu teda pridame nejaky naboj navySe, tento sa rozmiestni homogénne po
celej skrupine.
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A méame to. Podl'a tvahy () sa nasa vodiva gulova skrupina bude spravat
ako superpozicia vypocitaného ,nadhradného* naboja ¢q a rovnako vel'kej gu-
T'ovej skrupiny rovnomerne nabitej nabojom Q—Q' = Q—q. KedZe Q) je z nej
vonku, tato rovnomerne nabité Skrupina sa bude spravat ako bodovy naboj
rovnakej velkosti.” Nahradny naboj ¢ bude vnitri gkrupiny, ¢ize rovnakym
smerom od @ ako stred $krupiny (sily sa preto budu sé¢itavat). Celkova sila
posobiaca na @ je teda

1 Qq+ 1 Q(Q—q)

F = -
dmeg a?  4mey D2
1 ¢, 1 QA+
47T50 2 R? 2 47T€0 D2
D2 (1 2)

Ak ma byt F' = 0, potom

Q2
dmeoD? (1 —

Q2
2 )2 = 4megD?

0=(+H0 -5’3

o Ol

1+ 4)

3

Oznatme a = % a dostaneme rovnicu piateho stupiia pre a. Nastastie sa da
napisat ako sucéin kvadratickej a kubickej rovnice,

0=(1+a)(1-a®)?—a=a°+a*—2a® 2% +1
=@ +a-1)(a®—-a-1).

Jej jediny kladny realny koreii mensi ako 1 (stdle uvazujeme @ vonku zo

skrupiny a teda R < D) je prave korei a@ = ‘/52_1 prvého, kvadratického

delitela. V tom pripade D = g = R@.

Pozor, ked je naboj @ vnutri Skrupiny, nemoZzeme pouZit presne ta isti
avahu. TotiZz jednoznacnost rieSenia a teda ,rovnakost situacie” pre vodiva
Skrupinu a pre nadhradny naboj je teraz zabezpe¢ena iba vnutri Skrupiny.
S naSou gaussovskou plochou sa teda nemézeme hrat mimo Skrupiny, a hranie
sa vnitri ndm na uréenie naboja @’ Skrupiny prili§ nepomoze (rozmyslite si).

Naboj @’ v8ak jednoducho zistime inou tivahou. Ked je na gkrupine nu-
lovy potencial a mimo nej je len prazdny priestor, musi byt nulovy potencial
aj v8ade okolo nej. (Spomeiite si napriklad na jednozna¢nost rieSenia mimo
nej, alebo si rozmyslite ako by mohol vzniknut nenulovy potencial len tak
v prazdnom priestore.) Takze Gaussova plocha okolo Skrupiny nameria nu-
lovy celkovy naboj (teraz sa vobec nerozpravame o nahradzovani nabojom

" Podobne ako sa rovnomerne nabita gula sprava ako bodovy naboj s rovnakym celko-
vym nabojom.
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q, len o povodnej situacii, takZe nadm ni¢ nebrani hrat sa s gaussovskymi
plochami aj mimo Skrupiny), ¢iZe celkovy naboj Skrupiny ' musi byt rovny
—Q, aby vyrovnal naboj @ vnutri.8%

Teraz sa znova moZeme pustit do vypoctov podla avahy (f). Mame teda
@ vnutri 8krupiny a vodiva krupinu sme nahradili ndbojom ¢ a rovnomerne
nabitou Skrupinou s nadbojom Q — Q' = @ — (—Q) = 2Q. Ale vlastne —
tdto rovnomerne nabitd Skrupina na naboj @ nebude podsobit Ziadnou si-
lou, lebo tento je v jej vnutri!®! Takze sila na naboj @ bude pochadzaft len
od nadhradného néboja,

1 Qq

F = .
4deg a?

Toto nikdy nie je nula, kedZze ¢ > 0.

Okrem toho, Ze sme zabudli na $pecidlny pripad D = 0 — vtedy a vobec
nie je definované a celé doterajsie rieSenie nefunguje — ale vtedy je naboj
Q@ v trede gkrupiny a zo symetrie je jasné, Ze nanh nebude poOsobit Ziadna
sila. A tiez sme zabudli na Specialny pripad Q = 0, ked nai zjavne nebude
poOsobit ziadna sila v l'ubovolnej polohe.

Na naboj teda nebude posobit Ziadna sila ak bude sam nulovej vel'kosti,
ak bude v strede skrupiny, alebo vo vzdialenosti @R od jej stredu.

80Mozno uZ tusite, e na Q' nam nakoniec vobec nebude zalezat, ale chcel som ukazat
aj tato tvahu.

8lSpomeiite si napriklad na analogicky fakt, Ze gravitaéné pole vnutri homogénnej gu-
lovej skrupiny je nulové.82
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Yo Yo Y Yo Yo

Ked bola Marcelka na predndske, Janka jej zo stavebnice s ndbojmi zo-
brala dva rovnaké kladné ndboje o velkosti QQ a pribliZila ich do vzdialenosti d
od seba. Potom si nakreslila silociaru, ktord vychddzala z jedného z tyjchto nd-
bojov pod uhlom « ku spojnici oboch ndbojov. Do akej najmensej vzdialenosti
od roviny symetrie ndabojov sa tdto silociara dostane?

Zdroj: Kvant

X VzorAK Bzpuso &

Nu, pistici. Tento vzorak zafnem velmi stroho. Této tloha je naozaj
tazka. Napriek tomu, naozaj ma analytické rieSenie. Hadam bude pre vas
ponaucenim, Ze niekedy si treba zvolit naozaj bizarné stradnice, aby sa rov-
nice dali jednoducho vyriesit. Mnohi ste istotne okusili, Ze praca v kartézskej
suradnicovej ststave je slepa alebo prinajmensom velmi tinistd ulicka. Je
lepSie vratit sa spat na zaciatok a vymysliet nejaki ini cestu.

A teraz uZ pekne a po poradi. Alfou a omegou nagho rieSenia bude Gaus-
sov zékon, bez ktorého by sa sice tloha riesit dala, av8ak jednoduchsie by
bolo postavit z hracich kariet Koloseum. Pre poriadok a ¢iste z pedagogic-
kych dévodov si dovolim malt vsuvku, ktord mézu znalci s ¢istym svedomim
preskocit.

Gaussov zakon
Za¢neme kratkou reklamou:

Gaussov zakon je uplne super!

Aby ste mi ho kupili, mal by som ho dobre predavat, a uvedeny napis
vyzeréd urcite krajSie ako rovnica, ktora sa za nim skryva:

E.dS = 1 / pdV.
oD €0 Jp
Gaussov zakon je pre elektrostatické situacie ekvivalentny Coulombovmu
zékonu, len je zapisany vo velmi odlisnom tvare. Nebudem ho tu z Coulom-
bovho zakona odvodzovat, len si poriadne vysvetlime, ¢o jeho rovnica ukryva.
Za¢neme vyznamom jednotlivych pismen:

» D predstavuje nejaku (Tubovolni) myslent uzavreti oblast priestoru
(napr. zemiak, vnatro balona), D predstavuje hranicu tejto oblasti
(napr. zemiakova Supa, povrch balona).
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» dS predstavuje diferencialny kiisok hranice myslenej oblasti, dS je tejto
ploske prislichajaci vektor. Ma ta vlastnost, Ze je kolmy na povrch
hranice 0D, smeruje von z oblasti D a pre jeho velkost plati |[dS| = dS.

» E je vektor elektrickej intenzity.
» p je hustota elektrického naboja.

Ostatné pismenka, ako napriklad permitivitu vakua e, by sme mohli
v dave rozoznat.

Najprv si premyslime integral na pravej strane rovnice. Integrujeme hus-
totu naboja cez nejaku oblast. Vysledok bude analogicky, ako ked zintegru-
jeme hustotu hmoty cez nejaky objem, tzn. dostaneme celkovy néboj, ktory
je obklopeny hranicou oblasti 9D. MnoZstvo tohto naboja je eSte predelené
bulharskou konstantou &q.

Lava strana je o nieo komplikovanejsia. Je tam integral akéhosi skalar-
neho sacinu cez akusi plochu ... jednoducho vec, ktora si zasluzi nasledujaci
obrazok. Je na nom zakreslena diferencialna ploska d.S, ktora je taka mala, Ze
ju moZno prakticky povaZovat za plochi, a ktord tvori drobny kiisok hranice
oD:

dsS

b,
E

Tato ploska je tiez dost mala na to, aby sa elektricka intenzita E na jej
povrchu prakticky nemenila. Ak si elektrickt intenzitu v tomto mieste rozlo-
zime do smeru kolmého na povrch E | a do smeru rovnobezného s povrchom
E|, je jasné, ze ku skaldrnemu sicinu dS - E prispieva prave E | .

Aby sme sa s pochopenim dostali o kiisok d'alej, zmenime na kratky cas
ter¢ naSej pozornosti. Skisime si predstavit int, nasledovnu situéaciu. Cely
priestor je vyplneny vodou, ktord vo svojom objeme nejako prudi. Znova
si predstavime v priestore nejaka fixovant oblast D ohrani¢nu uzavretou
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plochou 9D. Ide len o myslenti oblast priestoru, ¢o znamené, %e prudiaca
voda o nej v principe nevie a vSelijako fiou moZe prechéadzat.

Takejto kvapaline mozno priradit rychlostné pole v(x,y, z,t), ktoré ho-
vori, aky je vektor rychlosti v jednotlivych bodoch kvapaliny v danom mieste
a Gase. Vezmime si nejaky konkrétny ¢as ¢t a podme skamat, ako by sa dal

interpretovat integral
f v-dS.
aD

Analogickym postupom sa dostaneme k rieSeniu otazky na diferencialnej
ploske dS. Uvazujme, o kolko sa na takejto ploske posunie voda za velmi
maly ¢as df. Voda sa posunie v smere vektora rychlosti, ako to ukazuje
nasledujici obrazok:

Vieme si predstavit, Ze v pripade velmi malej oblasti dS by bol objem
kvapaliny, ktora vytiekla cez tito plosku, akysi rovnobeznosten so zakladnhou
dS a s vyskou dh = |v||dt. Objem vytecenej kvapaliny by bol dV = dhdS
a objemovy prietok vody touto pléskou by bol

dVv
dQ = — = ds,
Q=g =l

pricom v pripade, Zze by voda prudila dnu, bolo by tam eSte zaporné zna-
mienko. To sa da formalne da zapisat presne ako

d@ =v -dS.

Teraz porozmyslajme nad tym, ¢omu sa bude rovnat integral cez cela
hranicu oblasti dD. Zrejme dostaneme

% v-dS =Q,
oD
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kde Q je celkovy vytok vody zvniitra tejto oblasti. Ak predpokladame, Ze
voda je nestlacitelna a vo vnuatri sa naim nevytvéaraja nijaké zahadné bub-
linky, tak hustota vody je vSade v priestore konsStantna a zrejme rovnaké
mnoZstvo vody, aké z nasej oblasti D niekde vytecie, do nej musi v nejakej
inej Casti aj vtekat. To znamené, Ze celkové @) je rovné nule a plati

j{ v-dS =0.
oD

Tato rovnica sa dost podoba na Gaussov zakon s nulovou hustotou néa-
boja. Aby sme pochopili, Ze stuvislost tecenia vody s Gaussovym zakonom je
omnoho silnejsia, rozmyslajme dalej. Predstavme si, Ze mame vnitri oblasti
D zdroje vody. Nejaké rozpravkové vodovodné kohtutiky, v ktorych sa voda
vytvara z nicoho. Kazdy takyto kohutik bude mat nejaky objemovy prietok
Q;,% ktory moze byt kladny alebo zaporny podla toho, ¢ vodu do systému
dodéava, alebo ju vyciciava. V takom pripade by sa nas Gaussov zékon pre

te¢icu vodu zmenil na
v-dS = Q.
ot es=xe

No ale pockat, tato rovnica ma presne rovnaky tvar ako Gaussov zékon!
Ved suma je tiez len ,akoby integral“. A takejto rovnici uz celkom jedno-
ducho rozumieme. Hovori len o tom, kolko vody vytekéd z nejakej uzavretej
plochy, ked st v nej nejaké zdroje a nejaké odberace vody. Skasme najst
nejaké analogické pochopenie elektrickych veli¢in v Gaussovom zakone. Na-
piSme si ho este raz:

oD €o

Co takto predstavit si, ze aj elektrické pole tecie?3* Smer a akasi rychlost
tefenia je vyjadrena elektrickou intenzitou E. Naboje uzavreté oblastou sa
spravaju ako vodovodné kohutiky s prietokom @Q/eg. Integral na lavej strane
rovnice teda hovori o tom, kol'ko elektrického pola vyteké cez hranicu 9D, a
prava strana hovori o zdrojoch tohoto teéenia, ktorymi st elektrické naboje.

Predstava, Ze elektrické pole tecie, sa zda na prvy pohlad dost tchylna.
Avsak tento pojem sa naozaj zauZival. Ked si vezmem hocijakd (nie nutne
uzavret) plochu S, tak integral

<I>:/E~dS’
5

83 Je priam rozpravkovy zéazrak, Ze aj prietok vody, aj elektricky naboj sa zvykni znacit
rovnakym pismenom. V naSich gaussovskych tivahach maja aZz napadne podobnu repre-
zentéciu.

84Dokonca tedie ako nestladitelna kvapalina! Pri dalsom $tudiu navyse zistite, Ze elek-
tromagnetické pole sa §iri priestorom rychlostou svetla, ma vlastnt energiu, hybnost a
dokonca aj vlastny moment hybnosti. Myslite si stale, Ze pole je len matematickd pred-
stava, alebo ho uz povazujete za akusi formu hmoty?

E.dszl/pdv.
D

86



FX C6 Ciara

sa nazyva tok elektrického pola (resp. tok intenzity elektrického pola E)
plochou S. No a podobné toky zohraju jednu z klac¢ovych tloh pri rieSent
problému s naSou silo¢iarou.

Po dlhsej odbocke samotné rieSenie

Co vieme povedat o mieste, kde sa silo¢iara najviac priblizi k rovine
symetrie? Napriklad to, ze elektrické intenzita v tom mieste bude rovnobeZné
s touto rovinou, ako to zobrazuje pravy z nasledujicej dvojice obrazkov.

d/2 d/2

Ak si zavedieme parametre b, ¢, 5 a -y tak ako na obrazku, tuto podmienku
si vieme napisat ako
Q 1 Q

dmeg 2 cos § = dreg b2 oS

odkial dostavame
b% cos f = ¢? cos .

Z geometrie trojuholnika, konkrétne zo sinusovej vety, dostavame dalsie rov-
nice:
b ¢ d
sinB  siny sin(B+7)’

Tieto tri rovnice nevyzeraju nijako zle, ale treba si uvedomit, Ze je to prave
vdaka dobre zvolenym parametrom.

Vsimnite si, Ze zatial mame tri rovnice o $tyroch nezndmych. Vidime,
7ze nam do systému zatial nijako nevosiel uhol «. Zrejme mnoZina rieSeni
takejto stistavy rovnic vedie k najdeniu mnoziny vSetkych bodov, v ktorych
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sa nejakd siloiara najviac priblizi k rovine symetrie. Otazka teraz znie: aké
dodato¢na podmienka plati pre Specialnu silo¢iaru, ktora vychadza z naboja
pod uhlom «?

Teraz nadchédza ten kltacovy okamih, kedy po dobrom marketingovom
tahu kone¢ne pouzijeme Gaussov zakon. Vezmime si povrch, ktory vznikne
rotéciou nadej silo¢iary okolo spojnice nabojov,®® a k tomuto povrchu sprava
nalepime rovinnu plochu. Napravo od naboja nam takto vznikne uzavreté
oblast tvaru akéhosi stlaceného kuzel'a, ktorého plast tvori povrch sledujici
silo¢iary a ktorého podstavu tvori kruh prechadzajici aj hladanym bodom
— bodom najblizsieho pribliZenia nasej silo¢iary ku rovine symetrie nabojov.
Cela situécia je znazornend v reze na nasledujicom obrazku nalavo.

X

. <l .

>< rez spomfnanou /
uzavretou plochou,

sprava uzavretou
kruhom

Podme si pre tato oblast (a plochu dana jej povrchom) zapisat Gaussov
zakon. Uplne najprv musime urcit, kol'ko naboja je uzavretého vo vnitri.
Aby sa nam to podarilo, nemdZeme si naboj predstavovat ako bodovy, ale
ako miniatarnu gul6cku, ktora je usidlend v ostrom rohu nasej plochy. Aka
cast tohto naboja je v jej vnutri?

Ak by bol napriklad naboj gul ¢ky rovnomerne rozlozeny po jej povrchu,
s povrchovou hustotou ¢ = dostaneme pre naboj Q* uzavrety vnutri
nasej plochy

471'7"2 ’

Q= / odS = o (27r sin 9)

cos « %/_’ 9
o ds

:/ 2rro do = 27120 (1 — cos @) = %(l—cosa),

COos &

85]de zrejme o body vietkych siloéiar, ktoré vychadzaju pod uhlom o v rézne natocenych
rovinach.
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kde sme si povrch gul6¢ky rozlozili na mnoZstvo prstencov s vrcholovym
uhlom 6, ktoré vytinali na osi = interval sirky dz a pre ktorych povrch sme
vyuzili vztah dS = O - ds, kde O je obvod prstenca a s je jeho skuto¢na
sirka. Nakreslite si k tomu obrazok!

Mozete si rozmysliet, Ze rovnaky vysledok by sme dostali aj pre homo-
génne nabitt guldcku, alebo vlastne hocijaké rozlozenie naboja, ktoré by
sposobovalo rovnaké (vonkajsie) elektrické pole ako bodovy naboj.86

Ak sme teda nasli celkovy naboj @Q* vnutri nasej gaussovskej plochy,
vieme, Ze tok elektrického pola touto plochou musi byt rovny Q*/eq. Na-
vySe, a presne pre toto sme si zvolili plochu prave takto, vSetko pole vyteka
len kruhovou podstavou. V ostatnych miestach je totiz gaussovska plo-
cha tvorena silo¢iarami a preto tadial Ziadne pole nevyteka.®” Tok kruhom
budeme oznacovat @, a teda plati

b= Q(lfcosa).
280

Avsak, pre elektrické pole plati princip superpozicie, preto musi byt tento
tok rovny suctu tokov sposobenych jednotlivymi bodovymi ndbojmi. Na ur-
¢enie toku cez nas kruh v pritomnosti iba jedného z nabojov méZeme pouzit
podobny postup ako doteraz, ked sme tam mali ndboje dva. Tentoraz budi
dokonca silo¢iary rovné, takze pouzité gaussovské plochy buda pekné kuze-
Tovité — ale to nés vlastne vobec netrapi, v koneénom dosledku zavisi len
na uhle, pod ktorym vychadzaji z naboja. Ak sa zapozerame do druhého
z ostatnej dvojice obrazkov, prideme takto k rovnosti

Q Q Q

2—60(1—cosa) = E(l—cosﬁ)—ﬁ(l—cosv)
l—cosaa = 1—cosfB—1+4cosy
1—cosae = cosvy—cosp.

Dalsia rovnica a opat vyzera pekne, ak sa zapiSe pomocou uhlov 5 a
~. Uréite preto uz nejdeme filozofovat a v takto zvolenych stradniciach®®
privedieme problém ku $tastnému koncu.

86 Alebo, ak vam takyto postup nevonia, mézete si naboj nechat bodovy, ale gaussovskej
ploche odstrihnit roztek. Potom by bol celkovy naboj vnitri plochy nulovy, ale museli by
sme vypocitat tok elektrického pola cez plésku, ktora vznikla odstrihnutim. Ak si tato
strihaciu plosku zvolime spravne, vobec to nie je zlozité, a dopracujeme sa k rovnakému
vysledku.

87Skalarny stéin E -dS je tam rovny nule.

88Hladany bod leZiaci na nasej silo¢iare v rovine je tymito dvoma uhlami jednoznaéne
uréeny, preto si mézem dovolit termin suradnice
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Zostéava problém, ako z tychto rovnic rieSenie nejako vybusit. Vezmime si
napriklad nasu rovnicu z Coulombovho zakona a rovnicu zo sinusovej vety

b ¢
sin  siny’

b% cos B = c? cosy a

Ich vhodnym ponasobenim sa zbavime dlzok b a ¢, a dostaneme
.2 2
sin“ 8 cos 8 = sin” y cos 7.
Odtial postupnymi apravami

(1 —cos? B) cos B = (1 — cos® ) cos~y
cos® 7y — cos® B = cosy — cos 8
(cosy — cos ) ((:os2 ~ 4 cos 7y cos B + cos? B) = cosy — cosf3
cos? B + cos fcosy + cos?y = 1.

V poslednej tprave sme vyuzili fakt, ze cos  # cos~y. To by totiz znamenalo,
7e silo¢iara sa dostane az k rovine symetrie, ¢o zrejme plati iba pre Specialny
pripad a = 0.

Podarilo sa nam znizit stupeii rovnice na 2, takZe je uz pre nas vyrazne
jednoduchsia. Ak si za niektory z uhlov dosadim z rovnice ziskanej pre tok
®, dostanem po uprave kvadratické rovnice

cos? B+ cos B(1 — cos @) + (cos® e — 2cos ) /3 = 0 resp.

cos? v + cosy(cosa — 1) + (cos® a — 2cos @) /3 = 0.

Ich riegenim®® dostévame

cosa—1+ /(3 —cosa) (L +cosa)/3

cos 8 = 5 resp.
1-— 3 — 1 3
cosy — cosa + /( gosoz)( +cosa)/ .

Tym je kus Skaredej roboty vyrieSeny. Ked pozname kosinusy uhlov
a v, vieme si vyjadrit aj sinusy. Vo vysledku ich teda vyuZijem ako vhodni

89Vylu¢ime pri tom mensie z rieSeni, pretoze vedi na zaporné hodnoty kosinusov.
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substittciu. Pre hfadant dlzku z plati jednoducho

d
x:§—ccosb’
d
=— — ——sinycos 8
2  sinvy
—g—isin cos f3
2 sin(B+7) 7
d( ZSin’ycosB)
=—(1—- .
2\ TS+ )

To je uz vysledok v asi najkomprimovanejSom tvare. Za uhly dosadzat
uz nebudeme. Ozaj by to nevyzeralo pekne.

RieSenie podl'a Dalimila Mazaca,

ktory napriek tomu, ako som uvéadzal tento vzorak, ulohu v kartézskych
saradniciach vyriesil. Pri ukazovani jeho postupu budem pouzivat niektoré
v predoslom texte nadobudnuté poznatky.

Zaved'me si saradnicova ststavu s osou x zhodnou so spojnicou nabojov a
s osou y v rovine ich symetrie. Vezmime si vSetky silociary, ktoré vychadzaju
z jedného z nabojov pod uhlom a. Tvoria rota¢ne symetrické priestorové
teleso, ktoré najprv vyzera ako kuzel, no potom sa rovnako ako silo¢iara stoci
spat. Vezmime si taku istu plochu vychadzajicu aj z druhého z nabojov.

Priestor medzi tymito dvoma plochami obsahuje na zéklade uz popi-
sanych tvah a vypoctov naboj Qvnatri = 2% (1 —-cosa) = Q (1 —cosa).
Napokon uzavrime tento priestor valcom s rota¢nou osou na spojnici nabo-
jov. Polomer valca nech je y, a v rovine zy nech silo¢iary z nabojov pretnii
valec v bodoch [tz, +y]. Polomer valca nevolime nutne tak, aby jeho plast
prechadzal hladanym bodom, ale Gplne vSeobecne.

A

N
v
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Takto sme si vytvorili uzavreta plochu, ktora na oboch koncoch sleduje
smer siloCiar (a teda tok pola cez fiu je nulovy) a uprostred, na intervale od
—x po x, mé tvar valca s polomerom y. Plastom valca musi podla Gaussovho
zékona pretekat tok & = % (1 —cosa).

My vsak vieme, Ze na povrchu plasta je kolma zlozka intenzity elektric-
kého pola rovné

EL(§77y) = Q Y + Y )

o\ (e ara?)” (e -a?)

rovnost pre jej tok ® cez plast valca nam teda udava podmienku, ktort musia
spliiat staradnice = a y:

x

ELdS:Q(l—cosa).
€0

—T

Pre stru¢nost ozna¢me (1 — cosa) = Q. Ak si napiSeme dS = 27y, dZ a

pri integrovani zvolime substiticiu i‘:l:% = ysinh ¢,”° dostaneme po spoé&itani
integralu rovnicu

_ x+d/2 x—d/2
VP @+ d2? iR+ (- df2)R

Takto sme Sikovnou fintou dostali rovnicu silo¢iary. Vsetky dvojice bo-
dov [z,y], ktoré spliaju tuto rovnicu, lezia na silo¢iare vychadzajicej pod
konkrétnym uhlom «. Teraz skuisime najst na tejto konkrétnej silo¢iare bod,
ktory je najblizsie k rovine symetrie.

Spravme si diferencial obidvoch stran uz ziskanej rovnice. Na pravej
strane sice ziskame Skaredy vyraz,”! ale na I'avej strane bude nula, a v najb-

90Hyperbolické funkcie st definované ako
(et + eit) a

(et — eit) s

cosht =

N = N =

sinht =

pri¢om si mézete overit rovnost cosh?t — sinh?t = 1 a Ze navzajom je jedna derivacia
druhej. V naSom integrali potom dostaneme

dt inht inh ¢
/ﬁ:tanht+0=sm +C=L+C~
cosh” t cosht sinh?t+ 1

91Nejdem ho tu vypisovat, skiste si to spo&itat na papieri. Nezabudnite, Ze diferencial
treba robit zo vietkych premennych, takZe napriklad d(z? 4 y?) = 2z dz + 2y dy.
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lizgom bode silo¢iary k rovine symetrie navyse dr = 0.92 Ak ziskany vztah
eSte vydelim y dy, zjednodusi sa na

x+d/2 x—d/2
2+ (@ +d/2)2)*? (g2 + (@ —d/2)2)**

Hla, rovnica pre mnoZinu bodov v rovine, ktoré st na svojej silo¢iare
jej najblizs§im bodom k rovine symetrie. Mam teda dve rovnice o dvoch
neznamych, nés zaujima hodnota x. Aviak, ako odtialto vyjadrit z? Ziada si
to mazané substitticie”® a vela trpezlivosti. Pre jednoduchost ozna¢me d/2
ako a. Pokial vezmeme substitiiciu

22 + 42 +a?
2ax

a dosadime do nasich dvoch rovnic, daju sa tieto upravit na tvar

+a r—a
V2axf) = m +
Vz+1 Vz—1
0 — r+a r—a

+ .
(+1)%% (2 -1)%?
7 druhej z tychto rovnic Tahko prideme k vztahom

2/3
2 a—=x
2 (52)
z4l=— " z—1= i

ax\2/3 wn\2/3
1+(Mm) 1+(a5)

Ked ziskané vztahy dosadime do prvej zo sistavy rovnic a poriadne upra-
vime, dostavame ju v tvare

2VazxQ =41 - (Z;i)z/g ((a+x)—(a+x)1/3(a—x)2/3).

Je rozumné hladat rieSenie rovnice v tvare z(Q) = k(Q)a. Po tomto
dosadeni a d'alSej uprave dostavame rovnicu do tvaru

WO = <(1 n k;)2/3 —(1- k)2/3)3/2.

92 Ak celkovy diferencial nie je vas kamarat, skiste sa na to pozriet alternativne. Vyraz
na pravej strane rovnice je pozdl# silo¢iary konstantny (lebo ten na lavej strane je) a
v najblizSom bode ide silo¢iara v smere y. TakZe zderivovanim toho vyrazu v najblizSom
bode podla y musime dostat nulu.

930d mazaného riesitela
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Pokial obe strany rovnice umocnime na druhii a roznasobime zatvorku
na pravej strane, mozeme postupne upravovat:

4kQ: = (1+k)?-30+k*" 01—k +
131 +k)P -k - (1—k)?
h(Q*-1) = 30+82 1= (1=K -1 +1)7°)

2/3
wm(1-0%) = 3(1-#)" (2vk)
Poslednti rovnicu mozno umocnit na 3/2 a potom vydelit 2v/k. Tak do-
stavame 5/
E(1-02)*?=3v3(1-#)Q,
¢o je to isté ako
16 (1 — Q2)°

2 —

teda pekna kvadraticka rovnica s jedinym kladnym, a teda hladanym rieSe-

nim
_02)3 _02)3
poAa-0T 0 /4 a-07
27 02 27 02

Teraz staci vratit v8etky substiticie a dostadvame rieSenie

B 1 (1-(1—-cosa)?)?® 1 1 (1-(1-cosa)?)?
v=d \/27 (1 —cosa)? +4_\/27 (1 — cos)? )

Nuz, je na vas aby ste sa rozhodli, ktoré rieSenie je elegantnejsie a ktory
vysledok je v krajSom tvare... a vbbec, aby ste si overili, Ze oba vysledky su
naozaj rovnaké!*

94C0 je, zasa raz, tloha pre mazany matematicky softvér.
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GravitAcia

To show this diagram properly, I would really need a four dimensional
screen. However, because of government cuts, we could manage to provide
only a two dimensional screen.

STEPHEN HAWKING

95



FX D1 - PLOCHA ZEM
). &) SAGAGAe

Je vSeobecne zndme, Ze Zem je gula s polomerom R. Kedysi si vSak ludia
mysleli, Ze Zem je nekoneénd homogénna platiia s hrubkou h. Zistite, akd
by musela byt tdto hribka h, aby bolo na ,plochej Zemi* rovnaké gravitacéné
zryjchlenie, ako je teraz. Predpokladajte, Ze hustota ,plochej Zeme“ by bola
rovnakd, ako je priemernd hustota Zeme teraz.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

¥ VzorAk Bzpuso &

Kym sa dame do prace, zopakujmesi dva zname fakty o gravita¢nom poli.

» Hmotny bod s hmotnostou dm vytvéara v kazdom bode gravitaéné pole
dané Newtonovym vztahom

d
dg = G,
T

kde &, je jednotkovy vektor smerujici od hmotného bodu do miesta,
v ktorom hladame gravitac¢né pole.

» Gravitacné pole od viacerych hmotnych bodov ziskame jednoducho ako
sticet gravita¢nych poli od jednotlivych hmotnych bodov.

Ak sa zmierime so znamym vztahom pre gravitaéné pole gule a potom
integrovanim ziskame vztah pre gravitacné pole rovnej dosky, iloha je vyrie-
Sené. To naozaj urobime, ale vzapéti si ukdZeme, ako sa dala tloha vyriesit
dplne bez integrovania.”® Avsak dockaj &asu, ako hus hlasu! Aby sme doce-
nili krasu spominaného triku, najprv si ukdzeme pracné rieSenie s pouzitim
integralov.

Predstavme si nekone¢ni dosku s hribkou dh a s hustotou p. Podme
zistit, aké je gravitaéné pole vo vySke h nad fou. Zavedme si oznadenia
vzdialenosti a uhlov, ako na nasledovnom obrazku:

95 Aby som nezavadzal, jeden integral v riefeni zapiSeme, ale v skuto¢nosti integrovat
nebudeme. Postadi nam znalost, Ze integrdl vyjadruje akysi sucet.
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Zo symetrie je jasné, ze hladané g bude smerovat kolmo na rovinu. Rov-
nako vzdialené ¢asti roviny pritom prispievaju rovnako velmi. Preto si ju
rozdelime na prstence s polomerom s a Sirkou ds. Z geometrie vidno, 7Ze ak
si ako staradnicu zvolime uhol ¥, tak

_h
T_cosﬁ
a
s = htgd
3
h

Hmotnost ststredena v jednom prostenci je
d*m = 2npsdsdh
a ku gravitaénému zrychleniu vo zvolenom bode prispieva
d?>m
dzgrovina = G_2 cos
r
d
= 27wGp dh—sTQS cos v
h2
—L— tgddv
= 21Gpdhet? 2~ hf

cos2 9

= 2nGpdhsindddy.

cos ¥

Integraciou cez ¥ od 0 po 7/2 dostaneme celkové pole od nekonecnej
tenkej roviny

/2
dgrovina = 27Gp dh/ sin 9 dd
0
= 2nGpdh.
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Vidime, Ze pole od nekonecénej roviny nezdvisi od vzdialenosti h. Je rov-
naké v celej polrovine. Preto ak vezmeme mnozstvo takychto tenkych rovin
a poukladame ich do jednej vrstvy s velkou hrubkou H, vysledné pole bude
jednoducho

Jrovina — 27TGPH

Tento vysledok sta¢i porovnat s gravitatnym polom gule, o ktorom je
zndme,”® ze

M
Jgula = Gﬁ
47GpR
73 .

Porovnanim ziskanych vysledkov dostaneme, Ze gravitacné zrychlenia
budi rovnaké, ak

Trik — Gaussov zakon

Teraz si ukdZeme, ako moZno zapisat gravitaény zakon v inom tvare,
ktory je uzitoény v niektorych Specifickych situaciach.”” Uvazujme TI'ubo-
vol'ni uzavrett plochu v trojrozmerom priestore (napriklad plocha ohrani¢u-
juca zemiak, ale v nasom pripade ide o nehmotnii, myslent plochu). Nech sa
niekde v jej vnutri nachddza hmotny bod s hmotnostou dm. Podme skamat
nim vytvorené gravitacné pole na nasej myslenej iplne hocijakej uzavretej
ploche.

9Ked sa nad tym zamyslite, vobec nie je jasné, preto by pole od homogénnej gule
malo byt rovnaké, ako od hmotného bodu rovnakej hmotnosti umiestneného v strede tejto
gule. Vezmime si napriklad bod v blizkosti povrchu gule: Vidno, Ze niektoré ¢asti gule st
vyrazne bliZsie, neZ stred gule. Iné zas prili§ d'aleko. Dalsie dokonca posobia gravitacnou
silou Gplne zlym smerom! Napriek v8etkému, ono to tak naozaj je! Ide v8ak o netrivialny
matematicky vysledok.

97Najméi v takych, ktoré st nejakym sposobom symetrickeé.
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Ak sa budeme pozerat z hmotného bodu smermi vnitri malého priesto-
rového uhla s velkostou df2, vymedzime na povrchu plogku s velkostou dS.
7 lahkej geometrie”® nahliadneme, Ze

dS = r2dQ/ cos b,

kde 6 je uhol, ktory zviera spojnica plésky s hmotnym bodom a kolmica na
plosku. Malej plogke este priradime normalovy vektor, ozna¢me ho dS. Ten
je kolmy na nasu plosku a jeho velkost sa rovné velkosti plogky.

Ak si eSte spomenieme na vztah pre gravitaéné pole, méZzeme sa pustit
do boja. VSimnime si zdporne vzaty skalarny sacin

—dg-dS = dgdScosé

Gdm r?dQ
= cos
r2  cosf

= GdmdS.

Tento teraz zintegrujeme cez cely povrch (vSetky plosky dS), tzn. cez cely
priestorovy uhol. Pre kazdy kisok povrch je vSak G aj dm konStantné, preto

98 Priestorovy uhol je definovany ako plocha, ktori vybranymi smermi vymedzime na po-
vrchu jednotkovej gule.
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mozeme upravovat

—?{dg-dS = /dedﬂ
S

= de/dQ
s
4G dm,

kde sme vyuzili fakt, Ze cely priestorovy uhol®® je 4.
Este nekonc¢ime! Predstavte si vnutri naSej plochy viacej (n) hmotnych
bodov a sami si rozmyslite nasledovné tvrdenia:

» Gravita¢né pole na povrchu mozno vyjadrit ako vektorovy sucet jed-
notlivych poli, tj.
g=dg; +...+dg,.

» Skaldrny sucin zéavisi od zloziek vektorov linearne, preto

g-dS =dg;-dS +... +dg, -dS.

» Integral cez cely povrch mozno rozdelit na sacet n integralov, v ktorych
uZ vystupuje len jedna hmotnost a ktoré st identické s integralom o par
riadkov vyssie. Preto plati

—j{g~dS:47rGM,

kde M je sucet hmotnosti vSetkych hmotnych bodov vnitri myslenej
plochy.

Tiez si sami premyslite, pre¢o hmotné body mimo myslenej plochy do integ-
ralu neprispievaji. '

Spit k rieSeniu

DokaZeme si, Ze gravitacné pole gule je identické s gravitainym polom
hmotného bodu. Zo symetrie je jasné, Ze hladané gravitaéné pole smeruje
do stredu gule a zavisi len od vzdialenosti (nie od smeru). Obklopme teda
nasu gulu myslenou gulovou plochou s polomerom 7 > Rgura. Vidime, ze

99T}, povrch jednotkovej gule.

100Hint: Nulovy priestorovy uhol. Teleso sice vidime v istych smeroch, ale v kazdom
jednom smere vidime dva povrchy opacne orientované! Ich prispevky do integralu sa
navzajom vyrusia.
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viade na tejto ploche je g rovnako velké a navySe rovnobezné s dS (tj.
kolmé& na povrch). Preto mozno pisat

— %g -dS = gguraS = 47GM

Joula dnr? = 47GM
GM
Jgula 2

Vidime, Ze polomer gule R do vysledku nevstupuje.t9!

Teraz gravitacné pole nekonecnej roviny (dosky). Zo symetrie je jasné,
ze g smeruje kolmo do roviny. Zavislost od vzdialenosti jasna nie je. Preto
si §ikovne zvolime taki ,gaussovska“ plochu, aby sa nam integral dobre

pocital.

Téato uzavretd plocha pozostiva z dvoch podstav toho istého, no inak
Tubovolného tvaru, ktoré sa nachddzaja v rovnakej vzdialenosti h na opac-
nych stranich dosky. Plochu kazdej z nich ozna¢me S,,. Plocha sa uzatvara
cez plast spusteny kolmo na rovinu.

Comu je rovny integral v tomto pripade? Vsimnime si, Ze na kazdom
kusku plasta je skalarny sucin g - dS rovny nule, teda plast do hodnoty
integralu vobec neprispieva. Sta¢i teda zratat integral cez podstavy. Tam je
vSak g konstantné a navySe kolmé na povrch. A my uZ vieme, Ze to predsa
nie je ziadne integrovanie! MéZzeme hned pisat

- fg -dS = 2grovinasp = 47GM
2grovinaSp = AnG pHSp
= 2nGpH.

Grovina

1017 n0ova pripominam, 7e tento vysledok nie je samozrejmostou, a Ze zah vdacime zavi-
losti gravitacnej interakcie od 1/r2.
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FX D1 Plocha Zem

Opét raz dostavame, Ze takéto pole nezavisi na vzdialenosti A od roviny.
Aké jednoduché! Takto rychlo sa daja pomocou Gaussovho zakona odvodit

vztahy pre geura @ grovina. Dopracovat sa k vysledku je teraz uz trividlna
zélezitost.

PozNAMKA 1: Skuste si ako cvidenie pomocou Gaussovho zékona do-
kazat, Ze gravitatné pole vnutri homogénnej Skrupiny je nulové (iny dokaz
najdete v poznamke pod ¢iarou vo vzorom rieeni ilohy FX D3 POLGULE).
TieZz si mozete dokéazat, Ze vnuatri homogénnej gule klesa gravitatné pole
linedrne z hodnoty na povrchu na nulovii hodnotu v jej strede.

PozNAMKA 2: Bohuzial, Ziadnu praktickd tlohu na vyuZzitie Gaussovho
zékona pre gravita¢né pole nendjdeme. Gauss ho vSak v skuto¢nosti vobec
neformuloval pre gravitacné, ale pre elektrické pole. Naozaj, ved stadi spravit
zdmeny M — Q, g - E a G — 1/47eq a dostavame

fBas-2.

Lala, kone¢ne vidime, preo je v Coulombovom zakone hlapy faktor 1/4mw.
Aby ziadny hlapy faktor nevystupoval v rovniciach vysgej fyziky.

Aplikacie tohto tzv. Gaussovho zdkona st dalekosiahle. Ide o jednu zo Sty-
roch Maxwellovych rovnic, ktoré podavaju uplny popis elektromagnetickych
poli a ktoré v sebe koduju aj Specidlnu teoriu relativity!
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FX D2 -~ ASTEROID
& Yo Ye e v

Azag sa hral so svojim novym dalekohladom, ked zrazu spozoroval pohy-
bujici sa asteroid. Azag zistil, Ze tento asteroid sa prdve nachddza vo vzdia-
lenosti d od Sinka, jeho okamzitd rychlost je v, a smer jeho rychlosti zviera
uhol a so spojnicou asteroid-Slnko. Akd je jeho peridda obehu okolo Slnka?

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzdugo

2 VZORAK JAKUB &

Najprv si sformulujem tlohu tak, aby som ju bol schopny vyriegit. To je
zéklad :-). Ako prvé zabudneme na vSetky telesa okrem Slnka a asteroidu.
Dalej sa uspokojime s nerelativistickym rieSenim. To by eSte stale mohlo byt
tazkeé, takZze sa uskromnime s popisom Slnka a asteroidu pomocou modelu
hmotného bodu. Ako jedint interakciu medzi Slnkom a asteroidom budem
uvazovat newtonovskt gravitaciu (Gize Ziaden tlak slne¢ného Ziarenia, je mi
Iato). Celkovo sme situdciu maximalne sprehladnili za cenu toho, Ze igno-
rujeme krasnu otvorend hviezdokopu Plejady (pred svitanim je ju krésne
vidiet) a okrem toho aj plejadu zaujimavych javov spojenych s vplyvom
okolitych planét (precesia perihélia a iné poruchy dréhy), relativistickymi
efektami (tiez precesia perihélia; pozorovana najlepsie na drahe Merkdaru),
rotéciou telies (precesia zemskej osi, nutéacia), deformovatelnostou telies (sla-
pové javy: priliv/odliv, spomalovanie rotacie Zeme) alebo slneénym vetrom
(plachtenie kozmickej plachetnice). Vybrali sme si vSak tak, aby jav (pohyb
po trajektorii), ktory chceme $tudovat, ostal veelku nedotknuty ustanove-
nymi zjednuSeniami.

Ulohu vel'mi efektivne vyriesime, ak si spomenieme na Keplerove zakony
a zakon zachovania energie (mechanickej, pravdaze). Mali by sme si teda
pripomenut prvé dva Keplerove zakony v ich st¢asnom zneni - tie sa nam
budta hodit. Platia pre ststavu pozostavajicu z dvoch hmotnych bodov,
ktoré na seba posobia prostrednictvom potencialu tvaru U(r) = —£ kde sa
uvazuje x > 0.192

» Kazdé z telies sa pohybuje po elipse/parabole/hyperbole!?3, v ktorej

ohnisku (resp. v jednom z ohnisk) sa nachadza tazisko sistavy.

102Napr. pre gravitaciu podla Newtona plati kK = GmM, kde G je gravitacna konstanta
a m, M st hmotnosti oboch telies.

103patologické pripady, ked sa telesa pohybuju iba po priamke k sebe alebo od seba sa
daju chapat ako limitny pripad tychto ,slusnych“ kuzelosediek.
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FX D2 Asteroid

» Pre kazdé z telies plati zakon zachovania momentu hybnosti vzhladom
na tazisko ststavy. Konkrétne pre zlozku momentu hybnosti kolmu na
rovinu pohybu telies!®* dostaneme znamu formuléaciu o konsgtantnosti
plochy opisanej sprievodi¢om telesa za jednotku ¢asu.

KedZe nas asteroid je zrejme omnoho T'ahsi ako Slnko!®, tak tazisko sii-
stavy je velmi blizko bodu, do ktorého sme skoncentrovali hmotu Slnka. Inak
je pocitanie bohatSie o jeden koeficient, avsak neposkytuje bohatsi Zivot...
To sa hovori. My sa o tom presvedéime! Nech teda hmotnost m je hmotnost
asteroidu a M je hmotnost Slnka. RieSme problém z taZziskovej sustavy. T4
je vdaka horeuvedenym predpokladom inercidlna.'®® Kvoli prehladnosti za-
vediem konStantu k = M{”{m. Potom ak L je vzdialenost telies od seba, tak
vzdialenost asteroidu od taziska ststavy je r = kL. Vzdialenost Slnka od ta-
ziska sustavy je R = (1 — k)L. Citatel by si mal premysliet, ze v taziskovej
ststave platia aj vztahy, ktoré vycita z nasledujtceho obrazka.

asteroid

ko = u

V obréazku je n jednotkovy vektor v smere pohybu asteroidu, m je jednot-
kovy vektor v smere od slnka k asteroidu, w je okamzita relativna (vzajomna)
rychlost telies a uhol g je v zadani spominany uhol, ktory zviera vektor rych-
losti u asteroidu (rychlost vzhladom na taZisko ststavy T') so sprievodi¢om.
Vektor U je rychlost Slnka vzhladom na 7. Tu si treba premysliet aj to, Ze
uhlova rychlost pohybu oboch telies okolo ich spoloéného taziska je jedna a
ta ista w.

Druhy Keplerov zédkon nam da rovnicu L2w = kont. Nage tvrdenie pod-
porime obrazkom

s asteroid

104K azdy by si mal dokladne premysliet, preco sa pohyb da umiestnit do 1 roviny!

1057yy&ajne to tak byva, ale ktohovie, ¢oho sa este dozijeme...

106 Cize je v rovnomernom priamodiarom pohybe alebo v pokoji vzhladom na vsetky
ostatné inercidlne vztazné sustavy.

104



FX D2 Asteroid

z ktorého vidime, Ze plocha opisana sprievodi¢om asteroidu (ktory zacina
v tazisku) za ¢as At je rovna 3r(r+ Ar) sin Ap.17 KedZe ¢asovy interval At
mozeme volit Tubovolne maly, tak aj Ar a Ay budt prislusne malé. Potom
moZeme plnym pravom pouzit aproximaciu sin Ap ~ Ap. Ked sa obme-
dzime na &leny, ktoré zavisia od At iba v prvej mocnine!®®, tak nam ostane
plocha %T2A<p. Teda rychlost opisovania!®® plochy sprievodi¢om asteroidu

2
rAe %rQw = %k2L2w. Podl'a prvého obrazka vidime, Ze rychlost

jo lim, a5t
opisovania plochy sprievodi¢om asteroidu je 3 |r x u| = $k*Lw sin 3. Porov-
nanim vztahov dostavame Lw = wsin 8. Hned teda vidime, Ze podmienka
(I) L?w = kon +t = vdsina "2 K nam zaru¢i konstantnost ,,opisovania“
na prijatelnej urovni. :-)

Zakon zachovania (mechanickej) energie nam déa rovnicu (II)

1 1 GM
Emech = imu2 + 5]\/[[J2 — Tm,
1 5 GMm
= - - —-
gl L

1 L2w? GMm

§'usin25_ L’

kde p = ]\yﬁn je takzvané redukovand hmotnost. Pritom zo zadania vieme,
ze

1 GMm
Emech = 5,“'02 - T
Prvy Keplerov zakon nam da obraz toho, ako situacia vyzera. Ak telesa
obiehaju po uzavretych krivkach (elipsach), tak pohyb vyzera zhruba ako na
obrazku.

asteroid

Slnko

107 Ak zanedbame obltukovitost trajektérie, o viak regulérne mézeme, lebo nas zaujima,
At — 0.

108Vyssie ¢leny nas nezaujimaji, lebo plochu opfsanii sprievodi¢om dostanem tak, Ze
plochu, ktori opiSe za ¢as At predelim tymto ¢asom a urobim limitny prechod k At — 0.

10975 vzniklo spontanne! :-)
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FX D2 Asteroid

Tento obrazok nam hned aj dava navod, ako zistit vyznaéné charakteristiky
pohybu. Totiz, hladajme také body trajektorie asteroidu, v ktorych je sprie-
vodi¢ kolmy na rychlost (a teda aj doty¢nicu a plati = § = sinf =1 =
w = Lw) - pohladom na moZné kuzelosecky zistime, ze takto celkom urcite
ziskame tdaje o vrcholoch''® drahy. UkéaZe sa, Ze iné body tuto vlastnost
nemajti. Dosadenim za w z rovnice (I) do (II) dostanem kvadratickd rovnicu
pre L

uwK?  GMm

212 L’

ktorej diskriminant je (dosadim za K a Epech & upravim)

Emech =

D = (GMm)?* 4+ 2uK? Execn
= (GMm)? — 2GMmpudv® sin® o 4+ p2d*v* sin® o
= (GMm — pdv? sin )? + 2pudv? sin (1 — sina) > 0.
RieSenie rovnice je L2 = W pre E # 0.
Zrejme nas interesuja iba kladné rieSenia.

» D4 sa priamo ukézat''!, Ze ak Emeen < 0, tak obe riesenia st kladné.
Suvisi to s tym, Ze telesd nemaji dost energie na to, aby sa od seba
mohli vzdialit Tubovolne daleko'!2. Jedin4 so ,,slusnych® kuzeloseéiek
s takouto vlastnostou je elipsa a t4 ma 2 vrcholy.

» Pre Fpech = 0 jerieSend rovnica linedrna a jej rieSenie je L = ’m;gi]\ji:fo‘

Trajektoria je parabola. V limite pre L — oo sa telesa prestanu hybat.

Pohyb nie je periodicky.

» Pre Fpean > 0 sa da ukéazat, Ze kladné rieSenie je prave jedno. Trajek-
toria je hyperbola. V limite pre L — oo sa telesid neprestant hybat.
Pohyb nie je periodicky.

Riesenie

Zrejme ak Enyecn > 0, tak pohyb nie je periodicky, ¢o formélne mozeme
zapisat T = o0o. Ak Epean < 0, tak trajektoria je elipsa, u ktorej poznam
vzdialenosti Ly, Ls oboch vrcholov od jedného z ohnisk. Potom velkost hlav-
nej polosi elipsy asteroidu je a = k% a excentricita je e = k% Vel -
kost vedlajsej polosi je b = va2 — e2. Teraz uz viem lahko vyjadrit periédu

110Vrchol kuzelosetky nazyvam bod, v ktorom mé krivka najvacsiu krivost.

111¢1taj: , Odporagam prekonat odpor, sadntt si za stol a presved&it sa o tom ruéne-
struéne. A kto s tym bude mat problém, nech sa ozve! (Aj tak sa nikdy nikto neozve...)*

112Na to by museli mat celkovii energiu nezaporni, lebo ak by sa aj v limite nekone¢nej
relativnej (vzadjomnej) vzdialenosti nepohybovali, tak by museli mat potencialnu energia
pre L — oo a ta je nulova.
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obehu, lebo plocha elipsy asteroidu je S = mab a rychlost opisovania plochy
sprievodifom asteroidu je +k?K = 1k%dvsina = kont, teda

mab

d 3/2
T— " . _aM
3k2dvsin o TG (M +m) (ZG(M +m)— dv2>

p 3/2

Zrejme naozaj ak m < M, tak mozeme vyraz M + m nahradit hmotnostou
Slnka M. Vsimnite si, ze vysledok nezavisi od uhla a.

Este jeden maly detail sme si nechali na zaver. Totiz ak « =0V a = 7,
tak sa pohyb realizuje po priamke. Ak v naSom pribliZeni hmotnych bodov
ignorujeme moznost pripadnej zrazky, tak by sme mali riesit diferencialnu
rovnicu

d?r GMm
Femae = —f
¢iZze rovnicu LQdQ—L = —G—M
“e oy a -k

dL(0)
dt
Tato rovnica by podla takej naSej fyzikalnej intuicie mala mat rieSenie aZ
po okamih prvej zrazky (t.j. situaciu, ked L = 0) zhodné s riesenim kep-
lerovskym v limite pre &« — 0. Neskor je to uz celkom obskurné zalezitost,
kedze rovnica ma v bode L = 0 singularitu. Snad nemé velmi zmysel ho-
vorit o tom, ¢o by bolo, keby sa nase hmotné body predsalen nezrazili a
preleteli cez seba. Fyzikalne je ovela zaujimavejsie uvazovat pohyb elipticky
a zvazit limitu, ked b — 0 (resp. « — 0). TotiZ pohyb presne po priamke ma

prakticky nulova pravdepodobnost. Tym sme hotovi!

s podmienkami L(0) =d, k

= .
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FX D3 — POLGULE
)/ &7 &/ &/ ke

V ramci ekonomickijch opatreni pred oslavou jubilejného roku 3000 sa by-
rokracia rozhodla skrdatit vijdavky tiym, Ze odstrdnia polovicu Zeme. Vijkonnd
cata najprv rozrezala Zem na dve polgule a potom jednu z mich vymazala
(prikazom delete, samozrejme).

(a) Akou silou sa tieto dve polgule pritahovali?

(b) Po vymazani druhej polgule, aké bolo gravitacné zrychlenie v mieste,
kde sa kedysi nachddzal stred Zeme?

Zdroj: K6MaL

Ry VzorAK Kupus &

Cast (a)

Prvym klacovym osvietenim je, Ze ak sa odhodlame integrovat tito silu
cez malé objemové elementy jednej polgule, nemusime pri tom pocitat iba
s gravita¢nym polom druhej polgule. M6Zeme pokojne uvaZovat gravitacné
pole celej Zeme. Ved ono tam aj naozaj je. Prispevky posobenia uvazovanej
polgule na sami seba sa nam vyrugia.'!3

Takisto si spomefime, Ze homogénna gulova Skrupina posobi na svoje
ttroby celkovo nulovou gravitaénou silou.!'* Egte predpokladajme, Ze Zem je
homogénna, tj. mé vSade rovnaki hustotu p, jej hmotnost je M a polomer R.

113Dpkaz je jednoduchy. Ide len o princip akcie a reakcie.
1147y je dokaz komplikovanejsi:

Predstavme si homogénnu Skrupinku, hociktory jej vna-
torny bod a z neho dva naprotivné smery. Z jednoduchej
geometrie sa da ukazat, ze ak si okolo nich urobime infini-
teziméalne priestorové uhly d€2, tak nimi vymedzena plocha
bude priamo tmerna Stvorcu vzdialensti 8krupinky v danom
smere, konstantu imernosti ozna¢me C'. Kazda z tychto plo-
Sok vytvéara vo zvolenom bod gravita¢nd intenzitu
oS oCr?

G

= 2 = GoC = konst

m

Kazdé dva protilahlé kusky vytvaraji vo zvolenom bode
rovnki intenzitu ale opaéného smeru, dovedna teda nulovi. A kedze kazdy ktsok povrchu
ma svoj naprotivok, sucet vsetkych prispevkov do g ostava nula. Takdto tvahu mozno
spravit pre kazdy bod vnutri skrupinky, takZe v celom jej vnuatri je nulové gravitaéné pole.
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FX D3 Polgule

Potom velkost sily posobiacej na kiisok Zeme dm vo vzdialenosti r od stredu
bude

r* GMdm GM
R3 r2  R3

Vsimajic si symetriu celej situacie je nam jasné, ze vSetky zlozky sily
rovnobeZné s rovinou rezu sa vyrusia. Stac¢i nadm teda séitavat iba tie kolmé.
Z podobnosti trojuholnikov mame F/F| = r/xz, kde x je kolméa vzdialenost
elementu dm od roviny rezu. Potom

dF = rdm. (30)

GM
dFL = ?Jf dm

GM GM
polgula R R polgula

Predtym, nez sa bezhlavo vrhneme do integrovania, zamyslime sa, ¢o
vlastne znamena [ zdm. Toto je vlastne kolmé vzdialenost taziska nasej
polgule od roviny rezu vynasobena jej hmotnostou! (Lala, definicia taziska!)
Vediac, ze vzdialenost taziska polgule od roviny rezu je %R moZeme priamo
pisat
_ GM 3RM 3 GM?
~ R? 8 2 16 R?

G7r2p2 R4
= 3 .

Ak nevieme, kde je tazisko polgule alebo chceme silou-mocou integrovat,
rovnicu (31) si moZeme prepisat (zoskupit dm-ka, ktoré maji rovnaké x, do
tenuckych valcov s polomerom v/ R? — 22 a hrubkou dx):

F ~1,1.10® N

alebo F (32)

GM GM (!
F=— xdm = —— zpr(R* — 2?)dx
R3 polgula R3 0
G3mpR3pr

B 2 3
L /0< )

R
I U R*z? 2t
= 30T [ 2 4,
Gr2p*R?
- T3

Aby toho nebolo dost, ukézme si eSte jeden pekny pristup, tentoraz ener-
geticky (resp. cez virtualnu pracu). Predstavme si, Ze tieto dve polgule posu-
nieme od seba o malu vzdialenost b <€ R. Sila, ktorou sa budi tieto polgule
pritahovat, sa velmi nezmeni, preto moéZeme napisat, Ze sme vykonali pracu

Wi =Fb.
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FX D3 Polgule

Teraz pride finta fii. Na to, aby sme polgule od seba odsunuli, teda do-
siahli ten isty efekt, ako pri odsunuti o vzdialenost b, mozeme urobit aj
toto. Vykopeme vSetku zeminu v okoli roviny rezu tak, aby medzi polgulami
vznikla medzera $irky b, a tto zeminu porozotierame po povrchu Zeme tak,
aby obe ¢asti znova vyzerali ako polgule. VSimnime si, Ze i ked tuto zeminu
nebudeme po celom povrchu rozotierat rovnomerne, hrubka pridanej vrstvy
bude v kazdom mieste ovela mensia nez R.

Aku pracu sme vykonali tentoraz? Valec zeminy o ,,vyske“ b a polomere
R sme vytazili na povrch Zeme. Podla rovnice (30) pre gravitaénu silu vnttri
Zeme potrebujeme na vytiahnutie kusu zeminy o hmotnosti dm zo vzdiale-
nosti r od stredu Zeme pracu

R R aMd
dWm:/ F(a:)da:z/ uxdx

GM dm

W = =553

(R* —r?).

Zeminy vo vrstvicke hrubej dr, Sirokej b, vo vzdialenosti 7 od stredu Zeme
je presne 27rbpdr. Celkova praca na vytiahnutie vSetkej zeminy bude teda

R
GMp2rrb , o5 o
W2 = /0 T (R -Tr )dT

4 R
Wy = bgGﬂ2p2/ (Rzr - 1"3) dr
0

B Gr2p? R

Wy 3

b. (33)

KedZe toto natieranie ma rovnaky efekt ako odsunutie polgal, muselo
nas stat rovnako vela energie. A hl'a, polozenim W7 = Wy ziskavame stary
znamy vztah (32) pre pritazlivi silu medzi polgulami F .

Cast (b)

Ako v predoslom priklade, aj tu méZeme slepo integrovat. Napriklad si
zavedieme sférické saradnice r, ¢ a 0 — tieto si mdzeme predstavit tak, Ze
ak sme Zem rezali pozdiz rovniku, potom ¢ € (0,27) je zemepisna dlzka,
0 € (0,7/2) zemepisna Sirka a r jednoducho vzdialenost od stredu. Potom
objem malého kusku Zeme popisaného tymito stiradnicami bude

dV = (rdf) - (rcosfdy) - dr = r* cos @ dr dp dé.

110



FX D3

Polgule

rcos Ode

Este si v8imnime symetriu celej situdcie — staci, ak budeme pocitat zlozky
gravitacného zrychlenia kolmé na rovinu rezu, pretoze ostatné sa sc¢itaji

QZQLZ/dQLZ/Sinedg
v v
Gd

do nuly:

alebo

gf/ M:/si GpdV
2 pm/2
g—/ / / sin Gpr cos@d d0dy

/2
g:/ / Gp2msin6 cos 0 dr df

g:/ Gpmdr
0
g=GrpR
M 3GM 3 _
ngwéﬂRgRZZ 2 :190%7,36 m.s 2
3

(34)

To by vSak nebolo FX, keby sme si neukézali eSte jeden postup. Najprv
si v8imnime, Ze kazda polskrupinka s hribkou dr prispieva ku g rovnako,

pretoZe g je imerné jej hmotnosti, &ize ploche, &ize r2,

ale je takisto imerné

1/7? z gravitaéného zakona, ako je zrejmé z rovnice (35).11% Preto sa moZeme
pozriet len na jednu polskrupinku (napriklad ta s polomerom R) a potom

15Pozor, v tomto stadiu silne zvadza povedat si, ze kedZe polskrupinky kazdého polo-
meru prispievaju rovnako, nafikneme ich v8etky na polomer R a sta¢i ndm ratat gravitaéné
pole jednej polskrupiny o polomere R a hmotnosti M/2. To vSak nie je pravda, pretoze

pri ,ekvivalentnom nafukovani®,

jej objem a teda i hmotnost!
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FX D3 Polgule

vysledna sila bude tolkokrat vicgia, kolko polgkrupiniek sme mali — teda
R/dr krat.

Kazdy kus dM’ tejto polskrupinky posobi na dac¢o o hmotnosti m v strede
Zeme silou kolmou na povrch polgkrupinky. Velkost tejto sily je priamo
imern4 velkosti plochy tohoto kusu §krupinky, pretoZze hmotnost je imerna
ploche:

GmdM’  GmpdrdS

R2 R

Podla predchadzajucej uvahy bude z tohto smeru sila od vSetkych Skru-
piniek R/dr krat vacsia ako sila od tejto Skrupinky:

dF| =

Gmp drdS Gmp s
R? R
Teraz by sme to chceli mtegrovat’ cez povrch najvacsej Skrupinky. Za-

stavme sa v8ak na chvilu a zistime, Ze cely tento vyraz aZ prilis ndpadne

pripomina tlakovi silu’ Ak si predstawme cela polgulu v nadobe s vodou,
kde je vsade tlak p = R , nase dF bude mat velkost i smer presne rovnaké
ako tlakova sila posobiaca na plosku dS. Takze celkova sila F' bude rovné
celkovej tlakovej sile posobiacej na plast polgule.!'6

Pozorny Gitatel si véimne ze zatial’ sme sa eéte nikam nedostali, iba sme

|dF| = (37)

vSak v8imne, Ze na spocitanie tlakovej sily na plast polgule nepotrebujeme
ni¢ integrovat. Na nasu polgulu ponorent vo vode totiz posobia ,dve* sily:
Tlakov4 sila na plast a tlakova sila na podstavu. KedZze vSade naokolo je
rovnaky tlak p, polgula sa nemé pre¢o hybat a tieto dve sily musia mat
rovnaktu velkost. Ha! Ale tlakovi silu na podstavu vieme spoéitat lavou
zadnou, je to predsa
Fpodst. = pSpodst. = p(ﬂ-Rz)
Gmp
——7R
R

|F| = |Fpodst.| = = GmmpR. (38)

Velkost tiazového zrychlenia uz vypoéitame jednoducho ako
F
g=— =GmpR, (39)
m

dostavajic rovnaky vysledok ako (36).117

16pod plastom sa mysli len zakrivena ¢ast povrchu, t.j. bez roviny rezu.
17 Uvahy v poslednom riefeni mézeme matematicky zapisat aj takto (podla konvencie
normalovy vektor smeruje von z uzavretej plochy):

F= _Gme 4g
plast
= _Gmegs - / _Gme gs
polgula R podstava R
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Maridn si kupil asteroid s objemom V' z plastickej hmoty o hustote p, a
v priestore si vyznacil bod B. Ako md tento asteroid vytvarovat a kam ho
md umiestnit, aby bolo v bode B ¢o najvicsie gravitacné pole? Akd by bola
velkost tohto gravitacného pola, ak by parametre V' a p asteroidu boli zhodné
s tymito parametrami Zeme?

Zdroj: BAUPC

X VzorAK Bzpuso &

Ulohu si rozdelime na dve ¢asti, ktorym sa poriadne povenujeme. Najprv
musime najst tvar telesa, v ¢om nie je nijakd tazkd matematika. Ked sa
vysporiaddme s nim, zistime velkost gravitacného zrychlenia v bode B, ¢o
nam d& priestor si z chuti zacvicit integrovanie.

Vlozme si bod B do pociatku suradnicovej sastavy a pozadujme, aby
vysledné pole v tomto bode bolo rovnobezné s osou z.''® Aby sme boli

Posledny integral je jednoducho

G
/ _ TP 38 = GrpRé..
podstava R

7 Gaussovej rovnice sa da odvodit rovnost

f pddS = / (Vp)dVv (40)
S \%
U
}[ G gs / 0dV =0
polgula R v
U
F = —GrpRé,

Skuste si ako cvigenie odvodit Archimmedov zdkon! Pre zaujemcov este dodatok o od-
vodeni rovnosti (40). Uvazujme Tubovolny nenulovy vektor @ a upravujme vyraz

a-?ipds - %S(pa)‘d_S:/VV~(pa)dVg)/v(pv-a-‘ra-(Vp))dV

/va,-(Vp)dV:a/V(Vp)dV.

Kde v tprave (1) sme vyuzili identitu V - (pa) = p(V - a) +a - (Vp) a v aprave (2)
skutoc¢nost, Ze a je konstantny vektor. Ked'Ze rovnost plati pre Tubovolny vektor a, zrejme
aj integraly na zaciatku a na konci musia byt rovnaké.

118 premyslite si, Ze symetria situécie vyzaduje aby hladany tvar asteroidu bol symetricky
okolo osi z.

@
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dohodnuti tplne jednoznacne, tak nech pole v B smeruje doprava a teda aj
asteroid sa bude nachadzat napravo od osi y.

Predstavme si, Ze v rukidch drzime nejaky asteroid. Ak by sa dala jeho
hmota nejakym sposobom popresuvat tak, aby sa v B zvidc§ilo pole, tak by
sme ju presunuli. Ak budeme v ruke drzat spravny asteroid, akykolvek pre-
sun hmoty bude pole v danom bode len zmenSovat. Znamena to, Ze povrch
asteroidu musi byt tvoreny bodmi, ktoré prispievaju k z-ovej zlozke gravi-
ta¢ného zrychlenia v B rovnakou mierou. Inak by sme predsa mohli odlepit
kus hmoty odniekial, kde prispieva menej, a pridat ju niekam, kde prispieva
viac.

Ak si vezmeme rez telesa rovinou xy, tak hmotnost dm v nejakom mieste
[x,y,0], vytvara v bode B pole velkosti

G

~C am,
x2 + 32

dg =

kde G je gravita¢na konstanta. Pre nas je dolezita x-ova zlozka tohto gravi-
ta¢ného zrychlenia,

G
dg, = x dg = x dm.

VEEE T @)t

Vieme, Ze hustota hmoty je konStantna, preto aby rovnako velky kus
hmoty na I'ubovolnom mieste povrchu prispieval k polu v bode B rovnako,
musi pre cely povrch asteroidu platit

xr
(22 +y2)2

)

kde C je akasi konStanta, o ktorej zatial ni¢ blizSie nevieme. Ked si tento
vyraz vhodne upravime, dostaneme rovnicu pre povrch asteroidu v tomto

reze.
— 2 2
y=1\Azs —x

Nova konstanta A je rovna C-3. Pripominam, Ze asteroid je rotacne sy-
metricky okolo osi x. Ak cheme ziskat predstavu, ako ten asteroid vyzera,
mozeme vyuzit ddky mazany softvér:
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os

Teraz je ten spravny ¢as na zvrhlé integrovanie. Aké silné pole vytvori
takyto asteroid s objemom V na svojom povrchu?!!?

Rozriesme najprv problém normovacej konstanty, tj. aké musi byt A v na-
Som vyraze pre y, aby objem asteroidu bol naozaj V? Rozsekajme si pozdlz
osi x asteroid na nespodcet diskov s hrubkou dz. KaZzdy z nich bude mat
objem

dV = my? de.

Celkovy objem uré¢ime integrovanim. Dolna medza integralu je zrejme
nula.!20 Ak polozime y = 0, dostaneme aj hornd medzu = = A%. Ak to
v8etko spojime dokopy, postupne dostavame

Al Al . 3 .
V:/ 7Ty2dx:7r/ (Ax3—x2)dx:7r[14x§—
0 0
po dosadeni a tprave dostaneme

4

9

VeATAr e A(IW> .
47

119 Gitatelovi odportidam vziat si do rik ceruzku a papier a vietky integraly si skusit
predstavit na vlastnom obrazku.
1207 aviedli sme to este pri odvadzani rovnice povrchu asteroidu
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Konedne sa mozeme pozriet na vytvorené gravita¢né pole. Aby sme mali
vysledok s ¢im porovnat, spoditajme si vopred, aké je tiazové zrychlenie Zeme
vyjadrené pomocou jej hustoty p a jej objemu V. Zem vytvara gravitatné
pole ako hmotny bod,'?! preto na jej povrchu bude

g GMy
z =
R

Ak si vezmeme My = pV, kde objem V je %TFR%, dostavame

1
ArpG Rz 4 4\? 1 [16m2\ 3

Teraz sa pozrime na gravitacné pole nasho asteroidu. Opét si asteroid
rozsekdme na marne kisky. Konkrétne znova na tenucké disky s polomerom
vy, ktoré ale eSte budu samé poskladané z akychsi prstencov so stredom na osi
x. Ozna¢me prispevok jedného konkrétneho disku vo vzdialenosti x a hrubky
dz od pociatku siradnicovej ststavy ako dg. Ten ziskame integrovanim pri-
spevkov od spominanych prstencov. Ozna¢me preto eSte prispevok jedného
konkrétneho prstenca s polomerom 7, hribkou dr ako d2g. K vyslednému
pol'u v bode B budi prispievat len zlozky d?g v smere osi z, kolmé zlozky
sa zo symetrie vyrusia. Ked si eSte uvedomime, Ze hmotnost dm takéhoto
prstenca bude rovna dm = p27r dr dz,'?? dostaneme

e — 2mr dr dzpG x
o= T2 g

Pre spominany disk dostdvame

r=y(z)
dg = / dzgx

=0
LY. Aw%—arz

d
:/ 2rpGx dl‘Ls
: (2 + )1

1 r=1/ Ax%—ac2
= 2mpGrdr {—1}
(2172 + 712)5 r=0

1 1 1
=2mpGrdr | — — ———= ) =2mpG |1 — —=23 | dx.
i <x xsﬂ> i ( VA )

121 Aby tento fakt platil tplne presne, musela by byt Zem homogénnou gulou, alebo by
sa jej hustota v zavislosti od vzdialenosti od stredu musela menit vo vSetkych smeroch
rovnomerne, ¢o je do rozumnej miery splnené.

122predstavte si ho ako slizik tvaru kvadra so stranami dr, dz a 277, ktory sme zato¢ili
do kruhu a konce spojili. Ak je dost tenky (dr dost malé), pri tejto operacii sa objem
prili§ nezmeni.
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Vysledné pole v bode B dostaneme integrovanim dg od 0 po Tpax =
3
A1 123 Postupne dostavame

Tmax
g= / dg
0

al 1
= 27rpG/ (1 — —=z3 |dx
0

A
Af
3 5]
=2mpG |x — —=a3
P |: 5\/14 x=0

Ak si spomenieme, Ze kon$tantu A sme si vyjadrili pomocou objemu V,
moZeme ju zah nahradit a po par tupravach dostat tvar

1

4872\ 3

= pGV3 :

s=r6v (5

Konec¢ne sme dosli k rieSeniu. Sta¢i uz len porovnat gravita¢né zrychlenie

vytvorené Zemou na jej povrchu a pole vytvorené nasim asteroidom v bode
B. Pre podiel ich velkosti dostaneme

g 227
- = ¢/ — ~1,026.
25 ’

Vidno, Ze to nie je vel'ky rozdiel a Ze gula je vcelku optiméalny tvar. Vsetky
integraly sa dali samozrejme pocitat aj v sférickych suradniciach, vysledky
sa v8ak tie isté, tak sa s tym nebudeme trapit. Dafam tiez, ze vSetky hladné
otazky, ktoré bolo treba zodpovedat, st zodpovedané a zvy$né si zodpovie
kazdy aj sam.

123Rovnost sme odvodili pri poéitani objemu asteroidu z podmienky y = 0.
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Mechanika |l.

Does a one-legged duck swim in circles?

R. MoRcAN
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Vila Amdlka si svoju kristalovi gulu poloZila na velky stol pokryty obru-
som. Ked mala sldvnostni ndladu, velkolepo strhla obrus zo stola (vodorov-
ngm pohybom). Akd bude rychlost gule po tom, ako na stole prestane pre-
Smykovat? Moézete predpokladat, Ze toto sa stane este predtym, ako spadne
zo stola, a Ze gula pri strhani obrusu neposkakuje. Polomer gule je R, hmot-
nost M, koeficient trenia o obrus fi1 a o stél fs.

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzduso

X VZORAK JAKUB &

V nasledovnom texte budem nasu kristalova gulu povaZzovat za dokonale
homogénne teleso. Moment zotrva¢nosti homogénnej gule vzhladom na l'u-
bovol'ni os prechadzajucu jej stredom (ktory je tiez taziskom) je I = %MRQ7
kde M a R su veli¢iny zname zo zadania. Popisovat ju budem pomocou mo-
delu tuhého telesa. Stustava spojena so stolom bude pre mia inercialna.

Pocas trhnutia, ak je dostato¢ne prudké, bude gul'a zrejme presmykovat.
Ak je v8ak trhnutie iba také relativne pomalé potiahnutie, tak sa moze stat,
7e gul'a preSmykovat nebude. NepreSmykovaniu sa da tiez pomdct zvySenim
koeficientu trenia f;. KedZe bez konkrétnych tdajov nevieme povedat, ktora
z moznost{ sa bude realizovat, tak by sme mali rozobrat v8etky moZnosti.
Avsak tych je mnoho, lebo zadanie Ziaden konkrétny priebeh zrychlenia ob-
rusu nepredpisuje. TakZe obrus moéZeme najprv trhnut a dalej uz len pomaly
zrychlovat. A celé to nemusi prebiehat len v jednom smere — méZeme najprv
trhnat jednym smerom a potom eSte aj smerom kolmym nan, napriklad.
Podrobna analyza v8elijakych pripadov by bola zna¢ne komplikovana a oSe-
metné, a ako ukdzeme, aj zbyto¢na. My sa pokusime vyriesit vSetky pripady
sucasne. Zvladneme to pre l'ubovolné trhnutie v rovine obrusu (s l'ubovol-
nym priebehom vektora zrychlenia obrusu) a este aj pre l'ubovolny zikon
trenia. Citatelovi predkladame dve rozne rieenia:

A. RieSenie na zaklade dynamiky tuhého telesa ingpirované Michalom Spi-
siakom.

B. Formalna analyza situacie z pohl'adu zédkona zachovania momentu hyb-
nosti.

Vystraha! V dalsom texte sa to bude hemzit vektormi. Budeme ich znadit
tuénym pismom (napriklad vektor rychlosti v o velkosti v), a budeme s nimi
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operovat najmé pomocou vektorovych, resp. skalarnych siu¢inov. Odporacam
Gitatelovi pripomentt si zakladné vlastnosti tychto vektorovych operacii.
Taktiez sa tu vyskytniu derivacie a integraly vektorovych veli¢in, ktoré su
zavedené velmi prirodzenym sposobom, hla:

dF(t)  (dF,(t) dF,(t) dF.(t)
dt_(dt’dt’dt)’

/B ! F(t)dt = ( /B i Fy(t)dt, /B ! Fy(t)dt, /B ! Fz(t)dt> .

A. RieSenie na zidklade dynamiky tuhého telesa inSpirované Mi-
chalom Spisiakom.

Ulohu budeme riesit v inercialnej vztaznej sistave spojenej so stolom.

Na gulu posobia pocas celého pohybu (aZ pokym neprestane presmyko-
vat) prave 3 sily: tiaZzova sila F ¢, normalova sila od podlozky F,, a trecia sila
od podlozky F;. Kedze gulka podla zadania nenadskakuje, tak v kazdom
okamihu musi platit, Ze zvisla zloZka vyslednice posobiacich sil ju nulova
(teda tiaZova sila je vzdy kompenzovana normalovou silou)'?*. Vodorovna
zlozka vyslednice je potom samotna trecia sila a teda zrychlenie taziska gulky
jear(t) = FtT(t) (tu treba upozornit na to, Ze trecia sila je vo vieobecnosti
funkcia ¢asu — ¢im vyrieSime suCasne preSmykovanie i nepreSmykovanie —
moze menit velkost i smer, vzdy vSak leZi v rovine stola).

m, R, I

F,
I trhnutie
—>

obrus

Dalej zistujme, ¢o sa bude diat s ota¢anim gulicky. To je celkom jedno-
duché, lebo v nagom jednoduchom pripade (gula je tzv. sféricky zotrvad-
nik, ktory je charakteristicky tym, Ze ma moment zotrvacnosti I vzhladom
na kazdu os prechadzajicu taziskom rovnaky) plati pre moment sily M .. (¢)

1240primne povedané, plati to tak skoro vzdy. Ked guli¢ka schiadza z obrusu, tak zrejme
trosku meni svoju vysku. Dalej sa ukaze, Ze tento pristup rieSenia je vSak vo svojej podstate
vodi zvislym silam tplne necitlivy. Postacujice je, ak trecia sila je vodorovna.
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a moment hybnosti L(t) poé¢itany vzhladom na tazisko tuhého telesa aplne
v8eobecne (dokaz mozno najst v B. ¢asti)

d

d
CL(t) = (D) = Te(0).

Mcelk(t) = dt

V tomto vztahu M .. (t) znaci celkovy moment sil posobiacich na dané teleso
urceny vzhladom na stred (fazisko) gulicky v ¢ase ¢; L(t) je moment hybnosti
telesa pocitany tiez vzhladom na stred gulicky; I je moment zotrvaénosti
telesa vzhladom na os prechadzajucu taziskom; vektor w(t) = w(t)n(t) (kde
n(t) je jednotkovy vektor) je vektor uhlovej rychlosti ota¢ania, pri¢om jeho
velkost w(t) je to, ¢o sa bezne pod pojmom uhlova rychlost mysli, a jeho
smer dany vektorom n(t) urfuje os otacania; £(t) je prva Casova derivacia
w(t), ¢ize vektor uhlového zrychlenia a v pripade, Ze smer ma totozny so
smerom w(t), tak jeho velkost je ndm bezne zname uhlové zrychlenie.

V pripade zobrazenom na obrazku vysSie je vektor M .. a s nim aj
€ kolmy na obrézok (to je dané tym, Ze trecia sila leZi v rovine obrézka).
Celkovy posobiaci moment vzhladom na tazisko gulky je dany len momen-
tom trecej sily (ostatné sily lezia na priamke prechadzajicej taziskom). Plati
M .1, (t) = 1o X Fy(t), kde vektor r¢ je zvisly vektor o dlzke R z taziska gu-
licky do jej dotykového bodu (v kazdom ¢ase rovnaky). Tento moment jej
teda udeluje uhlové zrychlenie e(t) = M%’“(t)

Je zrejmé, Ze gulka v nejakom konefnom case (oznac¢im ho T') prestane
presmykovat. Dalej sa bude pohybovat rovnomerne priamociaro. Trenie na
nu potom uz nebude posobit. Ked sa to stane, tak dotykovy bod bude voé&i
stolu nehybny, ¢o zapiSeme rovnicou

vdotykovbod(T) = 'UT(T) + Vobo (T) = 'UT(T) + W(T) XTo = 07

ktora vyjadruje, Ze rychlost dotykového bodu vzhladom na stol napisana ako
vektorovy sudcet rychlosti taziska vzhladom na stol a obvodovej rychlosti do-
tykového bodu okolo osi prechadzajucej taziskom (to si uz kazdy na prstoch
overi, 7Ze to je presne ten druhy ¢len) je nulova. Pritom ale vieme, Ze

T 1 T
'UT:/O aT(t)dt:M/O P (1) dt
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a tiez vieme (posledné tprava vyuZziva fakt, ze vektory F(t) a o st na seba
v kazdom ¢ase t kolmé)

Vobo (T) = w(T) X 1

'Ddotykovbad(T) = vT(T) + vaU

)
:W/o Fy(t)dt = 0.

To ale znamen4, Ze v ¢ase, ked gulka prestane presmykovat, je celkovy impulz
trecej sily fo F.(t)dt a s nim aj rychlosti v (T"), vopy (T) a nutne aj uhlova
rychlost otacania w( ) nulova. Gulka zastane.

Slovne sa to d4 okomentovat tak, Ze trecia sila F'; v kazdom okamihu spo-

sobuje zrychlenie taziska ar = % v smere posobenia trecej sily a sucasne
zrychlenie obvodovej rychlosti dotykového bodu gule aup, = g—f‘\/} vV rov-

nakom smere. Pomer tychto zrychleni je v kaZdom ¢ase konStantny (kon-
krétne ) Fakt, ze gula v ¢ase T nepresmykuje, je ekvivalentny s rovnostou
vp(T) = —vobv( ). Potom je uz jednoduché nahliadnut, ze ak

ar(t) = aobq,(t) pre vietky ¢ € [0, 7],

vr(0) = vobv( )=0 a zaroven
'UT(T) = _'Uobv(T)7

potom nutne

’l)T(T) =0.
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Este lepSiu predstavu si ¢lovek moze urobit pomocou ilustracného ob-
razku, ktory zachytéva krivku rychlosti taziska a obvodovej rychlosti doty-
kového bodu. Je tam vyznaeny stav v ¢ase tg. Pri pohlade na tento obrazok
by uz kazdému malo byt jasné, ze ak poZzadujeme rovnost v (T) = —vop, (T)
v nejakom Case T', tak to nutne v nasej situacii znamena v (7") = 0.

Rezultat: Gulka ostane naveky nehybna za predpokladu, Ze sa
spréava ako tuhé teleso a trecia sila (inak l'ubovolna) lezi vzdy v rovine stola.

B. Formalna analyza situacie z pohI'adu zakona zachovania mo-
mentu hybnosti.

V tejto Casti sa na situdciu pozeram z inercidlnej vztaznej stustavy spo-
jenej so stolom. Jej pociatok umiestnim do I'ubovolného bodu na povrchu
stola, ktory oznac¢im A.

Za¢nem zlahka pripravou aparatu. Bude to zahfhat dokladné odvodenia
znamych vzorcov otaCavej mechaniky tuhého telesa. Nerobime to zbyto¢ne
— totiz, tie zname vzorce platia zvycajne iba v $pecidlnych pripadoch.

Obozndmme sa najprv s modelom tuhého telesa. Tuhé teleso je absolitne
nedoformovatelné, so stalymi vzajomnymi vzdialenostami vsetkych jeho bo-
dov. Samotné teleso si predstavim ako stistavu N (predstav si mnoho) hmot-
nych bodov s hmotnostami m; nachddzajicimi sa v mieste danom polohovym
vektorom r;(t). Potom vektor do taziska viem ur¢it ako vaZeny priemer

ro(t) = Zi:ﬁvmiri'(t) _ Ziﬂ]\?}uri(t).

Dalej si definujem polohovy vektor i-tej ¢astice s pociatkom v taZisku ako
p;(t) =ri(t) —rr(t). Je jasné, ze vdaka nedeformovatelnosti tuhého telesa
sa jeho dlzka nebude menit. Tiez je ahko nahliadnut, ze

N N N
D mipi(t) =Y mylri(t) —rr(t)] =Y mri(t) — Mre(t) =0.
=1 =1 i=1
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Ak mame teleso, ktoré sa otaéa okolo osi prechédzajicej taziskom, tak
rychlost i-tej Gastice bude (da sa Tahko preverit)

vilt) = vr(t) +w x py(t).

Teraz spoc¢itame moment hybnosti tuhého telesa vzhl'adom na Iubovolny
bod:

N N
:ZL":Z”( ) x pi(t Zrl ) X mv;(t)

- Zrl x milor(t) +w x p;(t)]

N

[_Z mm(t)] xvr(t) + 3t x milw x py(0)]

i=1

N
= Mre(t) x vp(t) + Y _[rr(t) + py(t)] x milw x p,(t)]

i=1

= Mrp(t) x vr(t) +ro(t {w X [Zmzpz ] }

N
£ map(0) % [w x p,(0)]
= Mrr(t) X vr(t) + rr(t) x (w x 0)

N
+ wzmmi(t) X [n < py(t)].

Nuz, prvy ¢len je uz v kone¢nom tvare, druhy je nulovy. Ostava treti,
s ktorym vybabreme jednoducho, lebo mame teleso, ktoré je symetrické voci
osi prechadzajicej jeho stredom (a to dokonca I'ubovolnej). Totiz ten ¢len
pre teleso symetrické voci osi urcenej vektorom n nadobudne tvar

e

Preco to tak je? Majme teleso symetrické okolo osi danej jednotkovym
vektorom n, ktorého sucastou v nejakom ¢ase t je bod o hmotnosti m. Jeho
polohovy vektor z taziska si rozlozme ako p = p, + p |, kde p,, = (p-n)n je
vektor v smere osi m a p| je kolmy nan. Vdaka symetrii vieme, Ze v danom
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Case t je urcite siucastou telesa aj bod naproti nasmu bodu (vynimkou by bol
bod, ktory lezi na osi, ¢o je trivialny pripad) s polohovym vektorom z taziska

/

P =pPp—PL=pPp—(P—pn)=2(p-n)n—p

a rovnakou hmotnostou m.

Podme spocitat, ako vyjde ten treti ¢len (ozna¢im ho L) pre tieto dva
hmotné body nésho telesa:

N
L'=w mip(t) x [n x p,(t)]
=1

=mw{p x [nx p|+p’' x[nx p]}
=mw{px[nxp|l+2(p-n)n—p] x[nx[2p n)n-pl}
=mw{p x [nx p] = [2(p-n)n — p| x [n x p|}
=2mw {[p — (p-n)n] x [n x p|} =2mw {p, x [nx p|}.

Na ¢itatela nechdvam dokaz (sta¢i preverit, Ze velkost, smer a orientacia

vyslednych vektorov je zhodna; resp. preverit analyticky, Ze jednotlivé zlozky
sa rovnaji), Ze sa to rovna

L' =2mw|(p xn)’n] =2m|p, > w.

Potom ale pre symetrické teleso plati skuto¢ne to, ¢o sme tvrdili vyssie.
Vysledny moment hybnosti tuhého telesa symetrického voci osi, okolo ktorej
sa toci, teda je

L(t) = Mrp(t) x vp(t) + [w.
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Dalej podme zderivovat moment hybnosti L podla ¢asu:

d a[& d [&
aL(t) =% [Z Li(t)] 1 l; ri(t) x mi”i(t)]

=1

N
_ 2 [d’git) X mavi(t) +T4(t) x M d”(;ft)]

2

N
=3 [wi(t) x mav(t) +7i(t) x miai(t)]

Q
Il
-

[0 +7i(t) x Fi(t)]

Il
.MZ -

«
I
-

N
= ZMZ(t) = Mcelk(t)'

1

2

Dufam, ze vysledok nikoho neprekvapil. Hoci to z rovnic vidno, napiSem
eSte po Tudsky, Ze ten celkovy moment M ..k (t) posobiacich sil nam vyjde
vzhladom na rovnaky bod, vzhladom na ktory sme mali uréeny moment
hybnosti L(t). Tiez treba povedat, Ze celkovy moment sily posobiaci na tuhé
teleso je determinovany iba silami pésobiacimi na teleso zvonku. Ak by to
tak nebolo, tak by sa tuhé teleso mohlo samo od seba roztocit, ¢o by bolo
prinajmensom ¢udné.

Spojme posledné dva vztahy dokopy. Zamerajme sa nejaky fixovany ¢as t
(a preto zavislost veli¢in od neho nebudem v tomto odseku explicitne pisat).
Uvazujme pritom moment hybnosti a celkovy moment sil uréeny vzhl'adom
na tazisko. Potom r7 = 0 a v rovnici pre L bude prvy ¢&len nulovy. Pre
teleso, ktoré ma moment zotrvacnosti I vzhladom na taZisko rovnaky okolo
Tubovolne natocenej osi, je potom I konstanta (to je pripad naSej gule).
Dostéavame vzorec, ktory sa nam zisiel v ¢asti A.

Mcelk' =le

Co vsak v pripade, ze méame iba teleso symetrické okolo aktualnej osi otaca-
nia?'?® Potom plati L = Iwn. Nuz, ak by sme vedeli zarucit, Ze sa nam os
otac¢ania nebude menit, tak potom by to snad mohlo fungovat, no nie? No
ano! Predpokladajme, Ze mame celkovy moment sily M .; v smere osi oté-
¢ania'?% n. Potom vektor zmeny momentu hybnosti mé tieZ smer n. Vdaka

125Ideme odvodit rovnicu pre tie najbeznejsie stredoskolské pripady!

126 pripade fixovanej osi vznikni v tchytoch sily, ktoré zabezpetia, ze celkovy moment
sil na teleso bude v pozadovanom smere (¢o pre teleso nesymetrické voéi osi otacania
nemusi byt smer osi ota¢ania).
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tomu zotrva aj moment hybnosti v tomto smere. S nim ostane v tomto
smere, samozrejme, aj os otacania a teda aj zmena vektoru uhlovej rychlosti
je v tomto smere. Sumarne mozeme konstatovat, Zze rovnica M ..;, = I plati
aj v tomto pripade.

Teraz konec¢ne prisiel ¢as, ked sa od teoérie vratime k naSmu prachom
zapadnutému prikladu. Totiz, pocas celého deja je moment sil pdsobiacich
na gulu vzhladom na bod A (pripominam, Ze je to bod na povrchu stola a
situdciu sktimame z inercialnej vztaznej sustavy) nulovy! Potom ale moment
hybnosti gule musi byt konstantny (jeho ¢asova zmena je nulova) a konkrétne
nulovy (lebo pred trhnutim je nulovy). Preverme to podrobnejgie: obrusom
mozem trhat Tubovolne rychlo, akymkolvek smerom — ak sa mi spodok gule
bude drzat v rovine stola, tak trecia sila bude leZat v nej a jej moment sily
vzhladom na A bude cely ¢as nulovy. Zaroven to implikuje, ze vyska taziska
gule je nemenna a teda nutne vertikalne zlozky vSetkych podsobiacich sil sa
vzadjomne kompenzuju. To je ale ekvivalentné s tym, Ze cely Cas je tiazova sila
rovnako vel'ka ako normalova. KedZe lezia na jednej priamke (ich posobiska
st presne nad sebou, posunuté v smere ich poésobenia), tak ich momenty sa
akurat rusia.

Predpokladajme, Ze gulka sa po trhnuti a presmykovani na stole dopra-
cuje do stavu, ked sa jej tazisko hybe rychlostou v a ona nepresmykuje. Aby
sme sa neprepracovali, tak si vyberme bod A (mo6zZem si zvolit predsa Tu-
bovolny bod povrchu stola) tak, aby lezal na priamke danej polohou gulky
v Tubovolnom ¢ase, ked uz dopresmykovala, a smerom v. Dalej si ststavu
nato¢im tak, aby sa mi gulka hybala po x-ovej osi. Os z nech je zvisla
orientovana nahor a os y bude potom kolmé na os x leZiaca v rovine stola
s orientaciou takou, aby ststava bola pravotociva. Vid obrazok nizsie. Potom
plati v = (v,0,0), w = (0,w,0) = wWéx'*" a rr(t) = (r.(t),0, R).

w
y o
% -

x

Dotykovy bod gulky (v kazdom okamihu iny) dany polohovym vektorom
z taZiska p = (0,0, —R) musi byt nehybny, ¢o zapiSeme rovnicou

v+wxp=0 & v=wR.

127K de é5 = (0,1,0) je len prepychové pomenovanie pre jednotkovy vektor v smere osi
Y.
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A 148 tromf, moment hybnosti:

L(t) = MTT(t) X ’UT(t) + Jw
= MRUéQ + Iu}ég
= (MR*+1)wé; =0,

z ¢oho w = 0.

Odpoved’: Nech trhame ako chceme, pokial gulka neza¢ne poskakovat,
tak po istom Case na stole zastane. To by bolo vSetko. Vysledok je tplne
exaktny, aviak len pre tuhé teleso a aproximaciu nulovej hribky obrusu'22.
Opit mozeme konStatovat, Ze trecia sila moze byt aplne F'ubovolna —
nemusi reSpektovat vztah F; = fF),, ktory je sice velmi jednoduchy, ale zato
znacne neseriozny!!?9

PS1: Ak by nasa gulka nebola tuhé teleso, ale deformovatelné teleso, tak
to radsej nerieSim. To je uz skutofna fyzika. Toto je FX. :-)

PS2: Vsimnite si drobny rozdiel v podmienkach platnosti v jednotlivych
¢astiach! V Casti A. sme pozadovali, aby trecia sila bola v kazdom ¢ase vodo-
rovna. V B. sme Ziadali, aby gulka nenadskakovala a zéroven sme potrebovali
nulovi hrabku obrusu.

128G sme ticho predpokladali cely ¢as v B. ¢asti. Inak by trecia sila na stole alebo
podlozke mala nenulovy moment sily.

129Pre informéciu: o Cosi sludnejsi a presnejsi vztah Fy = f(v)F, pouZivaju technici; tu
je koeficient trenia pre dvojicu styénych materidlov nejaka (zvy¢ajne jednoduché) funkcia
rychlosti v.
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Yo Ye Yo v

Marcel sa rdd hrd s kolieskami. Minule vzal dve homogénne kolieska
s hmotnostou M a polomerom R a pripojil ich na opacné konce spoloénej
lahkej osky dizky 2L tak, aby sa mohli otdcat nezdvisle od seba. Potom toto
¢udo polozil na vodorovni podloZku a kolieska roztocil tak, aby sa oska otd-
cala uhlovou rychlostou w okolo zvislej osi prechddzajicej jej stredom. Akd
je celkovd kinetickd energia tohto cuda, ak kolieska nepresmykuji?

Zdroj: KoMaL

2 VZORAK JAKUB &

Najprv si tlohu skonkretizujeme, aby bola primerane lahka/tazka:

» Kolieska budem povazovat za dokonale tuhé teleso v podobe nekoneéne
tenkého homogénneho disku (keby to bol homogénny valec, tak by sa
to dalo riesit presne rovnako, len by sa zmenil tenzor zotrva¢nosti).

» Spajajica oska je dokonale tuh& a nehmotna (jej kineticka energia je
nulova).

» Podlozku povazujem za inercidlnu vztaznu sistavu a v tejto sustave
budem poéitat kinetickt energiu toho zadaného ¢uda.3°

Taktiku boja zvolime ,priamociaru“. Désledne odvodime formuly pre
kineticki energiu tuhého telesa a nasledne ich aplikujeme na dant tlohu.

Varovanie! V tomto rieSeni sa budi vyskytovat vo velkom pocte vektorové
veli¢iny, pisané tu¢ne. Operovat s nimi budeme adekvatne ich povahe. Hojne
sa bude pouZzivat skalarny a vektorovy stucin. Ako cvicenie si skiiste dokazat
platnost identity (ako roznasobit Stvorec dvojélena)

(@a+b)?>=(a+b) - (a+bd)=a-a+2(a-b)+b-b=a’>+2(a-b)+b*

Na zaciatok rychle opakovanie o tuhom telese. Tuhé teleso s celkovou
hmotnostou M si predstavim ako sistavu N (predstav si mnoho, vela) hmot-
nych bodov s hmotnostami m; nachadzajtcich sa v miestach danych poloho-
vymi vektormi r;(¢). Potom vektor do taziska viem urcit ako vaZeny priemer

N N

ro(t) = 21:1 m;r;i(t) . Zi:1 m;r;i(t)

r(t) = S % .
i=1"""

130Nijekto vel'mi prefikany by totiz mohol ratat kineticka energiu tej nasej hracky v sa-

stave rotujucej s uhlovou rychlostou w okolo nehybnej zvislej osi prechadzajicej stredom

osky koliesok. Potom by Smahom ruky povedal, ze Fy;, = Q%JQZ, kde J = MQRZ je mo-

ment zotrvacnosti plného homogénneho disku okolo jeho rota¢nej osi a 2 = %w je uhlova
rychlost otacania koliesok okolo svojej rota¢nej osi.
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Dalej definujem polohovy vektor i-tej Castice s po¢iatkom vo vybranom bode
danom vektorom r¢(t) ako p,(t) = r;(t) —ro(t). Je jasné, ze ak je bod ro(t)
fixovany v telese, vdaka nedeformovatelnosti tuhého telesa sa dlzka vektora
p,(t) nebude menit. Tiez je lahko nahliadnut, ze

N N
D omipi(t) =D mifri(t) = ro(t)]
i=1 i=1
N
= Zmi’l‘i(t) — M’I"o(t) =M [’I‘T(t) - "'O(t)] .

Zamyslime sa nad tym, aky najvSeobecnej$i pohyb moze tuhé teleso vy-
konavat! KedZe tuhé teleso méa v kazdom okamihu vzéjomné vzdialenosti
vietkych jeho bodov rovnaké, tak ziadame, aby zobrazenie telesa v Case t;
na teleso v ¢ase t bolo zhodné.!! To nam vSak nestadi, lebo Ziadne re-
alne teleso neviem zozrkadlit.'3? Preto ziadam este aj, aby to bolo priame
zhodné zobrazenie. Nuz a priame izometrie v priestore st len posunutie a
otocCenie okolo osi a ich kombinécia. Dopracovali sme sa k tomu, Ze naj-
divokejsie rodeo, ktorého je tuhé teleso schopné, pozostéva z translacného
pohybu spojeného s rotaciou okolo nejakej okamzitej osi.

Ako popisat pohyb tuhého telesa? Transldciu viem popisat polohovym
vektorom 7 (t), ktorym sledujem l'ubovolne vybrany ,,bod 0 nami sledova-
ného tuhého telesa. Znalost polohy bodu 0 mi dovoluje myslienkovo zafixovat
tento bod a nasledne uvazovat rotéaciu telesa upevneného v bode 0. Smer osi
rotacie®? popisem jednotkovym vektorom m(t) a rychlost rotacie okolo tejto
osi nie je ni¢ iné ako uhlova rychlost w(t). Vektoro mozem cela informéciu
o rotéacii zapisat pomocou vektora w(t) = w(t)n(t). Pri takomto popise plati,
7e rychlost i-tej ¢astice viem vyjadrit rovnicou

vi(t) =vo(t) + w(t) x p;(2),

kde druhy ¢len vyjadruje obvodovi rychlost ota¢ania i-teho bodu okolo bodu
0; da sa o tom Tahko presved¢it (samozrejme, iba ak si ¢itatel spomenie na
vlastnosti vektorového stéinu).134

131Inymi slovami, zobrazenie mé byt izometria.

132 Alebo stredovo zostmernit.

133Orientéaciu volime tak, aby prsty pravej ruky ukazovali smer oti¢ania ak palec ma
smer a orientaciu vektora n.

134Ty si treba uvedomit, Ze rézni pozorovatelia povazuju za os roticie rézne navzajom
rovnobeZné osi. Napr. pre rovnomerne sa kotulajtice koleso by nehybny pozorovatel po-
vedal, ze koleso sa v kazdom okamihu otaca okolo osi prechadzajicej dotykovym bodom,
kdezto kamarét idiaci na bicykli zarovno s kolesom by povedal, Ze koleso rotuje okolo osi
prechadzajucej stredom kolesa. Kazdopadne, nas popis je v poriadku nech bod 0 lezi kde-
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Teraz spocitame kinetickt energiu tuhého telesa v nejakom case ¢ (zavis-
lost veli¢in na ¢ase uz dalej nebudem pisat)

1 1
Eyin = 5 Zlmz’v? =3 ;mi(’vo + w X Pi)2
1= 1=

N N
1 1

§M’U% + i:Zlmi [vo - (w x p;)] + B} ;mi(w x p;)?

1 al 1 ,—

ing +wg - {w X Lz_; m;ip; } + §w2 ;mi(n x p;)?

N
1 1
= —Mvi+vo-{wx [M(rr —19)]} + ioﬂ ;mirf

2

%MU(Q) + Mg - {w x (ro(t) — ro(t))} + %Jo(n)wQ,

kde veli¢ina r; = |p;sina| = |n x p;| (vid obr. niziie) je vzdialenost i-
teho bodu od osi rotacie prechadzajicej bodom 0; Jo(n) = va:l mir? =
ZlN:l m;(n x p;)? je moment zotrvacnosti telesa vzhladom na bod 0 pre
otacanie okolo osi prechadzajucej bodom 0 v smere n. Vidno, Ze stredny
¢len mozeme Tahko znulovat. Staci, ak vyberieme za bod 0 taky bod, ktory
stoji,13% alebo ak zoberieme za bod 0 tazisko. NAm sa bude hodit vyjadrenie
pomocou taziska ako referenéného bodu. Vektor p,; bude v nasledovnom texte
chapany vylu¢ne ako vektor idici z taziska tuhého telesa do jeho i-teho bodu.

Potom plati
N

1 1
To=Tr7 = Zmipi =0 = Epn= §Mv?p + §JT(n)w2.
i=1

Nagou dalou snahou bude vySetrif moment zotrvacnosti vzhladom na
tazisko okolo l'ubovolnej osi Jr(n). Vychadzame z rovnice

N
JT(n) = Z mﬂ‘f,
i=1

kde 7; je vzdialenost i-teho bodu od osi otacania prechadzajucej taziskom.
Pomdzeme si obrazkom,

kol'vek. Totiz, ak by nelezal na samotnej osi ota¢ania (nech na nej lezi bod S), tak jeho
rychlost bude vo(t) = vs(t) + w(t) x [ro(t) —rs(t)], ¢ize vi(t) = vo(t) + w(t) x p;(t) =
vs() +w(t) x [Fo(t) + py(t) — 15 (8)] = vs(t) + w(t) x [rs(t) — rs(t)]. Co je presne to, o
chceme.

135VzhTadom na stistavu, v ktorej poéitam kinetickt energiu méjho tuhého telesa.
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z ktorého hned vidime, Ze

ri=pi—m-p),

lebo n - p; je velkost priemetu vektora p, do smeru jednotkového vektora
n.13% Inak je to ¢ista Pytagova veta.

Uvazujme nejaka pravouhld pravotocdivi stiradnicovi stistavu s pociat-
kom v taZisku, pevne spojenu s telesom. Vyjadrime pomocou nej vektor
p; = (24, i, z) a tiez jednotkovy vektor smeru osi otd¢ania n = (ng, ny, n.).
Potom moZem pisat

N N
Jr(n) =Y mir? = "m;[p} - (n-p;)’]
i=1 i=1
N
= Zmi [(mf +yZ +22) — (nawi +nyys + nzzi)ﬂ .
i=1

Teraz roznasobime druhu zatvorku a prvi rafinovane prenésobim jednotkou
v tvare 1 =n* = n2 +n2 4+ n2:

N
Jr(n) = mi [(n3 +nj +nd)(ef +yF +27) -
i=1

2 2 2.2 2.2
— (nax; +nyy; +niz; + 2naminyyi + 2naming 2 + 2nyyin. z;)

136 Teda vektor (n - p;)n je samotny priemet vektora p; do smeru jednotkového vektora
n.
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N
= my 03 (g7 + 27) + ng(af + 2F) + n2(@] +yi)—
=1

~.

— 2NNy T Y — 2NN T2 — 2NN Yi 25

N N N
_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=Ny E mi(y; +27) +ny E mi(x; +27) +n; E mi(z; +y;)—
i=1 i=1 i=1
N N N
— 2n,ny E MY — 2NNy E M;T;%; — 2NyN, E mMiYi2;
i=1 i=1 i=1

= n_?ch + nZZIJyy + nzjzz + 2ngny oy + 20 Jps + 200 Jy,
¢o sa da prehladne zapisat pomocou maticového zapisu

Jra Ja:y Sz Ty
Jrn) = (ne ny n:) |y Sy Ty | | ny ]

pri¢om matica s J-¢kami sa nazyva tenzor zotrvacnosti telesa. Pre jeho kom-
ponenty platia vztahy

Jrz = Zzl\; mi(yf + 212) oy = Jyo = — sz\; mMiTiYi
Jyy = szil mz(x% + 212) oz = Joz = — Zi\]:l miZiz;
N N
Joz =i mi(x} + y7) Jyz = Joy = =D i1 MiYizi.

Lepsi pohl'ad na diagonalne komponenty nam odhali, Ze sa jedna o momenty
zotrvacénosti telesa okolo jednotlivych osi.!3” Nediagonalne ¢leny st pre pekne
symetrické a homogénne telesa nulové.

Teraz prichadza takd mala fakultativna odbocka. Bude sa tykat Steine-
rovej vety a je tu uvedena len kvdli tematickej spriaznenosti. Na vypocet
prikladu ju nebudeme potrebovat. UvaZujme, Ze pozname Jr(n) a chceme
ur¢it Jo(n) pre nejaky iny bod O. Oznalim vektor z taZiska do bodu O
ako ﬁ = R. Potom vektor z bodu O do i-teho bodu telesa bude p, — R.
Rozpisané na drobné plati

Jom) = > milnx (p; =R =3 mi[(n x p) = (n x R

N

m; [(n x p;)*> —=2(n x p;) - (n x R) + (n x R)?]

i=1

137Tnak to ani byt nemoéze, lebo ved pre n = (1,0,0) dostaneme J(n) = Jyz, ¢o musi
byt prave moment zotrva¢nosti telesa vzhladom na z-ova os.

134



FX E2 Kolieska
m;i(n x p;)? {nx lZmsz]} (nx R) +

n><R

i

= JT_(n) —0+ M(n x R)?,

¢o je skuto¢ne znama Steinerova veta, lebo [n x R| je vzdialenost bodu O od
osi rotécie prechadzajucej taziskom. (Pretoze n je jednotkovy vektor v smere
tejto osi.) VSimnite si, Ze stredny ¢len v predposlednom riadku vypadol kvoli
sume m;p,.

Konecne prisiel ¢as riesit nas priklad. Zo zadania sa da vyrozumiet, Ze
tazisko celého ¢uda sa vzhladom na podlozku nehybe. AvSak naSe ¢udo nie
je tuhé teleso, kedze jednotlivé kolesd sa mozu otacat vdaka bombastic-
kym vlastnostiam nehmotnej a dokonale tuhej osky tuplne nezavisle na sebe.
Zrejme atomisticky problém bude kinetické energia jedného kolesa a je jasné,
ze kinetické energia druhého kolesa bude rovnaka ako toho prvého. Pozrieme
sa na problém z inercidlnej vztaznej sustavy spojenej s podlozkou. Ako su-
radnicovu stustavu si zvolim pravouhla pravotocivii bazu takua, ze v nejakom
¢ase ty problém vyzeré tak ako je vyobrazeny na obrazku.

}@ ¥
1x~Q D

/_jokamiité os otacania

Budem pocitat kinetickt energiu predného kolesa v tomto fixovanom ¢ase
to.138 Toto koleso koné tri zédkladné pohyby: jeho tazisko sa pohybuje rych-
lostou v = —Lwé,, otaca sa uhlovou rychlostou —wés (okolo zvislej osi) a
uhlovou rychlostou Qé; (okolo z-ovej osi). Podmienka je, Ze koleso nepres-
mykuje na stole, ¢o je ekvivalentné tomu, Ze rychlost bodu D je nulova,
resp.

’l)D(to) = ’UT(to) + (—Wég) X (—Rég) + (Qél) X (—Rég) =0,

138Q¢ividne Ey;, nezavisi explicitne od &asu, ale iba od w.
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kedZe vektor z taziska T' do dotykového bodu D je TD = —Ré3. Druhy ¢len
je nulovy a teda priamo dostéavame

L
—Lwés + RNéy = 0, teda Q= Ew.

Potom Tubovolny bod ¢ kolesa urceny vektorom z taziska p, sa pohybuje
v Case ty rychlostou

v;(to) = vr(to) + (—wés) x p;(to) + (2€1) x p;(to)
= ’UT(to) + (Qél — wég) X pi(to),

¢o znamené, ze vektor uhlovej rychlosti otdc¢ania kolesa v Case tg je

L
d): Qél —UJég = w (Rél —ég)

L\? L 1
= w (R) +1 LR él_ 7 é3 .
\(F)?+1 V() +1

Precitané do Tudskej re¢i to znamena, Z%e koleso rotuje uhlovou rychlostou

p=w (%)2 + 1 okolo osi danej jednotkovym vektorom!3?

o]l

1
n = (Ng,ny,n;) = ,0,— )
Vo ara

Potrebujem este urcit jednotlivé komponenty tenzora zotrvacnosti. To by
som mal urobit v nejakej pravouhlej béze pevne spojenej s telesom. V tej
istej baze mam potom urcit komponenty jednotkového vektora n osi rotacie
v Case tg. Nuz, moZzem vyuzit bazu, ktora je v zakreslena v obrazku vyssie.
V &ase tp ju totiZ naozaj mozem chéapaf ako pevne spojent s kolesom.'40
Kedze koleso povazujem za rovinné,'#! tak zjavne

N N
Joy = — E m;T;y; = 0 a Joz = — E m;T;2; = 0.
i=1 i=1

139T4t0 os je znazornena v obrazku — Spaja stred osky (ktory mézem chapat ako ne-
hmotna stéast sledovaného predného kolesa) a bod D. Oba st v ¢ase to nehybné, takze
lezia na jeho okamzitej osi rotécie.

140Fakt, Ze baza pevne spojena s kolesom je rotujica a pohybujtica sa baza neinercialnej
vztaZznej sistavy nas netrapi, lebo skiimame iba stav vo fixovanom ¢ase tg, v ktorom
potrebujem v danej baze vyjadrit komponenty jednotkového vektoran, ¢o uz mam dokonca
hotové.

141pre homogénny valec s hribkou H by sme dostali komponenty Jyz = %MR2; Jyy =

Joz = FMR? + 5 MH?; Jyy = Jpo = Jyz = 0.
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Vdaka symetrii kolesa vzhladom na y-ovt os (rovnako dobre by posliZila aj
z-ova) dostaneme

N
Jyz = — Zmiyizi =0.
i=1

Napokon diagonalne ¢leny buda pre homogénny disk
al 1
J:v:n = 4 2 H=_ sz
> (s + =) = 3

¢o je moment zotrvacnosti plného disku vzhladom na jeho stred pre otadanie
okolo rotacnej osi, resp.

N N
1
Jyy = Zmi(f’?? +27) = Zmizf = ZMRz,
i—1

=1
N N 1
i=1 i=1

¢o st momenty zotrvacnosti plného disku vzhladom na jeho stred pre ota-
¢anie okolo osi leZiacej v rovine disku.42

. . , L . 2 .
Pre vacsiu preladnost rovnic si oznaéme (%) + 1 ako C. Potom kine-
ticka energia jedného kolesa je

1 1
Ehin = 5Mva + 5JT(nW

1 1
= 5M(Lw)2 + 5 (niJm + anzz) (wC’)2
1, . 1L\, N2 o
1 1/1 1
:*MLQ 2 - *MLQ M 2 2
3 w —|—2(2 +4 R w
3 1
— M 2 *L2 *RQ
“ (4 T3

Dostévame rieSenie (kineticka energia celej stustavy — ¢ize oboch kolies)

3 1
E=MJ: L%+ =R?).
v (2 T3

142Malo by byt jasné, Ze plati Jpz = 2Jyy = 2.J.-, lebo sumy Zi\]:l miyi2 a Zf\;l miz2

i
st zhodné a suma Efil m;x? je nulova.
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Alternativne rieSenie vyuZije vyssie dokdzanu skuto¢nost, Ze kineticku
energiu tuhého telesa (ale to sa da dokazat aj pre l'ubovolna sastavu hmot-
nych bodov) modzem urcit ako sucet translacnej kinetickej energie taziska
(%Mv%) a rotac¢nej kinetickej energie. Nuz, a t& rotacia je, ako sme uz spo-
minali, rotacia okolo xz-ovej osi uhlovou rychlostou 2 a stcasna rotécia okolo
z-ovej osi uhlovou rychlostou w. Ozna¢me si vektorom w; rychlost i-teho
bodu telesa vzhladom na taZisko. MoZeme si vSimnut, Ze rotacia okolo osi x
sposobi, ze body kolesa maju nenulové zlozky rychlosti (u;), a (u;),. Rotéa-
cia okolo osi z v8ak vdaka nulovej hrubke kolesa d4 bodom kolesa rychlost
len v smere osi z, &ize spdsobi nenulové (u;),. TakZe rychlosti jednotlivych
bodov kolesa u; za tieto dve rotacie st na seba kolmé. To nam umoznuje
rotaéni energiu velmi jednoducho rozdelit na dva ¢leny, z ktorych prvy ¢len
musi byt kineticka energia rotécie okolo osi z a druhy ¢len kineticka energia
rotécie okolo osi z:

miu?

Erot =

DN =
-MZ

s
Il
_

mi [(wi)7 + (ui)y + (ui)?]

Il
N | =
=

s
Il
-

Il
DN | =
)=

—

1 N
mi(w); + 5 D ma ()] + ()]
i=1

N

1 1
== J,w? + = J,..0%
gzt 1 g

Tym je hlavna potiaz tejto tlohy prekonané bez vyjadrovania vektoru okam-
zitej osi rotécie, vel'kosti uhlovej rychlosti a momentu zotrvacnosti vzhladom
na os okamzitej rotécie. Dopo¢itanie spoc¢iva len na uréeni vy, Q, J,, a J,,
a dosadeni do rovnice

Erin = M3 + J,,0? + J,.. Q2.
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), @/ GRS AE ke

Tina sa uci hrat na gitare. Okrem jej podmanivého zvuku ju viak zaujala
aj skutocnost, Ze ked si gitaru naladi v teple domova a potom s fiou vyjde von
do chladnej zasneZenej noci, gitara uz neladi. Aby ste Tine vysvetlili, ako je
to mozné, tak

(a) odvodte vlnovi rovnicu pre strunu;

(b) ndjdite zdvislost zdkladnej frekvencie struny v zdvislosti od jej predize-

nia AL;

(c) zistite, ako sa zmeni zdkladnd frekvencia struny, ok s gitarou zdjdeme
do treskicej zimy s teplotou o AT mensou.

Struna md dizku L = 0,8m (jej cast na kobylke zanedbdvame), priemer d =
0,6 mm, je zhotovend z ocele s hustotou p = 8000kg/m?, modulom pruznosti
E = 220GPa a tepelnou roztaznostou o = 11,107 K™ a na zaciatku hrd
s frekvenciou fo.

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzdugo

2 VzorAk Bzpuso &

Cast (a)

Odvodenie vlnovej rovnice struny urobime formélne, aby sa dalo I'ahko
zopakovat pri odvodeni vlnovej rovnice v mnohych inych situaciach. Budem
pritom zdéraziovat vSetky zanedbania, ktorych sa dopustame.

Oznaéme vychylku struny v jednotlivych miestach ako x.'43 To bude
bude zavisiet od polohy z i ¢asu t, teda je spravne pisat x(x,t). Z praktic-
kych dévodov budem vécsinou ¢asovy argument, ¢i dokonca oba argumenty,
vynechévat. V sivislosti s tymto si pripomenime skratané oznacenia pre ¢a-
sové a sturadnicové derivécie

%:x’ a %:X
Ox ot ’

v pripade druhych derivacii napiSeme dve Ciarky, resp. dve bodky.
Nakreslime si prehladny obrazok, aby sme sa mali od ¢oho odrazit.

143V pripade pozdiznych vin by z malo vyznam stradnice daného bodu na nedeformo-
vanom telese a x jeho posunutie z tejto polohy do okamzitej polohy.
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x(x)
A

Budeme uvazovat len malé uhly «, aby sme mohli pouZivat aproximéciu
sina = « ~ tga. V tom pripade zrejme mozeme pisat x'(x) = a(x).

Teraz podme riesit dynamiku tlohy. Aké sily poésobia na vybrany infini-
tezimalny kusok struny? Struna je napinana nejakou silou 7. T4 je urcite
konstantna pozdlz struny, ak struna nie je deformovana. Pri velmi malych
deforméaciach bude zrejme aj zmena T pozdlz struny mala a preto ju zaned-
bame. Sily tahajice konce vybraného kusku si teda rovnako vel'ké a odlisuju
sa len smerom, akym posobia. Vyslednica sil vo vertikdlnom smere je preto

dFy, = Tsin(a+da)—-Tsina
= TX(z+d) — T¥'(2)
Tx"(z)dx.

7 Newtonovho pohybového zékona mame dFy = dma,, kde dm je hmot-
nost ktsku struny dm = pSdx a kde a, = ¥ je jeho zrychlenie vo zvislom
smere. Dosadenim za F; dostavame

Spx(z,t)dz = Tx"(x,t)dx
Px(z,t) T Px(z,t)
ot? - Sp ox2

To je hladana vlnova rovnica. Ale preco sa tak nazyva? Vinovd rovnica
mé popisovat vinu, tj. profil pohybujici sa uréitou rychlostou v. V tomto
pripade méa teda vychylka x zavisiet od ¢asu a suradnice cez argument (x £
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vt).1** Derivovanim x(z + vt) lahko odvodime!®®
O _ 4%
o Oz
ot? Ox?

To znamend, Ze rovnica, ktorej rieSenim je pohybujuci sa profil (vlna),
musi spliiat prave odvodeny vztah. Preto sa uvedena rovnica vola vlnova, 46

hoci mé aj mnozstvo inych rieseni.!4”

Porovnanim dostavame
T o
v = —_— —
Sp Vo

kde ¢ = T'/S standardne oznacuje mechanické napétie v pascaloch.

Cast (b)
Na to, aby sa na strune mohla §irit vina, musi byt struna napnuté. Pnutie
savisi s predlZzenim podl'a Hookovho zakona

kde FE je zadany Youngov modul pruznosti v tahu.

Teraz prejdime k samotnej vine. Pri zékladnej frekvencii plati A = 2L.
V pripade kazdej viny st (fazova) rychlost, frekvencia a vinova dizka viazané
vztahom v = \f.14® Dosadenim dostavame

v 1 I3

fo=3r =\ 5

1447 namienko uréuje smer pohybu viny. Premyslite si, pre¢o vol'ba ménus znamena pohyb
v kladnom smere osi z!
145 Mo#no to derivovat napriklad ako zloZenu funkciu, tj.

Ox(xxwvt)  dx(z£ot) I(zxovt)
oz T d(z + i) . oz
Ox(zxvt)  dx(z£ot) 9I(xzEot)

ot T d@Eet) ot

146Takéto pekné vysvetlenie ma nauéil docent Martin Mojzis, za ¢o som mu vda&ny.

7T ahko si mozete overit princip superpozicie, tj. ze ak x1(z4vt) a x2(cEwvt) st riesenim
istej vlnovej rovnice, tak aj c1x1(x £ vt) + caxz(xz L vt) je rieSenim tej istej vinovej rovnice
pre hocijaké ci,co € R.

148Predstavme si sinusovii vinu. Nech v istom bode struny sa v isty okamih nachadza
vrch kop&eka. Vrch d’algieho kopleka sa sem dostane za ¢as 1/f. Za ten isty Cas sa prvy
kop&ek stihol posunit prave o vinova dizku A. Jeho rychlost je teda v = s/t = \f.
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Aby sme boli v obraze, najdime predlzenie potrebné k vylideniu komor-
ného a, ktoré ma frekvenciu fo = 440 Hz. Dostavame

14 2
= —(2foL)" = 0,018.
€ E(fo) ,

To znamené, Ze nami vybrata konkrétna struna je na naladenej gitare na-
tiahnuta o 1,8% oproti svojej povodnej dlzke.

Cast (c)

Zanedbavame roztaznost gitary, takze vlnova dlzka zakladnej frekvencie
ostava rovnaka. Rychlost viny sa zmeni, pretoZze sa zmeni napétie . Ochla-
denim sa zrejme zvacsi, preto nové napéitie oznac¢ime ako o + Ao. Ako sa
tym zmeni zakladné frekvencia? Postupne upravujeme

1 Jo+ Ao
fot+tAf = a\l .
_ L Jo /A
2L\ p o
~ L [o(1,8c
T 2L\ p 20
Ao
Af = fOTa
o

kde sme v jednom kroku vyuzili, ze pre malé x plati (1 + z)" ~ 1 + nx.14?

V ziskanom vztahu by sme radi videli hmatatelnejsie veliciny, nez akési
mechanické napétie a jeho zmenu. Mechanické napétie si vyjadrim pomocou
fo. Plati

o =p2foL).

A ako sa vlastne pri ochladeni zmeni mechanické napétie? Aby sme ur¢ili
Ao, treba si uvedomit, ako to s tymi predizeniami funguje.

Majme strunu, ktord ma pri istej teplote a pri nulovom mechanickom
napiti dlzku Lg. Ak ju schladime® o AT, skrati sa na (1 — aAT)Lg. Ak
ju natahujeme napétim o, predlzi sa na (1 + %)Lo. Ak predpokladdme, Ze
koeficienty « a F st pre malé natiahnutia a malé zmeny teploty konstantné,

149Priamoéiarejsi postup cez derivacie je

_of

= Ao = @AU.
do o

T 20

Af
1505 chladime.
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tak mozeme pisat

L = (1-aAT)(1+ %) Lo
(1—aAT + Z)Lo,

Q

teda pri oboch efektoch stucasne plati pre predizenie

e= ¢ —aAT.

Gitara, ktora predstavuje akési neroztiahnutelné médium, poneché cel-
kovu dlzku struny po ochladeni rovnaki, ako pred ochladenim. Predlzenie
sa teda ochladenim nezmeni. Ak ma zaujima zmena mechanického napétia,
dostavam rovnost

o o+ Ac

— = ——— —aAT

E E @
Aoc = FEaAT.

Po dosadeni o a Ao do vztahu pre Af dostavame po tprave

Af _ Ea
AT 8pfoL?

V stlade so skiisenostou gitaristov dostavame vysledok, Ze najviac sa zmeni
frekvencia pri malych hodnotach fy, tzn. pri hlbokych tonoch.

PozNAMKA 1: Rychlost $irenia viny moZno vzdy vyjadrit v zavislosti od
lokalnych parametrov (v pripade prie¢nych vin struny to bolo mechanickeé
napétie a hustota). Lokalnych parametrov vi¢sinou nie je vela, preto mozno
rychlost Sirenia viny aZ na Giselni konstantu velmi rychlo odvodit z roz-
merovej analyzy. Ciselna konstanta je v drvivej vic8ine pripadov rovné 1.
Vynimkou je $irenie zvuku v plynoch, kde sa rovné odmocnine z Poissonovej
konstanty x.

PozZNAMKA 2: Je velmi zaujimavé, ze dva sucasne znejlice tony zneju
¢isto, ak pomer ich frekvencii je zlomok malych celych &isel. Ladenie néastro-
jov v nasich koné¢inach je zaloZené na tom, Ze pomer frekvencii poltéonu, tj.
dvoch najblizsich klaves, je 1 : /2. Rozdiel n poltéonov zodpoveda pomeru
frekvencii 1 : ( 13/5)” Jedna oktéva (12 poltonov) zodpoveda pomeru frek-
vencii 1 : 2. Kvarte (5 poltonov) a kvitne (7 poltonov) zodpovedaju priblizne
pomery frekvencii 3 : 4, resp. 3 : 2. To moZno brat ako vysvetlenie, pre¢o
zneju Cistejsie nez ostatné intervaly.

Zostafime vsak pri ¢isle ¥/2. S jeho pomocou vieme zistit, o aky pocet N
polténov sa vlastne gitare pri ochladeni rozladila. Ak predpokladame mala
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zmenu frekvencie, tak mame

N =

Q

A
()

In (1+ 4¢)
In ¥/2
12Af
foln2
3Ea
2pfeL?1n2

AT.

Ak si vezmeme frekvenciu najnizsej (82 Hz) a najvyssej (330 Hz) struny na
gitare, Tahko dopocitame prislugné rozladenie 0,15, resp. 0,0094 polténu na
°C. V literattre'® mozno néjst, Ze citlivost 'udského ucha je asi 0,05 pol-
tonu. Chee to ale dobre nastrazené usi. Najhrubsia struna sa rozladi o cely

poltén pri ochladeni o 7°C.

151 Napriklad http://en.wikipedia.org/wiki/Pitch _(music).
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Yo Yo Yo Yo v

Basa si na zihrade postavila dlhy Zlab na odvod vody. Jeho Sirka je b a
sklon «. Ked sa raz rozprsalo, v Zlabe tiekla voda pridom o vyske h (meranej
kolmo na dno Zlabu). Aky bol prietok vody Zlabom, ak jej pridenie povaZujeme
za lamindrne? MozZete predpokladat h < b.

Zdroj: Ulohu vymyslel Tomas

X VZORAK MARCELKA &

Najprv si povieme nie¢o o viskozite. Ak kvapalina nem4a vo vSetkych
miestach rovnaki rychlost, vznikaji v nej trecie sily — kvapalina sa ,,brani*
pohybu. Zo sktisenosti vieme, Ze niektoré kvapaliny sa brania pohybu viac,
iné menej: napriklad med tecie velmi pomaly, ale voda tecie rychlo. Visko-
zita je vlastnost kvapaliny, ktora hovori, aké velké st vnitorné trecie sily
v pohybujicej sa kvapaline. Preto veta ,,med te¢ie pomaly“ sa da nahradit
slovami ,,med mé vel'ku viskozitu®.

Predstavme si nasledujiici experiment: zoberieme si dosku s plochou S,
polozime ju na vodu s hibkou & a zatneme ju tahat tak, aby doska mala
rychlost v. MéZeme si odmerat silu F', ktora je potrebna na takéto tahanie.
Je ocakavatelné, ze ¢im vacSou rychlostou chceme dosku tahat, tym vadésiu
silu na to budeme potrebovat. Naproti tomu, ¢im tensia je vrstvicka vody,
tym to pojde tazsie (fahat nejaka platiu v bazéne je Tahsie ako tahat ju po
milimetrovej vrstvicke vody). Potrebna sila tiez zavisi od plochy dosky — &m
vacsia doska, tym vécsia sila.

v
% F
— s>
h

Zoberme ako experimentalny fakt, Ze sila zavisi od danych veli¢in ako
v
F = T’SE,

¢o sthlasi s intuiciou. V tomto vztahu sa okrem spominanych veli¢in objavilo
pismenko 7. To je konstanta, ktorii volame dynamicka viskozita kvapaliny.!52

152pozor, existuje aj konstanta nazyvana kinematické viskozita. Medzi oboma viskozitami
je jednoduchy vztah, ale netreba si ich popliest, lebo to méze sposobit radovo zlé vysledky.

145



FX E4 Zlab

Kazda kvapalina ju ma int a d4 sa najst v tabulkach. (Aby to nebolo aZ také
jednoduché, nie vSetky kvapaliny sa spravaju takto. Su aj také, kde visko-
zita nie je konStanta, ale funkcia rychlosti kvapaliny. Voda vSak, nastastie,
uvedeny vztah spliia.)

Niekedy je rozumnejsie hovorit o sile na plochu, teda o akomsi napéti.
Toto napétie sa vola §mykové napétie a oznaduje sa 7. Plati pren vztah

_F v
T=g =0

Predstavme si teraz, Ze nas zaujima rychlost kvapaliny na roéznych mies-
tach v kvapaline. (Stale sa rozpravame o tahani dosky, nie o nasom Zlabe.
Berme to ako jednoduchy motiva¢ny priklad, ktory ndm pomoéze zoznamit
sa s viskozitou a lepgie si ,ohmatat, ako to funguje“.) Predpokladajme, Ze
doska je ovela vicgia ako vySka vody, a Ze prudenie je ustalené. Zo symet-
rie'®® problému vyplyva, Ze vietka kvapalina bude mat rychlost rovnobezna
s rychlostou dosky a Ze rychlost kvapaliny zavisi len od z-ovej sturadnice
(zvislej, kolmej na dosku). Zaujima nas teda funkcia v(z).

Zamerajme sa na nejakia vrstvu vody vo vyske z. Rychlost tejto vrstvy
oznacime v(z). Co keby na mieste tejto vrstvy bola tenka platha tahana
rychlostou v(z)? Ni¢, voda by si to ,nevsimla“ a spravala by sa rovnako ako
predtym. V tvahéch teda modZeme nahradit vrstvu vody platiiou.

F

aE—

B!

=
&
B

N

&

A 4

A

Zoberme si teraz len maly valéek vody s podstavou S. Na jeho horna
podstavu posobi sila F' = S7(h), no a kedZe je prudenie ustalené, celkova
sila podsobiaca na valek (aj vo vodorovnom smere) bude nulova. Preto na
jeho spodni podstavu posobi sila —F'. Ak si vsak val¢ek vo vyske z rozdelime
na dve Casti (napriklad tenkou platiiou), mozeme pre obe Gasti zopakovat
rovnakiu uvahu. Vyslednica sil pdsobiacich na dolna ¢ast valéeka musi byt

1530 symetriach a ich vyuziti, napriklad i o NStherovej vete sa mozete dozvediet viac
napriklad v Prirucke mladych fyzikov.
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nulova, ¢ize nan horna ¢ast (resp. platha) posobi silou F', a podobne dolna
¢ast posobi na hornt opa¢nou silou —F'.

Toto ale znamené, Ze voda v spodnom val¢eku sa sprava tak, akoby sme
vo vy8ke z tahali platiu silou F'. Z na8ich uvah o viskozite potom ale vyplyva,
7e ST(h) = F = S7(z), ¢ize 7(h) = 7(z) a teda

v(h) _ v(z)
n ho
Inymi slovami, funkcia v(z) je linedrna, konkrétne
_v(h)
v(z) =z o

Sktsme eSte nahliadnut, ako vyzera diferencialny tvar rovnice 7 = nv/h.
Predstavme si dve vrstvy vody, jednu vo vyske z, druht vo vyske z + dz.
Rychlost vrchnej vrstvy vzhladom na spodni je v(z+dz) —v(z). Predstavme
si, Ze vrchna vrstva je platiia pohybujtica sa rychlostou v(z+dz). Sila, ktorou
by sme takito platiiu museli tahat, je

v(z +dz) —v(z)

dz ’
¢o v limite dz — 0 dava derivaciu rychlosti podla vysky. Odtial mame vztah
pre Smykové napétie vo vyske z;

F=nS

R
T=Ng
Dostali sme vztah pre $mykové napétie v najjednoduchS§om moZnom pripade:
ked je prudenie ustalené a rychlost vody rovnobezné vo vetkych miestach.
Ked uz pozname diferencialny tvar rovnice pre Smykové napéitie, moézme
sa eSte inym spdsobom pozriet na rychlost kvapaliny, na ktorej je poloZzena
doska tahana rychlostou v(h). Opét si pozrime nejakt vrstvu vo vyske z,
ktora ma hrabku dz. Na vrstvu posobia vo vodorovnom smere len Smykové
sily — jedna smerom dopredu (od vrchnych vrstiev), jedna smerom dozadu.
KedZe predpokladame ustéaleny stav, tieto dve sily musia mat rovnakua vel-
kost. To znamena, Ze 7(z) = 7(z+dz), ¢ize Smykové napitie je vade rovnaké
a nezavislé od zvislej suradnice. Co z toho vyplyva? Derivécia rychlosti podla
vysky je konStanta:
dv
&z ©
takze funkcia v(z) musi byt tvaru v(z) = cz + d. NavySe vieme, Ze voda
v nulovej vyske méa nulovi rychlost (z ¢oho d = 0) a Ze voda vo vyske platne
mé rychlost platne: v(h) = ch + d. Z toho dostdvame uz znamy vztah
v(h)
v(z) =z P
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Po obohateni sa o poznatky o viskozite sa moéZeme pustit do rieSenia
samotného prikladu. V zadani je napisané, ze prudenie je laminarne. To
znamené, Ze je ,hladké” — jednotlivé vrstvy vody maja rovnobeznu rychlost
a nepremieSavaju sa. MoZme si teda dovolit predpokladat, Ze rychlost vody je
rovnobeZn4 s rovinou zlabu. Naviac, opét je zo symetrie zrejmé, Ze rychlost
vody bude mat len jeden smer (len ,nadol* a nie do bokov). Tiez mozeme
predpokladat, Ze na podstatnej ¢asti zlabu bude pridenie ustalené, a kedZe
h << b, mdzeme zanedbat javy na okrajoch zlabu. Opét nas teda zaujima
len zavislost v(z), prifom z je v tomto pripade stradnica kolma na rovinu
7labu.

Zamerajme sa znova na tenucku vrstvu vody vo vyske z, ktora ma plochu
S a hrubku dz. Vo vyske z bude Smykové napétie

dv
r(2) =0 ()

a vo vyske z + dz bude
d
T(z+dz) = nd—Z(z +dz).

Voda nad vrstvickou bude ,strhavat* vrstvicku smerom dopredu, voda pod
vrstvickou zase smerom dozadu. (Je intuitivne jasné, Ze blizgie k podlozke
mé voda mensiu rychlost.) Vyslednica Smykovych sil posobiacich na vrstvu
teda bude teda

Fs=S(r(z+dz) —7(2)) = Sy (jg(z +dz) — jZ(z)) .

Vsimnime si, Ze ak posleme dz — 0, potom

dv dv
dz dz2
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¢o je druhé derivacia rychlosti v podla z. Odtial méame vztah pre vyslednicu
Smykovych sil poésobiacich na vrstvu vody vo vyske z:

d?v
Fg = Sndz—(2).

Zéaroven na vrstvi¢ku pdsobi okrem Smykovych sil zlozka gravitacnej sily
rovnobeZna so zlabom. Téato méa velkost Fg = S dzpgsin a. KedZe pridenie
je ustalené, vyslednica vsetkych sil posobiacich na vrstvicku musi byt nula,
¢ize (uvazujuc len sily v smere rovnobeznom so zlabom)

d?v

Fo+ Fs = Sdzpgsina + Sndz@(z) =0.

Po jednoduchej uprave dostavame diferencialnu rovnicu

d?v _ pgsina
dz2 n

RieSenim tejto rovnice je funkcia, ktorej druhé derivacia je konstanta. Tuto

podmienku splha polyném druhého stupna, preto

v(z) = k22 + mz +n,
kde .
__pgsina
= o
UZ len potrebujeme zistit vel'kost konstant m a n. Na to pouZijeme okra-

jové podmienky: vieme, Ze voda vo vyske z = 0 ma nulovt rychlost a Smykové
trenie vo vyske z = h je nulové (vzduch vodu nebrzdi). Kedze

v(0) =n a T(h) = n%(h) = n(2kh +m),

dostavame n = 0 a m = —2hk.
Zadanie sa pyta, aky je prietok vody zlabom. Ked uZz pozname funkciu
v(z), je to jednoduché:

h h k23 h
Q= / bu(z)dz = / b(kz? — 2hkz)dz = [b - bhkzz]
0 0 3 0
kh? 2 bsi
= bo — bkh? = —Zpkh? = P s
3 3 3n
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)/ 8/ 0’ &/ Gie

Pdn Rutherford znova vytiahol zo $pajze zlatu foliu a delo o castic. Vy-
strelil o casticu rijchlostou w smerom na jadro zlata, a ona sa mu odchylila
o uhol B (od povodného smeru letu). Zistite, o kolko pdin Rutherford netra-
fil toto jadro zlata! (t.j. ako daleko od povodnej priamky letu sa toto jadro
nachddzalo)

Zdroj: Standardné u&ebnice fyziky

2 VzorAk KuBus &

Takyto priklad mézeme zratat bud nejakou fintou a osvietenym nadhla-
dom, alebo pomocou hutného aparatu. No, prefo nie? Podme si ho vybudo-
vat.154

Polarne saradnice

Centralny pohyb'5® sa velmi dobre bude popisovat polarnymi stradni-
cami. Ak sme doteraz polohu (polohovy vektor) nejakej ¢astice zaznamena-
vali ako r = zé, + yé,,'"® teraz si budeme radsej pisat jej vzdialenost od
stredu r a uhol 0, ktory zviera vektor r od nejakej referen¢nej priamky, napr.
od osi z. Kladny uhol budeme podla zvyklosti pocitat proti smeru hodino-
vych rudiciek. Nase jednotkové vektory budu teraz €, a éy. Ukazuji v smere
narastajiceho r resp. 6, ako to znézoriiuje obrazok:

A

y

v

X

154Upozornenie hned na za&iatok: vektory budeme znagit tuénym pismom, tj. v namiesto
U.
155Tj. pohyb s centralnou silou, alebo vlastne hocico, ¢o vyzera dostato¢ne centralne
156 Djvné symboly é, a &, nie st ni¢im inym ako jednotkovymi vektormi v smere osi x a

Y.
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Vidime, Ze pri tomto znaceni r = ré, . Co viak s  a #, ktoré potrebujeme
na popisanie pohybu? Pri kartézskych saradniciach sme boli zvyknuti, zZe
nase jednotkové vektory &, a &, boli konstantné, preto # bolo rovné ié,+jé,.
Teraz sa nam vSak menia aj naSe é, a €y, konkrétne sa spolu s r otacaju
okolo pociatku. Vyjadrime si ich teda pomocou &, a é,:

é = €, cos 0+ €é,sinf (41)
g = —éysinf+é,cosd (42)

Ak toto poderivujeme podla Gasu, dostavame

;g = 4 (8, cosf + &, sinb)
r = gz (€xcos é,sin
= &,(—sind)f +&,(cos0)f
= féy (43)
a analogicky
éy = é.(—cos0)f + &,(—sin)f

= —0¢,. (44)

Lala, aky pekny vysledok.!®” Teraz sa moZeme pustit do zistovania, ¢o
bude vlastne 7 a #, pouzivajiuc (43) a (44).
r =ré,
P = 1€, + ré, = 1€, + rbég (45)
To je intuitivny vysledok — rychlost je nielen zmena vzdialenosti od

stredu, ale ma aj kolmy komponent v smere €y, obvodovu rychlost r6. Deri-
vujme vSak dalej.

i = 4 (fé + rée )
- dt T 0
i d /. i3
=ié, +r1é, + — (r@) éy + rbéy
dt
= i, + 108y + 108y + 106y — rb%é,
- (7“ - r92> &+ (27:9' n 1*5) & (46)

Aky to nadherny vyraz pre druhu derivaciu polohového vektora, krasne
rozporciovany do vyrazov €, a ég! VSimnime si hned vyraz # — druht de-
rivaciu vzdialenosti a r62 — dostredivé zrychlenie pri é,.. Takisto si mozeme

s o S 2 1d .20\ 158
v&imnut, ze vyraz pri &g je rovny -5 (7°0).

157Navyse celkom intuitivny, ak si otacajice sa vektory é, a &, nakreslime.
158Co? Aky moment hybnosti? Konstantny? Nulové zrychlenie v radidlnom smere?
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Aparat vybudovany, moéZeme sa pustit do rieSenia. KedZe jadro zlata je
tazké a pomerne dobre zagité v mriezke, méZeme predpokladat, Ze sa ne-
bude pohybovat. Ak si don teraz poloZzime stred naSej suradnicovej sastavy,
bude sila posobiaca na alfa ¢asticu rovna F = &,C/r?, kde C je nejaka kon-
Stanta. No a kedZe druhy Newtonov zakon nam hovori F' = m#, dostavame
pohybovt rovnicu:

é,.% =m (r - r92> é. + %% (7‘29) €y
\
m (r - 7‘92) - % (47)
20 = h (48)

kde h je nejaka konstanta.!%?

Takto sme sa dostali ku pohybovym rovniciam pre r a 6 v (prefikanej)
zavislosti od ¢asu. Riesit tieto diferenciilne rovnice nie je najjednoduchsie,
a navy8e, my sme chceli vediet iba tvar trajektorie. Ak teda odstranime cas
z tychto rovnic, budeme mat uz len zévislost r a 6. Nebude to ani tak velmi
boliet, pretoZe v # = h/r? mame uzito¢nt vizbu. TakZe mozeme pisat:

. dr drdf drh
r=——_——=——
dt dodt dfr?

Toto nie je vynimoc¢ne pekny vyraz, tak si dovolme eSte jednu fintu —

ak urobime substiticiu u = 1/r (ktort by sme asi museli urobit neskor pri
rieSen{ nejakej Skaredej diferencidlnej rovnice), uhladi sa nam to na

dr h di du
o _por 4
P a9 (49)
a potom
. dr  dr, d®u\ h 5 od%u
T‘a‘aﬁ‘(‘dm)ﬂ—‘h“mw (50)

Basnik by povedal, podme spolu lietat: (inymi slovami, napiSme si (47)
a (48) a aplikujeme (50))

h2
m (’I“ — T’I’4)

2
—h2u2d—u CR2d = ¢,

I
\Q
3

[ V]

462 ~m
d2u C
T e P (51)

159 Ako to bolo s tym zakonom zachovania momentu hybnosti?
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Mila diferencialna rovnica, sice nehomogénna, ale bez konstanty na pravej
strane je to stale len rovnica pre harmonické kmity. Jednym z PV16? riegeni
je u = D a preto v8eobecnym rieSenim bude u(f) = Acos@ + Bsinf + D.
Konstanty A a B ur¢ime z pociatoénych podmienok.

Nastavme si sturadnicovii ststavu tak, ze smer ku Rutherfordovmu delu
bude 6 = 0, takZe r(0) = oo, teda u(0) = 0. Z toho po dosadeni do rovnice
pre u(f) dostavame A = —D.

Takisto, po chvilke zamyslenia h = 726 = wb,'6! kde sme ako b oznadili

hladant vzdialenost. Vidime tiez, ze 7(0) = —w. Z rovnice (49) mame 9% =
—7/h, takze

du 7(0) —w 1

W= T Tw Ty
Z toho po dosadeni do 9%(0) dostaneme B = 1/b.

Tak sa napokon dostavame k rovnici drahy alfa ¢astice:
ind
w(®) = D(1 — cosf) + S”bl (52)

a hladédme druhé riesenie u(0) = 0 (r6zne od 6 = 0)*62

in 6
0 = D(lfcosﬂ)JrSH;
0 0 0 0
= Db(l—c0522+sin22)+2sin2cos2
0 0
= 2Dbsin§+2cos§,
teda
el o1
97 Db

Ak toto je 6, pre ktoré v — 0, teda r — oo, potom odklon od pévodného
smeru letu bude § = 7—0, teda 5/2 = 7/2—0/2 a preto tg(5/2) = cotg(0/2).

talae 8 b Cb C
tg= =—-Db= = = 53
) mh?  mw2b?  mw?3d (53)
UzZ si len spomenme, %e C' bola konStanta timernosti v odpudivej sile.
|F| = 47350 ZeZe preto C = (Ze?)/(2meo) (kde Z je atomové &islo zlata, t.j.

79) a teda konec¢ne
153 Ze?
tg =

= 54
2 2mgomuw2b (54)

160Pozriem — Vidim.

161h, sa zachovava a v kazdom &ase je teda rovnaké ako na zaliatku

162y prvej tiprave vyuZivame vztahy cos(2z) = cos? 22 a sin(2x) = 2coszsinz,
v druhej ze hladame rieSenie, pre ktoré sin 6 # 0.

x — sin
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alebo

Ze?

= ————— cotg B
2megmav?

, (53)

Tak. A méame vysledok. Tymto som nechcel nikomu nahovorit, Ze na vy-
pocitanie tohto prikladu potrebujeme takéto kladivo. S uctou si vSak vSim-
nime, %e podobne vieme odvodit i tvar drahy alfa castice, tvar trajektorii
planét (a s trochou dodato¢nej snahy vieme vtlac¢it naspit aj ¢as), a mame
pevné zaklady pre hoci¢o radidlne. Priklad sa vSak nepytal na vSetky tieto
detaily, preto sme si mohli dovolit viaceré skratky a finty.

Osvieteny nadhl'ad

Polarne suradnice sa pri takychto aplikdciach celkom sympatické, po-
okrejme pri nich este chvilku. Nebudeme si vSak vSetko matematicky bu-
dovat od zaciatku, my predsa vieme, Ze plati zakon zachovania momentu
hybnosti!'63 Takisto mézeme vyuzit i dobré vlastnosti z nagej kartézskej st-
stavy. Ak si nastavime sustavu tak, ze alfa ¢astica prichadza z uhla § = 1,
najblizsie bude ked § = 0 a (zo symetrie) odide do nekone¢na nechavajtc
0 — —1, bude sa nam hned lepsie pocitat!

6=0

Pozrime sa teraz, ako sa meni z-ova zlozka rychlosti.

d?z C
Mg =2 cos 6 (56)
2 .
d—x = 0 cos 0

2 mr26

1631, = mrv | = mr26 = konst.
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Aha, konstantny moment hybnosti v menovateli! 164

kojne integrovat podla Casu:

/@dt /—GCOSth

dt f sin @ (57)

Teraz mdzeme spo-

Vyuzili sme, Ze integra¢né konstanta je nula. Staéi si vSimnat situdciu
6 = 0.) Tato rovnica by nam bola pomerne nani¢, ale majme na paméti,
o C¢o sa vlastne snazime. My chceme zistit len hrani¢ny uhol v, resp. jeho
vztah s b. Pozrime sa na rovnicu (57), ked 8 = ¢. KedZze vieme, Ze moment
hybnosti L = mwb, tak:

wCcos Y =

Cb sin vy

C
b=——tg ¢ (58)

Teraz si uz len uvedomime, Ze vlastne f = 7 — 2¢ a teda tg(¢) =
cotg(3/2), a kedze C = (Ze?)/(2meo):

Ze?

= — cotg é
2megmuw?

2

No a ¢o ak nechceme robit v8elijakti magiu s polarnymi stradnicami a tri
vnorené finty? Mame este jednu moZnost — spomenieme si, Ze draha takejto
dastice by mala byt kuZelosecka, a to konkrétne hyperbola, pohrabat sa tro-
chu v jej geometrickych vlastnostiach a potom sa utopit v mori pismeniek,
rovnic a vzorcov.

Geometria hyperboly

Vieme, ze hyperbola je mnozina bodov, ktoré maji rovnaky rozdiel vzdia-
lenosti od dvoch pevnych ohnisk, a jadro zlata bude jednym z nich. Z tohoto
vieme odvodit uzitoéné vlastnosti.

164No, nie je to také prevratné zistenie, to sme predsa spravili naschval, aby sa nam
vyhubilo 2.
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24
J
24
X X\

Napriklad, tieto body spliaji rovnicu x2/A? — y%/B? = 1 pre nejaké A
a B. Vzdialenost vrcholov musi byt 2A4.16% Uhol, ktory zvieraju asymptoty
s osou z je ¢ = arctg(B/A).'56 Vzdialenost ohnisk od asymptot .67 Da-
lej podl'a pravého obrazku 2b/2A = tg(1)).1%8 Porovnanim ostatnych dvoch
rovnic dostavame, Zze B = b.

Ak eSte oznacime ako X vzdialenost podla pravého obrazka, dostavame
z naznadeného trojuholnika Pytagorovou vetou (A + X)? = A% + B2. Suma
sumarum méame dve rovnice:

= tg (59)
A? 4+ b? (60)

N,L\@

(A+ X)

Stale vsak potrebujeme este jednu rovnicu, aby sme spojili tieto geomet-
rické avahy s fyzikou, ¢o sa tam naozaj deje.'%? Viimnime si, Ze bod najb-
lizsieho pribliZenia alfa Castice ku jadru bude vo vrchole hyperboly, tuto
minimélnu vzdialenost ozna¢me R. Mame teda R = X + 2A. Vzdialenost R

1655ta&f hl'adat rieSenie hyperboly pre y = 0.

166 Rovnice asymptot dostaneme, ak v rovnici hyperboly nahradime jednotku na pravej
strane nulou.

167Podla zadania. Jadro prichadzajtce z nekoneéna prichadza akoby po asymptote.

168Ked sa alfa Castica z ,,nekonena‘ priblizuje k jadru zlata, vidi obe ohniskéa prakticky
v tom istom smere. Vieme, Ze rozdiel ich vzdialenosti od Zastice je 2A. Preto je dlzka 24
odvesnou naznaceného pravouhliho trojuholnika.

169Navyse mame na dve rovnice akosi privela neznamych.

156



FX E5 Rutherford

vSak vieme vyjadrit zo zadkonov zachovania momentu hybnosti a energie!

mwb = mRv (61)
1, 1, C
gmw = omu + & (62)

Dosadime v z (61) do (62):

R*mw? — 2CR — mw?h* =0
2C 4+ v4C? + 4m2w*b?
2maw?
24+ X =R=K + /K212 (63)
kde K = C/mw?. Roznisobenim (60) a odéitanim A? dostédvame

24X + X? =2

R =

Vsimnime si, ze lava strana tejto rovnice je presne X-nasobkom lavej
strany rovnice (63). Ich vzajomnym vydelenim dostavame

b2
X=—rrr—e=.
K+ VK?+b?

Potom znova z rovnice (63) dostavame:

24 = K+VEK2+02-X

b2
= (K+VE?+P) S cxn
(K + VEZ+12)° (K — VK24 52) — b2 (K — VEZ + 12)
(K +VEK?+0?) (K — VK2 +b?)
-0 (K + VK2 +b?) = b* (K — VK2 + 1?)
_b2

= 2K.

Toto dosadime do (59), spomenieme si na tg(y) = cotg(8/2) a potom uz
iba rozbalujeme pismenka, dostavajiuc sa k vytazenému vysledku.

b=Atg vy
b= K cotg(8/2)

C
b= " cotis(5/2)
Ze? B

= — tr .
2megmuw? oy
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). &/ &/ &/ dike

Jano chce porazit Jura v squashi a tak poctivo trénuje. Minule si napri-
klad zohnal lopticku s hmotnostou m a Skatulu tvaru kvddra s hmotnostou
M > m. Potom kopol do skatule tak, aby sa $mykala po zemi ryjchlostou v
smerom kolmo na stenu, a do jej drdahy polozil vo vzdialenosti D od steny
nehybni lopticku. Vypocitajte do akej majmensej vzdialenosti od steny sa
krabica dostane. Trenie $katule aj lopticky o zem povaZujte za nulové, vsetky
zrazky za dokonale pruzné a predpokladagte, Ze krabica sa neotdca (cely po-
hyb lopticky sa deje na jednej priamke kolmej na stenu). Odpoved staci do
prvého radu v ;.

Zdroj: BAUPC

2 VzorAK KuBus &

Ozna¢me si rychlost krabice po n-tej zrazke s lopti¢kou ako V;, a rychlost
lopticky po tejto zrézke ako v, priC¢om kladny smer rychlosti volime smerom
ku stene. Medzi zrazkami sa rychlost krabice nemeni, rychlost lopticky sa
pruznym odrazom od steny zmeni na opacnu. Pred (n 4 1)-vou zrazkou sa
teda krabica a lopti¢ka pohybuju rychlostami V,, a —wv,. Logicky si teda
oznacme rychlost krabice pred prvou zrazkou ako Vi = v a rychlost lopticky
ako vg = —0 = 0, aby sme mohli s prvou zrazkou pocitat symbolicky rovnako
ako s ostatnymi.

Pozrime sa na teraz na (n + 1)-via zrazku. Je to jednoduché pruzna jed-
norozmerné zrazka dvoch telies so vieobecnymi hmotnostami M a m a vSe-
obecnymi rychlostami V,, a —v,,. Mohli by sme si napisat zakon zachovania
hybnosti a zékon zachovania energie a vytriast z nich rychlosti V;, 11 a v,41,
my vSak pouzijeme mald fintu na zjednoduSenie pocitania. Pozrime sa na
cela zrazku v sustave spojenej so spoloénym taZziskom krabice a lopticky.
Pretoze na krabicu a lopticku pocas zrazky nepdsobia ziadne vonkajsie sily,
ich tazisko nebude zrychlovat, ize ststava spojend s nim musi byt iner-
cidlna. Takze ZZH a ZZE v nej stale musia platit. NavySe celkova hybnost
je v tejto sustave nulova, ¢o by nadm rieSenie rovnic trochu zjednodusilo —
ale najlepsie je na tom to, Ze my ich vobec riesit nemusime. Vieme totiz, Ze
rovnice pre ZZH a ZZE maji po zrazke jednozna¢né riesenie,'”® staéi teda,
ked jedno také rieSenie tipneme. A to vobec nie je také tazké. Ak v takejto
taziskovej sustave zmenia obe telesa rychlost na opad¢ni, celkova hybnost sa

170Nie je to uplne pravda, riefenia pre rychlosti lopti¢iek vyjda dve. Jedno z nich buda
povodné rychlosti, druhé budu rychlosti po zrazke.
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tieZ zmeni na opacnu, ale kedZe je nulova, tak sa vlastne vobec nezmeni.
Kineticka energia sa tieZ zrejme nezmeni, kedZe zavisi iba od druhych moc-
nin rychlosti. To znamené, Ze takyto jednoduchy odraz v taZiskovej stistave
splia ZZH aj ZZE, a teda spravne popisuje zrazku dvoch telies.

Predtym ako sa bezhlavo vrhneme do pisania rovnic a vyjadrovania rych-
losti po zrazke, zabudnime na chvilu na taziskové sistavy a podme sa pozriet
na to, ¢o to vlastne potrebujeme. Chceli sme poratat vzdialenost krabice od
steny, ked k sebe budu najblizSie. Tento okamih zrejme nastane pri neja-
kej zrazke,'”* pozrime sa teda na vzdialenost D,, krabice od steny pri n-tej
zrazke s loptickou. Po predoslej, (n—1)-vej, zrazke ma krabica rychlost V,,_;
a musi prejst vzdialenost D,,_; — D,, ku miestu n-tej zrazky. Lopticka ma
rychlost velkosti v,_; a musi prejst vzdialenost D,,_1 + D,,, kedZe sa me-
dzitym eSte odrazi od steny. Obom to musi samozrejme trvat rovnaky cas,
dostavame teda rovnicu

anl - Dn _ anl + Dn

b
Vo Un—1
ktorej riesenim je
Up—1— Va1
D,=Dp, 1 ———.
Up—1 + anl

Ak pouzijeme tento vztah viackrat, dostavame

D, = D, <U1 - V1> (Ug — Vz) (%-2 — Vn—2> (Un—l — Vn—l) .

v+ vy + Vo Up—2 + Vp_2 Up—1+ Va1

A teraz pozor! Co je to vy +V;? Je to rychlost priblizovania sa lopticky ku
krabici tesne pred druhou zrazkou, lebo krabica méa po prvej zrazke rychlost
V1 smerom ku stene a lopti¢ka po prvej zrazke a odraze od steny rychlost
vy smerom od steny. A ¢o je va — Vo7 No predsa rychlost vzdalovania sa
lopti¢ky od krabice tesne po druhej zrazke. A ¢o je na tom také skvelé?
No predsa to, Ze v taziskovej sustave krabica aj lopticka zmenia rychlosti
na opacné, takze ich vzajomna rychlost sa tieZ zmeni na opa¢ni. Rychlost
priblizovania sa pred zrazkou je rovnakd ako rychlost vzdalovania sa po
zrazke, Cize v1 + V43 = vy — Vo,

Podobnou uvahou pre n-tu zrazku dostaneme rovnost v,_1 + V,,_1 =

vp, — Vi, pre Tubovolné n. Teraz sa uZ len pozerajme, ako sa zo susednych
zlomkov v nasej rovnici pre D,, vymlatia menovatele s ¢itatelmi, dostavajic

vy — W _DUo+V0

D,=D = .
! Vp—1+ Vo1 Up — Vi

171Inak sa krabica prave pohybuje ku stene alebo od steny, a v takom okamihu neméze
byt najblizsie. Alebo stoji, ale vtedy je od steny rovnako d'aleko ako pri najblizsej zrazke.
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Dosadenim poéiatoénych rychlosti V) = v a vg = 0 dostaneme

v
D,=D R

Intuitivne vidime, Ze pri takejto pinkacke bude krabica pri zrazkach
postupne spomalovat a lopticka zrychlovat. Ak st podiatoéné podmienky
spravne nastavené, krabica pri jednej zo zrazok zastane a lopticka bude niest
cela kineticku energiu sistavy, ¢ize budeme mat V,, = 0 a %mvi = %M v2,
odkial v,, = vi/M/m. Potom by sme dostali

m
D, = Dy/~,
M

a to by bola aj najblizsia vzdialenost krabice od steny, kedZe krabica by
medzi n-tou a n + 1-vou zrazkou stéala.

Ak krabica po Ziadnej zo zraZok nezastane, nemusime zufat. Ak je lop-
ticka velmi lahka (m < M), pri kazdej zo zrazok odovzda krabici len malo
hybnosti a rychlost krabice po zrazke najblizsej ku stene (tj. tej, ked rychlost
krabice zmeni znamienko) bude len velmi mala.

Moézeme urobit aj nejaké konkrétnejsie odhady. Z energetickych dévodov
bude rychlost lopti¢ky ohrani¢end hodnotou v+/M /m, pri kazdej zrazke sa
teda jej hybnost zmeni najviac o 2vv/Mm. Najviac o tolko sa pri kazdej
zrazke zmeni aj hybnost krabice, ¢o pri jej hmotnosti znamenéa zmenu rych-
losti o 2vy/m/M. Ak sa rychlost krabice meni nanajvys takymito malymi
krokmi, a ak je pred najblizsou (n-tou) zrazkou jej rychlost kladn4 a po nej
zaporna, musi nutne platit |V,| < 2vy/m/M. Asymptoticky moéZzeme napisat
V,, = v0(y/m/M) ked m < M.1™ Zo ZZE potom mame

1 2 1 2 _ 1 2
Em'l)n‘f' EMV'”/ = §MU s

v = T =VE = o [2 [1-0() = oy/2 1+ 0(8)).

172Na znadenie asymptotickych odhadov velkosti funkcii sa pouziva O-notécia. V réznych
textoch sa pouZiva i zneuZiva velmi vol'ne, jej presné definicie si najdite v literattre alebo
na internete. V tomto texte bude O(f(x)) znamenat ,nejaka funkcia z, ktora pre dosta-
to¢ne malé z nepresahuje nejaky konstantny nasobok f(z)“. Menej forméalne, napriklad
pod O(7;) si mézete predstavit ,,daco, ¢o je najviac radovo 1.

160



FX E6 Pinkacka

V naSom vztahu pre D,, to znamena
v

oy/2 (1+ O(3)) — vO(/m/M)
m 1

-2\/% o —om

=D\ (o).

Vidime teda, Ze naSa odpoved D+/m/M je presnd v dominantnom rade,
chyba je radovo az f;-krat mensia ako skutocna odpoved. Takyto presny
odhad chyby som od vas v rieSeni neziadal, scasti aj preto, Ze v zadani sa
o ,,presnosti do prvého radu® hovorilo trochu zahmlene.

To by ale nebol vzorak FX, keby skonéil takto narychlo. Podme si spra-
vanie loptic¢ky spocitat trochu detailnejsie. Vratme sa naspit k pocitaniu
(n+1)-vej zrazky a zapiSme rozpravky o taziskovej sustave poriadne do rov-
nic. Rychlost spoloéného taziska lopticky a krabice je

MV, — mu,
up = ————
r M+m

D, =D

)
rychlosti krabice a lopticky v taziskovej ststave budu pred zrazkou
V' =V, —ur a v = —v, —ur
a po zrazke len zmenia znamienko na
V" =ur =V, a v = ur + v,
Rychlosti po zrazke v ststave spojenej so zemou budu teda
Vg1 =ur + V" =2ur —V, a Vpi1 = ur + 0" = 2ur + vy,

Po dosadeni za ur dostavame

_ M-m 2m
Vot = 3m Vo — Fitm Uno
2M M

Un4+1 = M+mVn + M;zvn

(Vsimnite si, Ze rovnice st symetrické, tak, ako by sme mohli o¢akavat. Hoci
to tak na prvy pohlad nevyzerd, vymenenim M s m a V,, s —v, sa nic¢
nezmeni.)

Vyjadrili sme si teda V41 a v,41 ako linearnu kombinaciu V,, a v,.
Takyto vztah sa da jednoducho a prehladne zapisat pomocou vektorov a

matic: " )
—m m
V1) _ MMn T Mim Va
v - 2 M—m v .
n+1 M+m M+m n
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Co je vsak na tomto zépise najlepsie, lahko vieme napisat vieobecny vztah
pre rychlosti V,, a v,, a to konkrétne ako

M—m 2m n
Vi _ M}Dm “ M+m Vo
v - 2 M—m v .
n M+m M+m 0

Ak si naSu maticu a vektor ozna¢ime ako

M-m _ _2m ‘/0
— I+m M+m —
A—(zf Mm) a ”—<v>7
M-+m M-+m 0

sta¢i ndm uz len vypocitat A"v. Toto je celkom v8eobecny problém z line-
arnej algebry, a takmer vzdy sa da riesit napriklad aj takto. Co ak by sme
nagli taky mily vektor &, Ze Az by bol len A-nasobkom z pre nejaké ¢islo A?
Potom by sme celkom jednoducho dostali aj A™x = A"z, pretoZe nasobenie
¢islom (A) mozeme vyhat spred nasobenia maticou. Ak by sme takychto mi-
lych vektorov x; nasli viac, hoc by mal aj kazdy svoju vlastnu \;, tak ich
linearne kombinécie by sme tieZ vedeli jednoducho nésobit maticou A™:

Sta¢i nam teda napisat nase v ako kombinéciu takych z-iek a sme hotovi.

V naSom konkrétnom pripade sa ukazuje, Ze to naozaj ide. Najdime
najprv nejaké vhodné z-ki. Ak si napiSeme (vektorovi) rovnost Az = Az,
dostavame dve rovnice o troch neznamych (dve komponenty z a ¢islo \).
Jedna mozna dvojica rieSeni je napriklad

1
_ _ M-—m 2V Mm ;
T2 = (ii /M a Arg = MTm T Mim &
m

Skuste si vyrieit sami, alebo jednoducho len skontrolovat, Ze tieto x; a A;
naozaj spliaju Az; = \;z;. No a kedze

v — <‘v/(())) — (8) = g(zl + x2),

S(A"xy + A"xy) = S(A[T1 + Ajx2),

dostavame

AP+ Ap

(Z) 3 ((Nf - AS)z\/E)

Aby sme vedeli krajsie vyjadrit mocniny A;, v§imnime si, Ze plati rovnost
(M —m)? + (2v/Mm)? = (M +m)?, takZe ak si v pravouhlom trojuholniku
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so stranami (M — m), 2v/Mm a (M + m) ozna&ime uhol pri odvesne dlzky
(M — m) ako ¢, potom

_ M-m 2V Mm
M2 = 35m T Aem

M —cosg Fising =eT¥.
Odtial

AV D = 7™M 4 "% = 2 cos(np)

AP — \D = 7™M — "% = _2isin(ny),
¢o mozeme dosadit do vztahu pre rychlosti V,, a v,:

M

m"

Vi, = v cos(ny) a v, = vsin(ny)

Toto su vztahy pre rychlosti krabice a lopticky po n-tej zrazke. V ne-
¢akane peknej a elegantnej forme. Pre rieSenie pévodnej tlohy nas zaujima
také n, ked je V,, prvykrat zéaporné (resp. nekladné). To bude vtedy, ked
bude argument kosinusu prvykrat vacsi nez 5, konkrétne pre

T /
n=|—|=~
[290—‘ 2 arcsin 2 DY g M

Z prvej éasti vzordku vieme, Ze vzdialenost n-tého odrazu od steny bude
D,, = D . Vtedy sme odvodili, Ze je to priblizne D+/m /M, teraz pre fiu
mame po dosadem za V,, a v, presny vztah

D

sin(ngp)\/% — cos(ny)
kde n = (ﬁ} a p = arccos %;z Pre m < M bude ¢ < 1, preto np bude
blizko 7/2, ¢ize naozaj D, ~ D\/m/M.

Tento presny vysledok nie je ktovieako pekny a uzito¢ny, ale postup, kto-
rym sme sa k nemu dostali, obsahuje vela hodnotnych myslienok. Ak mate
eSte chut, skiste si nakreslit, ako sa menia rychlosti V,, a v,, podl'a vy&sieuve-
denych vztahov. Ak sa vam tazko travili vSetky tie algebraické manipulécie
s maticami a vektormi, skuste si v8etky tie ivahy zopakovat s konkrétnymi
objektami, ktoré dané matice a vektory reprezentujua. (Vektory len scho-
vavaju dvojicu rychlosti loptic¢iek, matica A je len operator, ktory vezme
rychlosti pred zrazkou a vypluje rychlosti po zrazke.) Napokon, ak sa vam
to celé zd4a nejaké podozrivé, tiez sa moZete zamysliet nad tym, kde v8ade sa
nam pokazia nase rovnice po tom, ako sa lopti¢ka od krabice odrazi posled-
nykrat. (Vsetky tieto problémy sme vo vzoraku zamléali, lebo nas zaujimala
len zrazka najblizsia ku stene, a dovtedy sa to naozaj nepokazi.)

D, =

)
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). @7 &/ &/ dke

Mdme ocelové lano dizky L = 20m, prierezu S = 1cm?, s medzou pev-
nosti oy = 1GPa, hustotou p = 8000kg.m > a modulom pruznosti E =
220 GPa. Md slizit na zaistenej ceste v hordch (t.j. na via ferrate) pre od-
vdzneho feratistu na prelez ponad roklinu. Aby mohol byt takijto most uznany
bezpecnym, tak mapdtie v landch nesmie prekrocit 10-tinu medze pevnosti
lana, ak je feratista s hmotnostou m = 80kg v strede lana. Urcte, aki naj-
Sirsiu roklinu vieme pomocou tohoto lana prekonat za dodriania predpisov!
Straty hmotnosti feratistu v désledku fyziologickijch prejavov strachu moZete
zanedbat.

Zdroj: Ulohu vymyslel Jakub

2y VZOoRAK JAKUB &

Nasledovny text obsahuje dva pristupy k rieSeniu tejto tlohy. Prvy sa
déa nazvat analyticky a druhy ma pre FX nezvy¢ajni experimentalnu po-
vahu. V oboch pripadoch vyuzijem oznacenie pre dizkovi hustotu lana A =
So = 0,8kg.m ', pre hmotnost lana samotného M = L\ = 16kg a ozna-
Cenie Fiax = ”fos = 10kN pre maximalne pripustné napétie v lane. Taktiez
v oboch pristupoch budem v prvom pribliZeni povaZovat lano za nenataho-
vatelné, kedze relativne natiahnutie pri maximélnej pripustnej zatazi je iba
o5 ~ 0,05 %.

1. Analytické rieSenie

Zacnem odvodenim rovnice pre idealne nenatahovatelné, dokonale ohybné
lano umiestnené v homogénnom tiazovom poli v statickom pripade. Zave-
diem si do problému stradnice x a y, pricom x bude vo vodorovnom smere
a y bude vo zvislom smere. Vy8ka lana nad konkrétnym miestom bude dana
funkciou f(z). Vyberiem si kusok lana, ktorého priemet do vodorovného
smeru je dx, vid obrazok.
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Na tento kusok posobia dokopy 3 sily, ktoré maji byt v statickej situacii
v rovnovahe:

e tiazova sila o velkosti dFg = Agy/(dx)? 4 (df)2 = Agy/1 + f2(x) dx

posobi v zvislom smere nadol'”3,

e tahova sila lana zlava pdsobi na lano zvislou zlozkou F; nadol a
vodorovnou zlozkou F, dolava,

e tahova sila lana sprava posobi na lano zvislou zlozkou F o nahor a
vodorovnou zlozkou F, dopraval™.

KedZe nase lano je dokonale ohybné, tak smer napétia v lane musi byt
v kazdom mieste doty¢nicou k lanu samotnému. Vdaka tomu dostdvame
vztahy

F,li _pt
FLIftanosz(z)7
02 o = (e +do) = /(@) + /@) do = /(@) + (@) de.

Ked teraz zapiSeme podmienku pre rovnovihu nasho vybraného kisku ohla-
dom zvislych zloziek pdsobiacich sil, tak dostaneme hladana rovnicu

MgV 1+ f2(x)de = Fy 2 — Fya,
VT = () (64)

173Pouzivame oznadenie pre derivaciu &iarkou, teda f/(z) = %(f)
174Gledovany kusok lana mé byt v rovnovahe, preto musia byt v rovnovéhe aj vodorovné
zlozky posobiacich sil, preto st obe vodorovné zlozky napétia v lane rovnaké. To je aj

dovod, preco je vodorovna zlozka napitia rovnaka pozdlz celého lana.
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Tato rovnica je nelinearna diferencidlna rovnica prvého radu pre neznamu

ozn. AN . LRIt P vy . >
funkciu f'(x) =" p(x). Mozeme ju riesit separaciou, ¢ize oddelenim ¢lenov
zévislych od z a od ¢,

Ag do — dp

F, V14?2

a néasledovnou integraciou. Ide o technikalitu. Dahko sa viak overi'™, ze

rovnicu splita rieSenie f(z) = Acosh 22 + ho, ak plati A = B = %.176
Méame teda rieSenie

_F, Ag
f(x) v cosh {Fgﬂ(x - xo)] + ho,
f'(z) = sinh D:i(x - arg)] = 1+ f2(x) = cosh D?i(a: - arg)] ,

f(z) = %cosh E\:jq(x - 330)] :

Je na cGase urobit si nacért situacie, aby sme mohli ur¢it okrajové pod-
mienky pre naSe vSeobecné rieSenie. Zrejme bude situécia symetrickd ohla-
dom bodu v strede lana. Sta¢i nam preto najst rieSenie pre vybrant polovicu
lana'””. Zo symetrie je zrejmé, ze aj zatazenie bude symetrické a teda kazda
polovica lana ,nesie“ polovicu feratistu.

175Napodiv, po jednom dorieseni tejto Glohy sa ten vysledok l'ahko aj zapaméta — tak to
bolo aj v mojom pripade. Cize, homogénne idedlne lana visia vzdy ako nejako posunuty
a ponatahovany cosh (hyperbolicky kosinus).

176 Mala exkurzia do sveta hyperbolickych a k nim inverznym funkciam

coshx = ¢ J;e R C((;S r_ sinh x, cosh™ z °Z" arccoshz = In (m + 1) s
x
T —e® d sinh
sinhz = < 2e , S(lin T — cosh x, sinh ™!z “=" arcsinhz = In (m +Vz2 + 1)
x
inh d tanh 1 1.1
tanhz = ST s amnr _ 5> tanh ™!z °2" arctanhz = = In e
coshx dzx cosh” x 2 l1—x

a pridam este univerzalnu identitu pre hyperbolické funkcie cosh? z — sinh? z = 1.
177Zvolili sme si prava cast, vid obrazok.
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Prva podmienka na lano bude, aby v strede — v mieste zavesenia odvazlivca

— bola zvisla zlozka napétia vo vybranej ¢asti rovna polovici tiaZze visiaceho,

¢o zapiSeme

Agzo _ myg
F,  2F,

Druhé podmienka na lano bude, aby zvisla zlozka napétia v bode uchytenia

bola rovné polovici celkovej zavesenej tiaZe, teda

Ag(l—mo) _ (m+ M)g

TOIN e o
f'(l) = sinh 7 =" oF

#/(0) = — sinh (65)

(66)

Dalsiu podmienku nam diktuje zadanie, totiz, Ze maximalne napétie v lane
nesmie prekro¢it hodnotu £ mex . KedZze vodorovna zlozka napitia v lane je
vo vetkych miestach rovnaka a zvisld je v mieste o rovné polovici tiazi lana
visiaceho v intervale (—z, ) a feratistu'”®, tak je o¢ividné, ze najvyssie za-
taZenie bude v lane pri tchytoch do stien rokliny. TaktieZ je intuitivne jasné,
Ze vys8ia hodnota F, znamenéa vicsie naSponovanie lana a tym mensi previs
lana vod¢i tchytom a s tym aj va¢8iu moznu $irku roklinu, ktort preklenie.
V zmysle uréenia maximalnej pripustnej Sirky rokliny teda budeme Ziadat
Fmax

Fo/1+f2(0) = 5~ (67)

Vyuzitim podmienky (66) vieme z (67) ziskat vztah

P L TR

102 4
PouZitim 65) vieme vypo&itat!™®
Fp oo g
To = f)\—g arcsinh oF,

178To sa da vidiet z toho, ked ¢Elovek zoberie lano v intervale (—z,z) aj s feratistom,
pozaduje symetriu voc¢i x = 0 a ziada staticki situaciu.
179Vyjadrenie pomocou zadanych veli¢in necham na D.U.
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Nakoniec potom uZ vieme aj vyjadrit aj [

F, M
l= )\—; arcsinh (m;_T)g + zo0.

Pre hodnoty zo zadania dostavame F, ~ 9,9889kN; o ~ —49,987m;
[ ~ 9,991 m. Teraz si mozeme v8imnut, Ze napétie v lane je prakticky po ce-
lej dizke zhruba % = 10kN a teda v druhom priblizeni je lano dlzky L' =
L(1+2%) =~ 20,009 m, potom mé dizkovii hustotu X' = 2 ~ 0, 7996 kg.m ™"
a po dopocitani vyjde maximalna Sirka rokliny, ktorti to moze preklenut
20" ~ 19,990 m.

2. experimentalne rieSenie

Hned na tvod by som napisal, Ze toto rieSenie nebude priamo experi-
mentalne merat vysledok, lez pojdeme na to trochu okl'ukou. Najméi by sme
boli radi, keby sme cely experiment mohli nejako zmensSit a urobit pohodlne
doma, a pokial moZno nie s ocelovym lanom poZzadovaného prierezu, lebo
také sa bezne v domécnosti nevyskytuji. RieSenie bude zaloZené na postupe
zvanom Skdlovanie.

Za¢neme s priblizenim nenatahovatelného lana. Premyslite si, Ze vodo-
rovné zlozka napétia v lane musi byt pozdlz celého lana rovnaka!

Analyzujme sily posobiace na kus lana s visiacim ujom v intervale (—z, x).
Vyuzijeme symetriu tlohy vodi stredu lana a zapiSeme rovnicu, ktoré popi-
suje lano v statickej situécii a je vel'mi intuitivna. VyuZijeme, Ze zvislé zlozky
sil posobiacich na lezca a vybrany kus lana musia byt v rovnovahe

o+ Nd
f’(gj) :tan'y: % — 2—’_1:;(1.)97
flx) = w g pre Vz € [0,1], (68)
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xz
kde d(x) = / V1+ f2(y)dy  je dlzka lana v intervale (0,x).
0

Téato rovnica je integralna, lebo do nej vstupuje cez d(x) integral obsahujici
neznamu funkciu f’(z). Rovnica (68) je ekvivalentna rovnici (64) s okrajo-
vymi podmienkami (65) a (66). Rozdiel je len v tom, Ze tato rovnica ma
jasnu interpretaciu, lebo je zapisana pre predstavitelne vel'ké teleso, kdezto
rovnica (64) popisuje infinitenzimalny kasok lana. Hrajme sa v8ak, Ze sme
¢ast 1 necitali'®® a riefenie nepozname.

Tato rovnicu musi nutne spliiat aj ocelové lano s feratistom preklenu-
juce roklinu pri maximalnom povolenom zataZeni. Maximélne zataZenie je
jednoznaé¢ne uréené podmienkou pre uhol « pri tchyte

Fy(l mt M
sina = W g _gmiM (69)

F2()+ F2() Frnax

Oznad¢me rieSenie rovnice (68) s podmienkou pre maximéalne zatazenie (69)
ako f(x).

Teraz vyuzijeme ideu §kdlovania. Podme zistit, ¢i n4m samotné existencia
rieSenia f(z) rovnice (68) s podmienkou (69) nezabezpecuje existenciu inych
podobnych rieseni. Sktisme hladat skuto¢ne geometricky podobné rieSenia —
konkrétne k-krat zvacsené, t.j. rieSenie v tvare

@) =kf (5)
P =r(3)
L=kL, [=k

A f(z) )

V=1

.......... ==

180 A ak sme ju nahodou &itali, tak sa tvarme, Ze sme ju bud nepochopili alebo sme ju
razom stihli zabudnut.
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pre nejako preskilované parametre

m= Am

A= B\

M = AL = BkM
g=y
F, = CF,.

Pri vibere A = C' a C' = Bk bude funkcia f(z) spliiat rovnicu (68), lebo
plati

2N (T (68) mg  Agd(F)
Fla) =1 (k) = 9F, F,
g ad i
—%—FQT(CE) pre Vz € [0,1].

Preskalované riesenie isteZe spliia podmienku (69), kedze ide o geometricky
podobné rieSenie. Skalovacia podmienka C' = Bk nam fixuje pomer medzi
hmotnostou visiaceho a hmotnostou lana, je ekvivalentna podmienke §; =
%. Druhé skalovacia podmienka A = C vypoveda o tom, Ze sily sa musia
gkalovat rovnako ako zavesené hmotnosti, ¢o je pri geometricky podobnom
rieSeni evidentné.

Zoberme lanko nejakej dlzky, povedzme nech to je L = kL.'®" Hmotnost
lanka ozna¢im M = BkM.'82 Dalej si zoberiem zavazie o hmotnosti m =
Bkm a ddm ho do stredu lanka. Dalej natiahnem lanko tak, aby tchyty boli
v rovnakej vyske a aby uhol, ktory zviera doty¢nica lanka s horizontalnym
smerom, bol rovny « podla podmienky (69). Potom ur¢ite existuje rieSenie
nagho problému zo zadaniu, len prislusne (k-nisobne) zmensené.'®3 Potom
mi staci zmerat vzdialenost tichytov a predelit ho k-¢kom a mam odpoved'.

Tu by sa patrilo eSte overit, Ze rieSenie je jediné a teda sme nagli to
spravne. Skisim to aspon fyzikalne odargumentovat. Poktasme sa urobit na-
sledovny myslienkovy experiment: budeme hl'adat rieSenie tvaru lana vycha-
dzajiac od zavazia v strede. Vieme, Ze situdcia bude symetricki. Zvolme si
nejaki velkost horizontalneho napéatia F, v lane. Potom pridavajme na obe
strany od zévaZzia postupne malické kisky lana. Ich smer uz je velkostou F,
dany, lebo sila poésobiaca na uZ uloZené ¢asti musi byt v smere pridaného
kusku a velkost zvislej zlozky napétia je fixovana uz uloZenymi objektami.
Takto viem skonstruovat virtualne celé rieSenie tvaru lana. Je jasné, Ze pre

181

181Tym sme vybrali a zafixovali koeficient podobnosti k.
182Tymto sme douréili vietky volné parametre skalovania.
183Nage k bude &islo mensie ako 1, nenechajte sa zmiast.
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vacsie F,, bude uhol, ktory zviera lano s horizontalou, v kazdom mieste vo
vzdialenosti d(x) pozdlz lana od zavazia mensi ako pre mensie F,. Preto
bude dlzka, ktora lano preklenuje dlhsia ako pre mensie F,. Toto nam jasne
ukazuje, ze Sirka rokliny, ktora lano preklenie rastie s rasticim F., o je aj
intuitivne. Teda existuje prave jedno rieSenie naSej tlohy pre fixovany uhol
«, cez ktory je fixované napitie F, a teda aj Sirka rokliny 2.

Realizacia: Zoberiem si $pagat vhodnej dlzky L pre doméce meranie.
Aby som nemusel vazit Tahky Spagat nepresnyml kuchynskymi vahami, tak
si zavazie urobim zo $pagatu, ktorého dlzka j je 37 L a tento prevesim cez stred.
Potom si urobim dva tuchyty v rovnakej Vyske tak, aby sa aspon s jednym
dalo hybat k/od druhého. Este si zhotovim nejaky slusne velky trojuholnik
5m+M

s pozadovanim uhlom « = arcsin ( g) a snazim sa nastavit vzdialenost

uchytov tak, aby dotyc¢nica pri Jednom z tchytov bola prave a. Ked sa mi
to podari, tak si odmeriam vzdialenost | medzi tchytmi a dlzku lanka La
mam odpoved na otazku zo zadania: [ = % L. Teda, aspon teoreticky. Toto
meranie bude zataZené chybou a td by bolo vhodné odhadnut. Pokus som
nerealizoval.
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1 8/ 0’ &/ Gie

James Bond sa chystd na dalSiu akciu, kde sa musi vySplhat na strechu
vysokého domu. Zaobstaral si kotvu o hmotnosti M = 2kg, ktori dokdzZe
vystrelit rjchlostou vo = 25 m/s. Kupil si tieZ horolezecké lano, ktorého je-
den meter vazi A = 100g. Do akej najvicsej vysky dokdzZe vystrelit kotvu
(s upevnengm lanom, samozrejme)? Odpor vzduchu neuvaZugte.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

¥ VzorAk Bzpuso & Kupus &

Najprv si ukdZeme ako sa tato tloha nemd riesit. Oznaé¢me hladant vygku
ako H. Dame do rovnosti kinetickt energiu na zaciatku s potencidlnou na
konci. Nezabtudajic na potencidlnu energiu lana, dostavame

1 H
EMvg = MgH—F)\HgE.

Bezhlavo vyrie§ime kvadraticki rovnicu a po drobnej tiprave hned mame

M v
H="— 1+ 20 ~ 20,92m.
x VT g wem

Toto riesenie je zlé! Energia sa nezachovava. Predstavte si, Ze Bon-
dovo lano je v skuto¢nosti retaz zlozena z malych obrucok. Vzdy ked sa kotva
o kusok posunie, pohybujtca retaz naberie jednu stojacu obriucku. To je ne-
pruind zrdazka, pri ktorej sa ndleZite straca energia! V pripade skuto¢ného
lana nemame obrucky ale mnozstvo na zemi leziacich nehybnych ktaskov lana
s hmotnostami dm. K zrazkam teda dochadza spojite. A tak sa nam bude
spojite Cast energie premienat na teplo.

Vidime, ze kotvu nebrzdi len tiaz, ale aj namotavajice sa lano. Aby
sme sme videli, odkial presne toto brzdenie pochadza, napiSme si pohybovii
rovnicu. Druhy Newtonov zékon hovori

dp
F=—

3t (70)

—mg = v mdv (71)

dt dt
Zmenu hybnosti sme rozvinuli podl'a pravidla pre derivaciu saéinu. Vi-
dime, Ze zmena hybnosti sa sklada jednak zo zrychlovania (spomalovania)
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kotvy a uz odvinutého lana (t.j. m%’)7 ale tiez prave odvinuty kus lana zme-

nil svoju rychlost z nuly na v (¢len v‘;—’?). Kedze aktudlna hmotnost kotvy

a odvinutého lana je m = M + Az'8%, mozeme pisat
d(M + Az) dv
(M — STy <
(M4 Xx)g=wv i + (M + \x) gr
dz\? d
alebo — (M + Ax)g = A <£> + (M + /\fzr)d—t;r (72)

Aka to krasna diferencidlna rovnica! Ttuto rovnicu nevieme nijak jed-
noducho riesit, my v8ak méame konkrétny problém: h(0) = 0, h’'(0) = vy,
a chceme zistit najvyssiu vysku, do akej sa kotva pocas pohybu dostane.
Numericky mozeme zistit aspoii pribliznit hodnotu vysledku. Vedie k nej sa-
mozrejme vela ciest (ru¢né kalkulacia, tabulkovy editor, vlastna simulécia),
tu je jedna v programovacom jazyku C++:

double m, 1, h, a, g, v, t, dt;

m = 2;
g = 9.81;
1 =0.1;
dt = le—4;
t = 0;
h = 0;
v = 25;

while (v > 0)
{

a =-g— (1l *vs*xv)/ (m+1=x%h);
t 4= dt;

h += dt * v;

v 4= dt x a;

}

printf ("t=%1f: h=%lf\n", t, h);

Priblizny vysledok bez odporu vzduchu je 15,9 metra, plus nejaky ten
meter a pol Bondovej vySky navySe, ak vystrelovadlo kuSe drzi v rukach.
To je rychle a Sikovné rieSenie tlohy. Otazkou zostava, ¢i sa da riesit aj pre
vSeobecné hodnoty zadanych veli¢in, t.j. ¢i mé uloha aj analytické rieSenie.
Ukazuje sa, Ze mé. Cesta k nemu je v8ak velmi zloZita. Dalsia ¢ast vzoraku
je teda celkom nepovinna, ale zaujemci sa dozvedia nejaké tipy na rieSenie

184yysku budeme trochu nezvykle oznacovat ako x, nulovi hodnotu ma na trovni Bon-
dovej kuse.
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podobného typu diferencialnych rovnic.

Analytické rieSenie
Preco je nasa diferencialna rovnica zlozita?

— Je druhého radu, obsahuje aj premennt z a jej prva a druht derivéciu.
— Je nelinearna. Prva derivicia premennej = je umocnené na druhd.

Druha z tychto skutocnosti Casto sposobuje, Ze diferencidlna rovnica
memé explicitné rieSenie v elementarnych funkciach. V tomto pripade vsak
mame Stastie. Ukazuje sa Ze, v tlohach z mechaniky, v ktorych z nejakych
pri¢in dochédza k podobnym spojite nepruznym zrazkam, sa oplati prejst
od hladania funkcie z(t) k hladaniu v?(z). Specialne si vimnime, 7e:

¢z _d(dr)_ded (dr)_1d (de)®_1de? o
2 dt \dt) dtdz\dt) 2dz\dt/ 2dz
Ozna¢me v%(z) = B(z) a pozrime sa, ako sa zmeni naSa rovnica, ak
prejdeme od pismeniek z a t k 8 a x:18°

ds

—(M4+Ix)g=X 0+ (M+>\ )dx

(74)

Uzasné! Zrazu mame linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu. S tym
by sa uz malo dat nejako pohnut. Zial, rovnica nie je separovatelna,'®® a
treba najst nejaka fintu.

Pri rieSeni niektorych DR si vS8imneme, Ze rieSenie bude nejaki expo-
nenciala, alebo nejaka sinusoida. Dosadenim do rovnice sme potom schopni
vel'mi rychlo najst spravne rieSenie. Otazkou ostéava, ¢ si aj v tomto pripade
nevieme nejako tipnut, ako by asi rieSenie mohlo vyzerat. Ani po uprenom
pohlade nam viak ziadny dobry tip nenapada.'®”

Dobry tip v8ak moZeme ziskat, ak zanedbame niektory ¢len rovnice a
vyrieSime jednoduch$iu rovnicu. Clen s derivaciou zrejme vynechat nemo-
zeme, pretoze by sme uz neriesili DR. Ukazuje sa, ze zanedbanie ¢lena na
Tavej strane rovnice je schodné cesta.'®® Aby sme nagli vhodny tip, vyriedime
diferencialnu rovnicu

ds
do’

185Pismeno x sice ostava, ale treba si uvedomit Ze uz nie je hladanou funkciou, ale jej
argumentom.

186Ned4 sa upravit na tvar F(8)d8 = G(z)dz, ktory sa d4 priamo integrovat.

187Komu 4no, mal by sa nad sebou vaZne zamysliet a prihlasit sa u najblizsieho psy-
chiatra.

188Tym sme vlastne vypli gravitaciu.

0:)\B+%(M+)\a:) (75)

174



FX E8 James Bond

To je jednoducha separovatelna rovnica

148 do
208 M+
1 [d8_1[ dr
2\ D\ %—f—x
1 M
21n61n()\+x>+0
B: 1 2)\26_20
(M + Ax)
D
)= —, 76
b@) (M + \z)* (76)

kde D je integra¢na konstanta, ktora by sme uréili z poc¢iatocénych pod-
mienok. N&S tip na rieSenie pdvodnej DR spoéiva v povySeni D na funkciu
D(z), tzn. predpokladame rieSenie v tvare:

D(z)
(M + \z)?

Tento nas tip dosadime do diferencidlnej rovnice a pokusime sa zistit
nie¢o o D(x). Budeme pri tom potrebovat, ze

1 dD 20D

Blx) = (77)

= 78
dz (M +xz)®> dz (M + Az)® (78)
Dosadenim do (74) dostéavame:
AD 1 dD AD
—(M+Xx)g= + = _
( )9 (M +z)>  2(M+Xz)dz (M + \z)?
1 dD
(M - - =
(M HA2)9 = 50 T aa) de (79)

Vzajomné vykratenie dvoch ¢lenov naznacuje, Ze §lo o dobry tip. Rovnako
aj fakt, ze tato rovnica je uz separovatelna a D(z) modzeme najst jednodu-
chym integrovanim. Zavedme substiticiu z = x + % KedZe dx = dz, hned
moZzeme prepisat a upravovat dalej:
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Tu je C naozaj konstantou a uré¢ime ju z pociatoénych podmienok. Nez
tak spravime, napiSme kone¢ne vyjadrenie v(z):

v(z) = VB(2)
_ D(x)
(M + \z)®
2g C
\/_3>\ M+ A) + (81)

Vieme, Ze na zaciatku, ked x = 0 je vyraz pod odmocninou rovny v3.
7Z toho dostavame, Ze

2
C=v2M? + 228, (82)
3\
Tak dostavame konecne zéavislost rychlosti kotvy od vysky:
29 (2—9]\/[3 + v M?)
v=4|—== (M + X\x) + 2 . 83
\/ gx (M A0) + 25 (53)

Vidime, Ze keby nés zaujimala vySka, v ktorej bude mat kotva nejaka
rychlost, értala by sa nam vo vSeobecnosti kubicka rovnica. My mame $tastie,
pretoze pre maximalnu vysku sa rieSenie znova zjednodusi. Pre maximalnu
vysku H musi platit:

29
3\

2
(M + \H)® = £M3 + v2M?

A
M+ MH =} M3+Z—M2v3
V g
M [, 3}
H_7 ’/1+2Mg 1| ~ 15,89m (84)

Radostne moézeme skonstatovat, Ze simulécia i matematické analyza nadm
dali rovnaké vysledky.

PozNAMKA 1: Po pre¢itani tohoto vzoraku vam mozno rieSenie dife-
rencidlnych rovnic pripomina alchymiu. Tento postup v skutocnosti nebol
gikovny ndhodou, ale tplne cielene. Bohuzial, poriadne pochopenie vetkych
myslienok si vyzaduje par semestrov matematickej analyzy a nie je mozné
ich vysvetlit v tak kratkom vzoraku.
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P0zZNAMKA 2: Prechod od z(t) k 8(x) nam zafungoval a zafungoval by
v hocijakej inej tlohe o odvijajicom sa lane. Tato substiticia sikovne zlikvi-
duje druhu derivéciu, ako i druhit mocninu prvej derivacie v nasej DR. Nebola
by v8ak pouzitelna, ak by v DR vystupovala aj prva derivacia v prvej moc-
nine, ¢o sa nestava pri tlohach s retiazkou. Také DR st zvic8a nerieSitelné
v elementarnych funkciach.

PozNAMKA 3: Presli sme si dlhy postup, pri ktorom sme poriesili neli-
neadrnu DR druhého rddu a napokon takmer riesili kubickd rovnicu. Napriek
vSetkému sme ziskali explicitné rieSenie. Otazkou je, ¢i vobec mé zmysel hla-
dat analytické rieSenie takouto zloZitou cestou, ak stale uvazuje len vel'mi ide-
alizovany pripad (dokonale ohybné lano, nulovy odpor vzduchu). Numerické
rieSenie je nielen omnoho rychlejsie, ale jednoduchsie obohatitelné o odpor
vzduchu, ¢o by analyticky pristup definitivne zlozilo na kolené. Sice sme sa
teda naudili riesit Specialny typ diferencidlnych rovnic, avsak vidime, Ze za
malo muziky pyta privela pehazi.
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Y Y& Ye Yo Yk

Samo nasiel N rovnakijch teliesok s hmotnostou m, N +1 pruZiniek s tu-
hostou k, a jednu priamku. PruZinky teda pospdjal za seba na priamku o
medzi kaZdé dve nasledujice upevnil jedno teliesko. Zaciatok prvej pruZinky
a koniec poslednej pevne zafixoval, ale telieska nechal volne pohybovat po
danej priamke. Na obrdzku vidite ndkres situdcie pre N = 2:

WWDM

(a) Urcte periddu vsetkijch harmonickyjch pohybov, ktoré moézZe sistava vy-
kondvat, pre N = 2.

(b) Urcte periddu vietkych harmonickijch pohybov, ktoré méZe sistava vy-
kondvat, pre N = 3.

(¢) Kualitativne popiste, ¢o sa bude diat pre viésie hodnoty N.

Zdroj: Standardné uéebnice fyziky

X VzorAk Bzpuso &

Cast (a)

Pre zaciatok si v paméti ozivme Standardna konvenciu, teda ze ¢asové de-
rivacie oznac¢ujeme dvoma bodkami nad derivovanou veli¢inou, tj. napriklad
a==z.

Dalej sa zamyslime, aké harmonické pohyby by mohli nastat. Ked trochu
popremyslame, hned nam napadne jeden: Mohlo by to celé kmitat stredovo
symetricky. Potom sa da $pekulovat d'alej. Ako ale postupovat, aby sme si
boli isty, Zze mame vSetky rieSenia? Treba si dat pozor, pretoze zévaZzia mozu
mat vo vieobecnosti rézne amplitudy a rézny fazovy posun.'8?

Zvolime teda ina taktiku: Pouzitim Newtonovho zdkona vydolujeme po-
hybové rovnice a spravime ansatz!?’, tj. do pohybovych rovnic dosadime
rovnice pre harmonicky pohyb. To je taktika. Pre zaciatok sa dohodnime
na saradniciach. Tie sa pocitaji vzhladom na rovnovaznu polohu podla ob-
razka:

189 Alebo nie? Zamyslite sal
1907 nemeckého der Ansatz.
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Aké sily posobia na telesi, pri vychylkach 1, 22?7 Lahko sa presvedéite,
7191
F1 = —k$1+k($2—l’1)
FQ = —kIQ — k(l‘g — I1)7

kde teda F} a F3 je vysledné sila posobiaca na l'avé a pravé teleso. Po vydeleni
hmotnosti a vyuZiti substiticie k/m = w3 dostavame pohybové rovnice

I, = wagxl +(.L)(2)I2

Ty = —2w§x2+w§x1.

Lala, rovnice spriahnutych oscilatorov. Uz vieme, ako vyzeraju. :-)

Potialto ziaden problém (snad tie dve bodky nepodsobia odstrasujico).
Teraz prvy netrividlny napad, spominany ansatz. Vieme, Ze hladany harmo-
nicky pohyb musi byt popisatelny rovnicami

x1(t) = x1mcoswt
l‘Q(t)

Tam cos (Wt + ),

kde w = 27 /T je uhlova frekvencia harmonického pohybu, z1,, a xo,, su
amplitidy pohybov zévazi a ¢ je fazovy posun kmitov prvého telesa oproti
druhému. V8imnite si, Ze pre druhé derivicie automaticky plati, ze &; =
—w?z;. Po dosadeni za druhu deriviciu dostaneme

fwle = wigxl +w(2]xz

—wlry = —2w3m2+w3x1.

Co vlastne chceme spoéitat? Periodu. To znamena, ze uhlové frekvencia
nam ako rieSenie celkom stac¢i. V&imnime si, Ze z tejto sustavy vieme elegan-
tne vylucit premenné z. Stadi si vyjadrit zo pomocou z; z druhej rovnice a
dosadit do prvej z nich. To znamenéa

w

T2 T

T 9.2 _ .2
2w —w

191Také isté rovnice by nam vysli dokonca i v pripade, ked st v zédkladnom stave pruZiny
natiahnuté. Premyslite si to!
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a odtial192

wp

— .
2w(2) — w?

—w2x1 = —2w§x1 +

Rovnicu méZzem smelo vydelit'®3 premennou ; a po drobnej tprave do-
stavame bikvadraticka rovnicu

w* — dwiw? + 3wy = 0.

Odtial Tahko nahliadneme (kedZe w musi byt kladné), Ze existuju dve
rieSenia w; = wo a wy = V3wp. Z toho vieme Tahko dopoéitat aj periody
harmonickych pohybov.

Pristavme sa v8ak eSte na chvilu pri probléme, ako z tychto uhlovych
frekvencii urcit, ako bude najdeny harmonicky pohyb vlastne vyzerat. Kl'a-
¢ova je, ako inak, rovnica, ktora dava do suvisu x1 a x2. Z nej vidno, Ze pre
jednotlivé vypocitané w bude pre vychylky v kazdom case platit z; = x4
(pre w = wp), resp. 21 = —x2 (pre w = v/3wp). A problém je vyrieseny.

Skor nez sa touto metdédou pustime aj do druhej ¢asti tlohy, zamyslime
sa nad tym, ¢o by nam asi vySlo. Budeme mat tri od ¢asu zavislé vychylky
T1, To a x3 a je zrejmé, ze budeme mat o kus viacej roboty s vyluc¢ovanim
dvoch z nich z rovnic. Napokon by sme dostali rovnicu treticho stupifia pre
w? a tt by sme uz nejako vyriesili.

Cast (a) inak!?

Ukéazeme si eSte iny postup, ktory sa ukazuje byt uzitoény najmé pre
viisie polty zavazi. Ide o to, Ze pohybové rovnice moéZem prepisat (pomocou
maticového nasobenia) do tvaru

i\ [ 2w W 1
Fa ) wi —2wd x9 )
Ten stlpec z-ov nie je ni¢ iné, nez stipec éisel (zavislych od &asu), tzn.
mozno ho interpretovat ako vektor (zavisly od ¢asu), ozna¢me ho z. Maticu,
ktorou je vektor nasobeny moéZeme oznacit ako A. Pohyb zavazii je potom

popisany rovnicou

& = Ax.

192Mimochodom, vSimnite si, Ze z tohoto uz vyplyva ¢ = 0alebo 7.

193Ty by mohol nastat problém, pokial sa x1 prave rovna nule. Je to funkcia od Gasu
a v niektorych ¢asoch bude aj nulova. Korektnd argumentacia je, ze suc¢in funkcie z; a
nejakého konstantného vyrazu je rovny nule. Ked'ze hladame rieSenie, ked z1 je v nejakych
casoch rézne od nuly, konstantny vyraz za x1 musi byt rovny nule.

194Poriadnejsie vas tento postup naudi na matfyze docent Fecko na teoretickej mechanike.
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Toto sa az na forméalne znamienko dost podoba na rovnicu linearneho
harmonického oscilatora (LHO), v rovnici je vSak skrytych ovela viacej ¢isel,
nez je napisanych.9°

Teraz aplikujeme ten isty ansatz, ako v prvom sposobe. To znamena, ze

(fl = —OJ2.’E1

C.E.Q = 7&)2%2,

¢o sa da zapisat ekvivalentne maticovo

()=~ ()= 1)(%)

alebo este inak
I = —LUQHQQ'J,

kde magicky znak I5 je jednotkova matica rozmeru 2 x 2.

Pointa je, Ze pohybové rovnica mé v skuto¢nosti tvar & = Az, avSak nie
pre kazdé x sa d4 prepisat na prave odvodeny tvar, tj. na tvar popisujuci
harmonicky pohyb. Nés ale zaujimaja préave tie, ktoré sa daja! Pre tie musi
platit rovnost

Az = —uw’lyz
(A+w’L)z = 0

Slovami: Matica krat vektor je nulovy vektor. Tu mi ako fakt musite zo-

brat vedomost, Ze ak nenulovy vektor ndsobeny maticou ddva nulovy vektor,

tak determinant tejto matice musi byt nulovy.'%6

195Pokial by ste teraz hadali rieSenie rovnice ako £ = x, sin (—At), tak sice Sikovne
hladate analdgiu, ale vo vysledku mate sinus matice. Sami uznate, %e to vyzera akosi
obskirne. Analogia s LHO samozrejme existuje, ale budeme ju hladat inak.
196 Tyrdenie mé viacero dékazov, vietky sa vSak opieraji o pojmy linearnej algebry, ktoré
sa vac€Sina z vas naudi az na vysokej Skole. Napriek tomu jeden uvediem:
Definicia determinantu je hrézostrasna, jeho vlastnosti st ale povabné. Ak sa obmedzime
na Stvorcové matice A, B, tak plati

det (A- B) =det (B-A) =det Adet B

Inverzna matica A~! k matici A je také, Ze sadin A- A~1 = A~1A = I. Na zaklade
vlastnosti determinantu na stcine to ale znamena, ze

det Adet A= =detl =1,

kde poslednt rovnost, tj Ze determinant jednotkovej matice je 1, zatial vezmime ako fakt.
Determinant je ¢islo, ktoré vznika ako vybrand kombinacia sa¢inov prvkov matice, teda
pre redlne matice je to realne ¢islo. Ak ma v8ak matica A determinant rovny nule, tak
jej inverzna matica by mala mat nekoneéne velky determinant. Skutoc¢nost je taka, Ze
inverzna matica k nej ani neexistuje, tj. neexistuje matica B taka, ze B- A =1.
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A stagdi uz len spoéitat. Determinant matice budeme oznacovat zvislymi

zatvorkami. Dostavame 197
2
0 = |A +w HQ‘
] 2w +w? wd
wg 72w(2) + w?

= (w2 — 2w8)2 — wé.

Tato rovnicu sme uZ raz riesili. RieSenia st w1 = wg a ws = v/3wg. To
nam ako rieSenie sta¢i. Keby sme chceli najst vektory vychyliek prislichaju-
cich uhlovej frekvencii w;, tak stac¢i si rozpisat rovnicu (A + wf]lg) z=0do
komponent a tak najst vztah medzi z; a z5.'%%

Cast (b)

Kto chce, moze si to znova prepocitat prvym uvedenym postupom. My
ostatni si vyskisame novonauceny postup. Vychylky zavaZi si ozna¢ime tplne
analogicky pismenami x1,xs,z3. Lahko sa presved¢ime, Ze

T = - 2w(2)m1 + w%xz
o = + w%a:l — 2w%x2 + w%xg
I3 = + wirs — 2wiz3

Vezmime si rovnicu (A + wz]lz) x = 0 a ndsobme zl'ava obe rovnice maticou M inverznou
k ozatvorkovanej matici. Tak v lavej Casti rovnice dostavame Ixx = x, v pravej M -0 =0, Ze
z = 0. My ale chceme nenulové riesenia. Tie zrejme mozu existovat, len pokial posledna
dpravu nemozno urobit, teda pokial neexistuje inverzna matica k M, teda pokial jej
determinant je nulovy. O
197Pripomenime si, Ze determinant matice v zavislosti od jej rozmeru sa poé&ita ako

all a12
a21 a22

2x2 = ai1a22 — a12a21

ail a1z ais
3Ix3 ... a1 a2 a23 |=
asl as2 ass

+ aii1a22a33 + ai2a23a31  +  a13a21a32
— @a31a22a13 — (32023411 — (33021012

nxn ... detA=3", a;;(—1)"9 det M,

kde 7 oznacuje I'ubovolne zvoleny riadok a kde v poslednom riadku M;; oznacuje maticu
rozmeru (n — 1) X (n — 1), ktora vznikne z A vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca.
Posledné rekurentné urc¢enie determinantu sa vo vyssich kruhoch nazyva Laplaceov rozvoj
determinantu (podla i-teho riadku).

198 Gratulujem! Prave ste sa nauéili hladat takzvané vlastné &isla a vlastné vektory matice
A. Koho by to zaujimalo viacej, mdZe hladat na internete. Anglicky preklad eigenvalue
a eigenvector tiez pochadza z nemdiny.
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To je v maticovom zapise ekvivalnentné s

21 —2w¢ Wi 0 T
i _ 2 ) 2 2

2 = Wy wWo Wy To
23 0 Wi —2wi T3

Ozna¢me maticu ako A, stlpec vychyliek ako z. Hladame linearne har-

monické pohyby, ansatz ndm preto dava i&; = —w?z;. Pri druhej derivacii
teda treba kazdi zlozku vektora x vynasobit &islom —w? a preto # = —w?x.
Ak toto vSetko zhrnieme do jednej rovnice, dostavame

—wlz = Az.

Lavt stranu rovnice mozno prepisat na —w?Iszz. Poprestivanim ¢lenov
rovnice dostavam

(A + w2]I3) z = 0.

Povedali sme si, Ze nenulové rieSenia x tejto rovnice existuji len pokial
je determinant matice, ktorou sa & nésobi, nulovy. Teda

det (A + w2H3) =0.

Teraz si ukdZeme, ako moZno pouZzit pod Ciarou spominany Laplaceov
rozvoj determinantu. Pre matice 3 x 3 a pri vybere!'®® i = 1 dava napisana

rovnica vztah

a1l a2 ais
a1 Qg2 G23 |= ai1
asz1 asz 33

a1 a2
a31  as2

a1 a23
a31 ass

a2 a23

+ ais
a3z  a33

u

pri¢om spoditat determinant matice 2 X 2 nie je ziadna velka veda. Pocitanie
sa eSte znafne zjednodusi vdaka niektorym nulam v matici. Po nevelkom
trapeni dostaneme z podmienky nulového determinantu rovnicu

(w2 - 2w§)3 = 2wp (w2 — Zw(%) .

Riesenia najdeme rychlo. Prvé nastéva, ak sa zatvorky vliavo i vpravo rov-
naji nule. Dalsie dve rieSenia dostaneme vydelenim rovnice touto zatvorkou
a odmocnenim. To znamena:

wi = 2w}
w2 = (2 + \/i) wi
(2 — \/5) wy

199Tyn., Ze rozvoj robime podla prvého riadku. MoZno si, samozrejme, vybrat hociktory
riadok a vysledok bude ten isty.

ws
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Peri6du jednotlivych harmonickych pohybov doratame jednoducho ako
T; = 2w /w;. UkdZeme si eSte, ako vyzeraja najdené pohyby. Zatneme s wy.
Ma platit rovnica (Aerf]Ig):l: = 0. Tak dostavame (po vydeleni oboch

strdn) rovnice wg:

0 1 0 T1 0
1 0 1 To = 0 5
010 3 0

¢o po rozpisani do komponent vedie na rovnice

ro =
xr]+x3 =
ro = 0
7 toho, Ze jedna rovnica sa nam tam zopakovala dvakrat, si netreba robit

tazka hlavu. Pekne z rovnic vidime, Ze stredné zévaZie stoji a lavé s pravym
kmitajua stredovo symetricky. Vektor vychyliek moZno preto zapisat ako

x=ux,(1,0,-1),

kde z,, je zvolend amplituda.
Dalej pre wy. Tym istym sposobom prideme k

\/§ 1 0 Iy 0
1 V2 1 ze | =10
0 1 V2 x3 0

To sa da znova rozpisat do komponent a riesit ako sustavu troch rovnic
o troch neznamych.2%° Vyjde, e vektor vychyliek je (zapisané ako riadok)

T =, (1,—\6,1).

Napokon, ¢o to robi pre ws: Uplne analogicky prideme k rovnici

V2 1 0 1 0
]. —\/§ 1 1‘2 = 0 s
0 1 —\/i T3 0

200Komu nie¢o vravi Gaussova eliminacnd metdda, stali riesit ststavu s rozsirenou ma-
ticou (M|0), tzn. v tomto pripade
0
0 .
0

V2 o1 0
( 1 V2 1
0 1 V2
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¢o vedie na vychylky

T =, (17\/571).

Cast (c)

Ak sa obzrieme na doterajsie rieSenie, napadne nam, Ze pre velké N by
malo existavat N roznych harmonickych pohybov (tzv. mddov). Skutocne je
to tak, dokazovat to viak nebudeme.?! Moéze sa stat, ze niekol'ko roznych
modov bude mat rovnaka uhlova frekvenciu. Este by som vSak rad poukazal
na dve zaujimavosti. Tak sktisme zapocat vSeobecné rieSenie.

Ak zac¢neme hladat pohybové rovnice, zistime, Ze zrychlenie nejakého
konrétneho zévazia v danom momente zavisi len od jeho okamzitej polohy
a od okamzitej polohy jeho susedov (len pruziny medzi nimi nain pdsobia
nejakou silou). Lahko sa presvedéime, Ze vysledné pohybové rovnice mozno
prepisat do tvaru:

.. —2w¢ Wi 0 e 0
T T
- 2 2 2 . :
To wi —2wg W . : T9
T3 — I3

= 0 w?d 0

. 9 9 :
. —2wg Wy ,
0 0 w(Q) —2w(2)

Maticu oznacme ako A,,. Ak sa pustime do hladanie linearnych harmonic-
kych pohybov (vlastnych ¢isel matice!), budeme riesit rovnicu det (An + wg]ln) =
0. Ozna¢me este A,, + w?l, = B,,.

Prva zaujimavost je toto: Ak si spravime Laplaceov rozvoj determinantu
podla prvého riadku, dostaneme len dva ¢leny (pretoze v prvom riadku s
len dva nenulové ¢leny). Avsak ¢o dostaneme, ked v B,, Skrtnem prvy riadok
a prvy stipec? Dostaneme B,,_;. Za&ina to vyzerat fajn.

Dalst nenulovy ¢len je v druhom stlpci, pri vypoé¢te ¢lena pri fiom treba
v B,, skrtnut prvy riadok a druhy stlpec. To uZ nie je taka pekna matica,
ale ak si viimneme, 7e v jej prvom stipci je len jeden nenulovy prvok, tak
mozeme urobit rozvoj aj tohoto determinantu podla prvého stipca. A ¢uduj
sa svete, zrazu tam vyjde matica B,,_o. Skiste si to napisat na papieri. Malo
by vam vyjst, ze

det B,, = (w® — 2w ) det B,,_1 — wg det B,,_o.

201Bolo by potrebné sa odvolavat na vetu o hlavnich osiach, ktora je dost obscénne
vediet uz na strednej skole.
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To znamené asi tol'ko, Ze pokial mam vyrieSeny problém pre N =n—2 a
N =n—1, lacno ho vyrie§im aj pre N = n. Skuste si teraz Sikovne odvodit,
ze uhlové frekvencie pre N = 4 su

W3 g5a = (2 /4 (3 VS)) w2,

¢o sa mimochodom dé Sikovne upravit na
Wy = 1(3%v5)
e = L(5+V5).

V upravenom tvare sa viak neda dobre pozorovat skutoénost,2°? Ze ak nejaké
w? je riesenim problému, tak aj 4wd — w? je jeho rieSenim (tj. Ze rieSenia st
symetrické okolo 2w?.). To nie je ndhoda a moZete si to dokézat ako cvicenie
z algebry. Treba vyjst z rovnice det (A, +w?I,) = 0. Potom vezmeme ten
isty vyraz kde zamenime w? — (4w — w?). Po par tpravach dostaneme, Ze
potom aj tento vyraz ma nulovy determinant, a teda Ze aj 4w? —w? je naozaj
rieSenim problému.

DalSou zaujimavostou moze byt, ¢o robi tento systém pre N — oo.
Vtedy méa lepsi zmysel skimat pocet dN modov prislachajicich na inter-
val (w;w + dw), teda akuasi hustotu médov g(w) = dN/dw. To ¢o by sme
takto ziskali by boli predpovede klasickej fyziky o spravani sa realneho jed-
norozmerného krystalu.203

Ak sa niekedy budete zaoberat tuhymi latkami, budete schopni si odvo-
dit, ze v zadanej limite plati vysledok:

N

glw)={ meo1-(z5)"
0 w ¢ (0,2wp)

w e (0,2(4}0)

Ako sa dopracovat k tomuto vysledku, o tom uZ naozaj niekedy inokedy
a niekde inde. Mimochodom, vSimnite si, Zze [ g(w)dw = N, tj. ze celkovy
pocet moédov sa aj v limite rovna pocétu zavaizi.

2028kutoénost, ktora sme si mali viimnat aj pre N =2 a N = 3.

203 A dostali by sme len do uréitej miery spravny vysledok, pretoze svet sa riadi zakonmi
kvantovej fyziky. Pre "atémy na pruzinkach", ktoré st dost malé, ma kvantovanost vyrazny
vplyv.
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Software is like entropy. It is difficult to grasp, weighs nothing, and obeys
the second law of thermodynamics; i.e. it always increases.

NORMAN RALPH AUGUSTINE

187



FX F1 - PUDING
), &7 &/ Gkdke

Lenka navarila dva hrnce pudingu: jeden vanilkovij a jeden cokolddovi).
Vanilkovy puding md tepelni kapacitu Ci (nie merni, t.j. uZ v J.Kl) a
teplotu T, cokolddovy md kapacitu Co a teplotu Ty. Kolko najviac energie
vo forme makroskopickej prdace z nich vie vytaZit? (Puding pri tom nezje.
Pocitajte rijchlo, kyjm nevychladne!)

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzdugo

2 VZORAK JAKUB &

Ahojte, ukdzeme si dve rieSenia. To prvé bude spravne, jednoduché a
ac¢inné - avS8ak nepraktické. To druhé bude spravne, komplikovanejsie, me-
nej u¢inné - no o mnoho praktickejsie. Pre jednoduchost (avsak bez ujmy
na vSeobecnosti) budeme predpokladat, Ze ¢okoladovy puding nemé vyssiu
teplotu ako vanilkovy (17 > T3).

RieSenie 1.

Zoberme si na pomoc idedlny plyn s N molekulami a teplotou 7' < T5.
Tento plyn zavrime do izolovanej riry uzatvorenej idedlnym pohyblivym
piestom?**. Dame ho do tepelného kontaktu s nasimi pudingami, avsak tak,
aby teplo mohlo prestupovat na chladnejsi pracovny plyn iba pomaly, pres-
nejsie povedané tak, aby procesy boli kvazistatické?°®. Dalej pomocou znad-
kovej elektroniky budem kontrolovat pohyb piestu tak, aby sa teplota plynu
nemenila. Jedno z moZnych vyuZiti je aplikacia ako vytahu.

2041dealny pohyblivy piest sa pohybuje bez trenia a nemé Ziadnu hmotnost. Ako sa
obvykle pri kvalitnom tovare stava, vo vac¢sine obchodnych retazcov je tento artikel uz
davno vypredany.

205Kvazistatické procesy st také, pri ktorych sa zicastnené telesa nachadzaju stale v rov-
novéahe. To sa da zabezpeéit pomalostou zmien vzhladom na relaxa¢nt dobu - dobu po-
trebnt na ustanovenie rovnovahy. Speciélne potom pre idealny plyn pri takomto deji plati
stavova rovnica v Tubovolnom okamihu.
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V takomto usporiadani zjavne plynu dodam celkové teplo Q = C1(Ty —T) +
Co(T>—T) a toto vietko som o¢ividne?°® vyuzil na vyzdvihnutie kvadrikov2°”
v tiazovom poli.

Cim nizsia bude teplota pracovného plynu, tym viac prace vytah vykona.
Limitne pre T' — 0 viem ochladenim pudingov vykonat mechanicki pracu
o velkosti W = C1 T} + CyT5.29% Neprakti¢nost tohoto vytahu je v tom, Ze
pracuje neperiodicky — ¢ize ho po pouziti nie je hned moZné znovupouzit.

Riesenie 2.

Tentoraz sa obmedzim na periodicky pracujtci stroj. Pomozem si Car-
notovym strojom. Carnotov stroj je cyklicky pracujuci stroj.

206Typaslik Tlacic dba o to, aby dej plynu bol izotermicky. V stlade s tym vyhadzuje na
NkT

Jjednotlivych poschodiach kvadriky, aby bol tlak v plyne pod piestom vzdy p = =3~. Pri
izotermickom deji sa vnatorna energia plynu nementi, takze v8etko prijaté teplo sa vyuzije
na konanie mechanickej prace.

207 Tazisko plynu stapa tiez. To vSak nevadi, lebo zdvihanie plynu je mechanicka préca.
Ak sa nam to napriek tomu nepéaci, tak sa to da oSetrit napriklad tak, Ze piest ddme do
vodorovnej polohy a pomocou démyselného nehmotného systému lan a kladiek budeme
zdvihat ploSinu s trpaslikom.

208y skuto¢nosti to tak dobre nepojde, lebo pri nizkych teplotach sa tepelna kapacita

kazdého telesa blizi k nule, IlimOC = 0, ¢o je dosledok 3. vety termodynamickej. Plati to
—

aj pre model idedlneho plynu, u ktorého je zndme, Ze tepelné kapacita je konstantna. Pri
nizkych teplotach treba totiz pouzit model idealneho kvantového plynu.
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T I ©

Ideélne pracuje s idedlnym plynom, ktorého pracovna schéma pozostéva zo
Styroch kvazistatickych faz:

1. Plyn v polohe A pri teplote 77 rozpinam. Plyn prijme celkové teplo
Q1.

2. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky (tepelne izolovane) ho roz-
pinam az kym nenadobudne teplotu 7T5.

3. Piest presuniem do polohy C a pri teplote T5 ho stla¢am az po objem
V. Plyn pritom odovzdé celkové teplo @)s.

4. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky ho stlacam az kym nena-
dobudne teplotu T7. Potom ho presuniem do polohy A.

Objem V je stanoveny tak, aby bol cyklus plynu uzavrety, t.j. tak, aby po

dokoncéeni cyklu bol plyn v rovnakom stave ako na zaciatku. Nie je tazké

ukazat, ze ucinnost takéhoto stroja je n def W =1- E =1 9220

Teda ak prijme teplo @, tak vykona pracu W = nQ a chladlcu dodaQteplo
Ql =T Q

Carnotov stroj v8ak moZe pracovat aj pospiatky, v obratenom reZime.
Funguje to vdaka tomu, Ze kazdu fazu tvori kvézistaticky dej, ktory moze
bezat oboma smermi, podla toho na ktort stranu prikaZeme trpaslikovi Tla-
dicovi postvat (pomalicky) piest. V tomto usporiadani sa Carnotovmu stroju
zvykne hovorit aj Carnotova chladnicka. Nasleduje popis prace tohto stroja:

ph
1i

L=y
V/

1. Plyn v polohe A pri teplote T} stla¢am. Plyn odovzda celkové teplo
Q1.

209 Ak to ¢itatel este nikdy nepoéital, tak je najvyssi cas!
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2. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky (tepelne izolovane) ho roz-
pinam az kym nenadobudne teplotu 7T5.

3. Piest presuniem do polohy C a pri teplote T ho rozpinam aZ po objem
V'. Plyn pritom prijme celkové teplo Q.

4. Piest presuniem do polohy B a adiabaticky ho rozpinam az kym nena-
dobudne teplotu 737. Potom ho presuniem do polohy A.

Objem V'’ opét stanoveny tak, aby bol cyklus plynu uzavrety. V tomto uspo-
riadani stroj pohaname. Ak teplo, ktoré stroj odoberie chladnejSiemu telesu
je @, tak pocas jedného cyklu musime na fiom vykonat mechanicki pracu
o velkosti W = ( == 1)Q. Teplejsie teleso prijme teplo Q' = T; Q. Na tomto
principe funguju okrem chladiacich zariadeni aj tzv. tepelné pumpy, ktoré
teplom Q' vykuruju budovy.

Skutoc¢ne délezity je vSak poznatok, Ze ucinnost Tubovolného cyklicky
pracujiceho stroja nie je vyssia ako uc¢innost Carnotovho stroja. Totiz, pri-
pustme existenciu cyklicky pracujuceho tepelného stroja, ktory pracuje pri
teplotach Ty a To a ma ucinnost 7 vyssiu ako Carnotov stroj. Budem ho volat
BlackBox na znak toho, Ze pre miia moze predstavovat ¢iernu skrinku, o kto-
rej neviem viac ako to, Ze to je cyklicky pracujuci tepelny stroj (zaloZeny na
nejakom mne utajenom principe). Ak takyto stroj pri jednom cykle odoberie
teplejSiemu telesu teplo @, tak vykona pracu W = n@ a chladi¢u odovzda
teplo Q" = (1 — 7)Q.?!Y Spriahnime teraz tento stroj dokopy s Carnotovou
chladnic¢kou, ktort nastavime tak, aby chladnejSiemu telesu odoberala pri
1 cykle akurat teplo @'. Podla predpokladu o aéinnosti bude pri takomto
nastaveni odovzdavat teplejSiemu telesu teplo Q¢ mensie ako @ a bude na
pohon potrebovat mechanicka pracu We mensiu ako je W.

u2|tocna praca .

Q
==) |BlackBox|
7 3 I

QC menej ako ()

Takyto kombinovany stroj bude vo vysledku konat mechanicka pracu iba
ochladzujic teplejsie teleso.?!! Naga sktisenost viak je, Ze takyto stroj by

210Tento vztah vychadza zo zakona zachovania energie. Kedze BlackBox je cyklicky
pracujuci stroj, tak jeho stav na konci cyklu je zhodny so stavom na zaciatku cyklu a
teda jeho energia sa nezmenila. Preto teplo, ktoré pocas cyklu prijal musi byt rovné suctu
mechanickej prace, ktort vykonal, a teplu, ktoré odovzdal chladi¢u.

211Chladnejsie teleso moze byt znagne malé, lebo sluZi len na to, aby sa od neho pocas
kazdého cyklu docasne nejaké teplo zobralo a nasledne vratilo.
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sme sice velmi radi postavili, ale akosi to nejde. Existenciu takéhoto stroja
popiera druhé veta termodynamicka: Nedé sa zostrojit perpetuum mobile
druhého druhu — t.j. cyklicky pracujuci stroj, ktory by teplo menil priamo
na pracu. Ak jej uverime, tak sme prave dosli k sporu. Totiz, ak by existoval
BlackBox, tak viem skon$truovat perpetuum mobile druhého druhu a ne-
plati druha veta termodynamicka. Jedna z ekvivalentnych formulacii druhe;j
vety termodynamickej je vSak aj ta, Ze teplo spontanne neprechadza zo stu-
densieho telesa na teplejSie. A to sa, uznate, skutocne zda byt pravda. Nuz,
potom treba akceptovat aj to, Ze BlackBox poZadovanych kvalit neexistuje
a teda najvyssia mozné ucinnost tepelného stroja pracujuceho pri teplotach
T a Ty je prave uc¢innost Carnotovho stroja.

Podme koneéne k samotnému rieSeniu ilohy. Mame dva pudingy. Uva-
Zujeme iba cyklicky pracujice stroje. Zrejme by sme sa mali obmedzit iba
na stroje, ktoré po ukonceni cyklu vobec nemenia teploty inych telies ako
prave pudingov. Nuz, kazdy stroj v8ak moézem urobit Tubovolne maly a po-
vazovat teploty pudingov pocas jedného cyklu za kvazikonstantné. No a ja
viem, Ze najvyssiu ucinnost méa z takychto strojov pre kazdy jeden cyklus
prave Carnotov stroj. Carnot pocas jedného cyklu s pudingami o teplotéch
t1, resp. to odoberie teplejsiemu telesu teplo 6QQ; = C1dt; a chladnejSiemu
doda teplo Q2 = %5@1 = %C’ldtl = —(Csdty. Odtial mam diferencidlnu

rovnicu v separovanom tvare

dty Cs dtg

o Cyty]

odkial' vieme integraciou ziskat vztah medzi teplotou T} teplejsieho telesa
a teplotou T4 chladnejsieho telesa. Pre jednoduchost si zavediem oznaenie

q= g
/Tf dt, /Té dt,
& _ diz
7 b T, l2
1

Ty
T2/ = |:T/ T2:|

7 tohoto vztahu vieme urcit aj teplotu 7', ktorda budd mat oba pudingy
vtedy, ked sa ich teploty vyrovnaju,

Ak i
T = [Tl T‘I] = T =[1¢T)7
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FX F1 Puding

Potom je uz urcenie celkovej prace uplna lahoda

T v /
T — T
W:_/ L= %2 0 ary
T
T 1

= |:(T1 -T)+ q(Tszq)%(Tl_

Q=
\
N
ol
=

Do tohoto vztahu eSte treba dosadit vyrazy za ¢, resp. T. Konecny vztah mé
celkom d'aleko od esteti¢na, tu je

c2

b ﬁ % % ~ T3(Cr 70
W=0C |T1 — T1T2 ! + CyT5 |1 — Tl 2 T1T2 !
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), @7 QA Ae ke

Judita sa rozhodla vyuZit teplo kompostoviska vo svojej zihradke na do-
broc¢inné ucely. S tym zdmerom si postavila dva vratné stroje periodicky pra-
cujiice podla dejov ABD a BCD. Pracovnou ldtkou je vzduch, pretoZe je
lacny. Aky je pomer ucinnosti tyjchto dejov?

Ap
2p, B  C
Py A T D
V=
Vo 2V0

Zdroj: Ulohu vymyslel Bzduso

2 VZORAK JAKUB &

Zdravim pekne vietkych nahodnych &itatelov. Uginnost cyklického deja
s plynom je definova ako podiel vykonanej mechanickej prace a dodaného
teplo. Tato definicia ma hlavu a pétu, ale je dobré mat na zreteli, Ze je to
len otazka dohody. V naSom pripade je to zrejme to najrozumnejsie, ¢o sa
d& vymysliet.

Vzduch budem pre nase poctarske ucely povazovat za idealny plyn s po-
¢tom stupiiov volnosti s = 5, lebo je dominantne zloZeny z dvojatémovych
molekil Ny, resp. 05.2'2 Teda pri ohriati o AT vnitorni energia plynu
stipne o §NkAT, kde k je Boltzmannova konStanta a N je pocet molekl.
Pre idealny plyn plati stavova rovnica pV = NkT. Deje budem povazovat za
vratné, resp. kvazistacionéarne, t.j. takeé, pre ktoré plati, Ze intenzivne veli¢iny
(tlak, teplota) st vo vSetkych miestach plynu a v kazdom ¢ase rovnaké ako
v stacionarnom pripade.?!3

Ocividne, praca, ktora oba stroje vykonaju pri jednom cykle, je pre oba
stroje rovnaké, konkrétne %. Na ur¢enie pomeru uc¢innosti nadm ostava uz
iba zistit mnoZstvo dodaného tepla pri jednom a druhom cykle.

212Toto skutodne nie je reklama na mobilného operatora.
2131nak ani neméa zmysel uvazovat stavovii rovnicu.
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Stroj s cyklom ABD: Prideji A — B plyn jednozna¢ne teplo prijima, jeho
termodynamicka teplota stupa podla stavovej rovnice na dvojnasobok. Ak
oznacime jeho teplotu v bode A ako 17 4 a pocet jeho molekul ako Ny, tak
vieme povedat, Ze vnitorna energia plynu stipla o §N1kT1 4, ¢o pomocou
stavovej rovnice mozem vyjadrit ako $po Vo. Pri deji B — D teplota po
stred uhlopriecky najprv stipa, potom klesa. Pritom plyn stale koné préacu.
Neda sa jednozna¢ne prostym nahliadnutim uréit, & plyn pozdlz celej ciary
B — D prijima teplo.

Parametrizujme si teda dej B — D napr. pomocou premennej x, ktora
sa bude menit od hodnoty 0 v bode B po 1 v bode D, pricom tlak pre
konkrétne x bude (2 —x)po a objem (14 x) V. Skiimajme, ¢i plyn pre nejaké
konkrétne x pri infinitezimalnom néaraste parametra x o dz teplo prijima
alebo odovzdava. Prijaté teplo 0@ vypocitame ako sucet prirastku vnutorne;j
energie dE a plynom vykonanej mechanickej prace dW. Vniatorné energia
pri naraste parametra x o dz narastie o (pouZijeme stavovii rovnicu)?!4

dE = 2 [N1k (T + dT) — NykT) ,

N6 N ® N ® N

[(p+dp)(V +dV) —pV],
po Vo [(2 — 2)dz — (1 + 2)dz + (dz)?],

po Vo(1 — 2z) dx.
Mechanick4 praca je jednoducho
dW = pdV = (2 — x)pg Vo dz.

Teda teplo 0@ je rovné

4
0Q = po Vo {S—; —(s+ 1)4 dz,

odkial polahky vidime, Ze plyn teplo prijima pre z < 2(‘%;11) = %. Ozna¢me

teda ako bod X bod prisluchajaci hodnote parametra x; = %.

214Ppri tipravach vyuZijeme, Ze pre infinitezimalne dz je (dz)? exaktna nula.
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AP
2p, B —C
F 8 X Y
Py A D
v,
Vo 2V0

Mozeme povedat, Ze plyn prijima teplo na useku B — X. Konkrétne prijme
na tomto tseku
(2 - xl) s [

24+
WB—>X+EX_EB:pO%7$1+2

5 (14 21)(2 = 21) — 2] po Vo,

kde som pracu vyjadril ako plochu lichobeznika v pV-diagrame. Pri deji
X — D plyn teplo odovzdava.

Pri deji D — A plyn straca vnutorna energiu a zaroven je na iom konané
praca, teda nutne teplo pri tomto deji odovzdava. Preto celkové dodané teplo
pri deji ABD na8im strojom je rovné

:p()VO
2

Q1 [(4—z1)z1 +s(1+21 —2?)].

Stroj s cyklom BCD: Pri deji B — C plyn teplo jednoznac¢ne prijima,
konkrétne prijme teplo %(2})0 Vo). Pri deji C — D zasa pre zmenu jed-
noznac¢ne teplo odovzdava. Dej D — B si opét parametrizujem pomocou
x, rovnako ako pri analyze predoslého stroja. Musime si vSak uvedomit, Ze
dej prebieha v opa¢nom smere. Teda parameter x od 1 klesa ku 0 a ,,priras-
tok“ dzx je zaporny. Vyuzitim predoslych vypoctov teda vieme, Ze na tseku
D — X plyn teplo prijima. Konkrétne prijme

(27%1)(

1+ S
Wpox+Ex—Ep = —poVp > 1*551)*5 [(1+21)(2 — 21) — 2] poVo.

Dokopy teda stroj prijme teplo

_nVo

5 [(1+ 421 — 23) + s(2+ 21 — 27)] .

Q2

Pomer déinnosti strojov teda je

m_ Q2 (1+4z; — 23) + s(2+ 21 — 29) _ 115
N2 Q1 (4—x1)z1 + s(1+ 21 — 23) 67
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Astrophysicists are often in error, but never in doubt.

LEvV LANDAU
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FX G1 — SUPERNOVA
), @/ &/ Gk ke

Kdesi daleko vybuchla supernova a obrovskou rijchlostou vyvrhla mate-
ridl na vsetky strany. Peto tieto jej pozostatky uZ isty cas pozoruje so svo-
jim dalekohladom. Poznd vzdialenost supernovy D, zmeral aj uhlovi rijchlost
rozpinania jej obdlky (vzdalovania pozostatkov od hviezdy) w, a tak si jedno-
duchgm vipoétom (v = Dw) vypocital, Ze sa obdlka rozpina rychlostou 4/3
krdt vacsou, ako je rychlost svetla. Akou rijchlostou sa obdlka rozpina naozaj?
(Obdlka supernovy sa rozpina rovnomerne.)

Zdroj: Ulohu vymyslel Peto Matak

X VzorAk Bzpuso & Kusus &

Uvedomme si najprv, v ¢om spociva problém nadsvetelnej rychlosti. Naj-
elementéarnejsi pripad je, ked sa k nadm po priamke priblizuje teleso (napri-
klad Velky pes?!®) velkou (samozrejme podsvetelnou) rychlostou v.

cdt

v dt

V nejakom ¢ase k nam vysle foton.?'® O dt neskér sa k nam nachadza
blizgie o v dt a vysle d'alsi foton. Vsimnime si, Ze dva fotony nesiice informéciu
o zmene polohy o vdt sa nachadzaju vo vzdialenosti (¢ — v) dt od seba. Do
néasho oka pridu v intervale

V priebehu tohto ¢asového intervalu spozorujeme posunutie o v dt, teda

pozorované rychlost je
, vdt cv
v = = .
dt/ c—v

215pg latinsky Canis Magor.
216Resp. viacero foténov, ktorych zaostrenim sme zchopni zistit, ako daleko sa od néas
teleso nachadza.
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Lahko si mozete overit, Ze pri rychlostiach vi¢sich ako ¢/2 pozorujeme pohyb
nadsvetelnou rychlostou. Pre v = 0,99¢ pozorujeme Vel'kého psa priblizovat
sa rychlostou 99¢. To sa ndm ale iba zdd! V skuto¢nosti ide iba podsvetelnou
rychlostou.

Niec¢o podobné sa deje aj s oblakom supernovy. Kvoli priblizovaniu oblaku
v ,,prednej* Casti supernovy vidime pohyb zrychleny. To, ¢o pozorujeme ako
zvacSovanie jej polomeru v8ak nemoze suvisiet s ¢astou oblaku, ktora sa
rozpina po priamke ku nadm. Ta predsa nemé ziadnu kolmu zlozku rychlosti
a nemodZzeme ani ziadny kolmy pohyb spozorovat. Za nadsvetelny pohyb tiez
nemdze Cast oblaku rozpinajuca sa kolmo na spojnicu supernova-Zem. Tam
totiz prichadzaju fotony stale z rovnakej vzdialenosti a dt’ = dt. To, ¢o mi
pozorujeme ako rozpinanie bude spdsobovat nejaky smer medzi.

Ukazeme si dva sposoby rieSenia problému. Hned napriklad vidime, ze
v nejakom smere rozpinania budeme pozorovat najvacésiu zdanliva rychlost.
Extrémy funkcii hladdme predsa pomocou derivacii. Ale eSte pred tym si
ukézeme rieSenie vyuzivajuce analyticki geometriu, pretoze sa pri iom do-
zvieme celkom zaujimavé skuto¢nosti. A teraz uz rychlo do riesenia, lebo nas
dostihne a zje rychlo sa zenuci Velky pes.

Stipka analytickej geometrie

Zaved'me si suradnicovu ststavu (postaci dvojrozmerné) so stredom v su-
pernove a osou  smerujicou smerom k Petovi. KedZe vzdialenost supernovy
je radovo vacSia ako jej rozmery, mozeme predpokladat, Ze luce, ktoré Peto
vidi, st rovnobeZné s osou x. Nech sa obéalka supernovy rozpina rychlostou v.
Ak Peto vidi nejaky jej kus v mieste [z, y] v ¢ase T po vybuchu supernovy,
musi platit t; + to = T, kde t; je ¢as potrebny na to, aby sa do daného
miesta dostal materidl z miesta vybuchu, a t5 ¢as potrebny na to, aby sa
svetlo z tohoto miesta dostalo ku Petovi. Ukazuje sa ako uzito¢né zaviest
si ¢as t merany od okamihu, kedy Peto vidi vybuchnut supernovu, t.j. ¢as
odsadeny od T' o hodnotu D/c.2!7

2+ 2 D —
Vai+y N x:tOth
v &
2 2
7V"T+y_%:t (86)

v

Dostali sme teda rovnicu v8etkych moznych miest, kde Peto vidi nejaky

kiisok obalky v jeho ¢ase t. Upravujme dalej:2!®

217Njet divu, pre takto zavedeny ¢as musime pre t = 0 dostat pekné rieSenie: Jediny bod.
28y, = je relativisticky Lorentzov faktor.

2
1—2
2
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z2 4 92 otx  x?
2y t2+7+72
v c c
2 2
t
z? <1 - 1]2) ot + 9% =022
c c
2 2
x T YUt
= - 9 L IWUL L2 =22
Yo Yo €
24\ 2 2,442
T vt t
<_% ) +y2:v2t2+7 . (87)
Yo c c

Zrazu ndm z neba spadla zaujimava skutoc¢nost, Ze Peto vidi v kazdom
okamihu obalku supernovy ako elipsu. T4 sa s ¢asom rozpina podla odvode-
nej rovnice.?'? Nés viak zaujima iba jej zdanliva sirka. Kedze supernova je
d’aleko, bude fiou teda maximalna stradnica y prislichajica ¢asu ¢. Surad-
nica y je najvacsia, ked bude zatvorka s Elenom z nulova, takze

4,2
t
y2:v2t2—|—%2
c
B 75”2, 02 B 2
y—vt 1+ 02 =t 1+m—vt m
Y = Y0l
_Y_
w= T =Y (88)

Zdanliva rychlost rozpinania supernovy bude teda ~,krat vacésia ako ta
skuto¢né, pri vzdialenom objekte akym je supernova bude to isté platit
i o uhlovych rychlostiach. Z tejto rovnice jednoducho vyjadrime skuto¢nu
rychlost podla zdanlive;j:

vce
w = ———
2 _ 2
w2e? — wo? = 122
wce w
v = = (89)

2 2

Po dosadeni hodnoty w = %c dostavame spolahlivo podsvetelnt rychlost
rozpinania obalky v = 0,8 ¢c. Kazdopadne, mali sme $tastie, Ze nam pozo-
rovand mnozina bodov vysla ako elipsa. Rovnako tak sa mohlo stat, ze by

219U vedomte si fakt, Ze body, ktoré Peto pozoruje sucasne, nie su suc¢asné! Odohrali sa
v roznych ¢asoch! Kvoli roznej vzdialenosti k nam vSak svetlo z nich prislo naraz.
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vysledkom bolo nejaké vajce a hladanie najvacsieho y by nebolo vobec také
jednoduché.

Basim, teda derivujem

Uvazujme, Ze na zaliatku sa cela obalka nachadzala v jednom bode —
v strede supernovy. Bez ohl'adu, ktorym smerom sa nejaka ¢ast oblaku roz-
pina, vSetky budeme pozorovat odist z tohoto bodu naraz. Podme teraz
sktmat, v ktorom smere pozorujeme aky axidlny pohyb. Tento smer by mal
vyjst nezéavisly od ¢asu.??° To znamena, Ze oblak v danom smere budeme
neustéle pozorovat ako najrychlejsie sa rozpinajuci a od samého vybuchu sa
nam bude javit ako okraj supernovy.

Zjednodusme si cely vypocet nasledovne: Predpokladajme, Ze v strede
supernovy je teleso, ktoré sa pohybuje rychlostou v a pod uhlom 1 k spojnici
so Zemou. Aku kolmu zlozku rychlosti pozorujeme?

v sint//dt{

k Zemi

!

=
(c-vcosy)dt

Uvazujme dva fotony vyslané v ¢asovom odstupe dt. Z obrazku vidno,
7e nesu informéciu o posunuti v kolmom smere o vsin dt. Do oka pridu
v Gasovom intervale?2!

ay = Cveosldt g g ey at. (90)

c
Pre pozorovanu kolmu zlozku rychlosti plati

u

:Bu
&

_ }vsinwdt _ Bysiny

c dt! 1—Bycostp’ (91)

220 Ak pohyb danou rychlostou a v danom smere pozorujeme ako pohyb uréitou inou
rychlostou, nemdZe to zavisiet na ¢ase, v ktorom pozorovanie robime.
21, = % je dalsia substitiicia hojne pouzivana v relativite.
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Ziskali sme krasnu a jednoduchu zavislost. Ostava nam len zistit, kde na

intervale (0;7/2) sa nachadza extrém a néjst jeho hodnotu:22?
dBu _ﬁvcosw(l—ﬁvcosw)—ﬁvsinwﬁvsinw_0 (92)
di |,_,, (1 — B, cos )
)

By cosp — ﬂg cos? ) — 53 sin® ¢ =0
B, costh— B2 =0
costp =,  (93)

Pritom sme vyuzili fakt, ze 8, # 0. Ziskali sme tak smer, v ktorom
vidime najrychlejsi zdanlivy kolmy pohyb. Teraz stadi dosadit, do rovnice
(91), vyuzijic fakt, ze sintp = /1 — cos2¢) = /1 — BZ. Tak dostévame

6’0 V 1-— /812; — /BU (94)
1-p5; V1-p52
Bystré oko si iste vSimlo, Ze tato rovnice je vlastne len (88) prepisané do

inych pismen. Balej je teda postup rovnako jednoduchy a vysledok ten isty,
t.J.

ﬁw:

Nadhl'ad cez geometrickt optiku

Ak neméte radi derivacie, urcite ocenite napad Petra Peresiniho, ktory
ulohu vyriesil Sikovnou tvahou. Vsimol si, Ze rovnica (86) popisuje Stan-
dardnu situéciu, kde sa ,,¢osi* pohybuje nejakou rychlostou v jednom pro-
stredi a inou rychlostou v druhom prostredi, pricom tlohou je najst opti-
mdalnu cestu, ktorej prislicha minimalny ¢as. RieSenie vSak vieme z geomet-
rickej optiky: Snellov zdkon!

Pre fixovany &as ¢ existuje akasi obalka,?? vnutri ktorej sa ,,&osi“ pohy-
buje rychlostou v rozpinania supernovy a rychlostou ¢ svetla mimo nej.

222V samom uvode tlohy sme si vysvetlili, pre¢o musi existovat maximum na tomto
intervale. Ak zistime, Ze sa v tomto intervale nachadza jediny extrém, tak netreba pocitat
druht derivaciu a méZeme si byt isti, Zze ide o maximum nami hl'adané.

223 Touto obalkou je v skuto¢nosti elipsa najdena v prvom rieeni tlohy. Presny tvar nas
vSak teraz nezaujima.
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Zo Sneellovho zédkona mame

sin ¢ c

sin( —¢) v

Nas zaujima uhlova &irka, tj. pripad ¢ = 90°. Odtial hned dostavame, Ze
najvicsie rozpinanie pozorujeme pre uhol cosy) = & = 3,, €o je tplne iden-
tické rovnici (93). To spolu s rovnicou (91) vedie po treti raz na ten isty

vysledok.
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Peto vyniesol do vesmiru svoju oblibent druZicu. DruZica sa dlho tilala
hibokgm vesmirom a dostala sa aZ do vzdialenosti d od Zeme, ked jej zacalo
byt smutno a zacala vysielat rddiovy signdl s frekvenciou f. Kubo si chcel
naladit rddio na Petovu druZicu, a tak sa zacal zamiyslat nad nasledujicimi
problémami.

(a) Akt frekvenciu signdlu druZice nameria Kubo, ak sa druZica pohybuje
(hoc i velkou) rychlostou v smerom od Zeme?

(b) Aku frekvenciu signdlu druZice nameria Kubo, ak druZica stoji, ale ves-
mir sa rovnomerne rozpina tak, Ze vzdialenost medzi druZicou a Zemou
sa v case vysielania zvdcsuje rijchlostou v ? Rovnomerné rozpinanie ves-
miru v tejto dlohe znamend, Ze objektivna vzdialenost medzi kaZdgmi
dvoma bodmi sa zvdcsuje konstantnou rychlostou, pricom v kazZdom mo-
mente je rychlost vzdalovania sa dvojice bodov priamo tumernd vzdia-
lenosti tijchto bodowv.

Zdroj: Ulohu vymyslel Jakub

2 VZORAK JAKUB &

Pod radiovym signalom oby¢ajne rozumieme elektromagneticka vinu, ob-
vykle smerovanu vysielaCom prevazne do nejakého Zelaného priestorového
uhla, s vinovymi dizkami od priblizne 1 do 1000 metrov. Samotna informa-
cia sa koduje pomocou modulécie (superpozicia viacerych monofrekvenénych
vin a vznik tzv. rdzov). Technicky sa jedna o netrividlne zaleZitosti. Rozobrat
takuto situaciu by zrejme bolo nad naSe sily a preto sa uchylime k zjednodu-
Senému myslienkovému experimentu (Gedankenexperiment) — komunikacia
bude prebiehat pomocou elektromagnetického Ziarenia vysielanim foténov?2*
z druZice v smere priamo k Zemi po dévkach s frekvenciou f. Informéciu bu-
dem kodovat pomocou poc¢tu vyslanych foténov (¢ize pomocou amplitidy,
ak sa bavime v terminoch vin).

Cast (a).

Spominanéa rychlost druzice v modze byt podla zadania velk4. Tym sme
cheeli povedat, Ze moZe byt porovnatelné s rychlostou svetla — a Ze teda
tuto Cast treba rozobrat relativisticky. Zrejme ste uz poculi o dilatécii ¢asu

2240\ alo by byt zname, Ze elektromagnetické javy maji dualny charakter a da sa uvazovat
o elektromagnetickych vlnach ako aj o prude Castic — foténov.
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a kontrakcii dlzky v Specialnej teorii relativity. Je to dosledok &pecialnych
Lorentzovych transformécii

z' = ~(z —vt)
/:
"=z
t’zv(t—ix)
")
kde

1
’y:

1— v

Tieto rovnice nam hovoria, ako sa transformuju stradnice polohy a ¢asu pri
prechode z inercidlneho systému S s kartézskou sustavou siradnic x, y a z
a ¢asom t do inercidlneho systému S’ s kartézskymi suradnicami z’, y/, 2’
a Casom t’, ktorého pociatok sa vzhladom na S hybe rychlostou v v smere
kladnej z-ovej polosi. Stradniéné osi 3’ a 2z’ st rovnobezné s osami y a z, osi
2’ a x sa prekryvaji, a v ¢ase t = ' = 0 sa pociatky oboch stustav prekryvaja.

2 A A

73/ 7y'

xr v T

Tieto vztahy uréuji, kde (r' = (2,1, 2")) a kedy (¢') budem v systéme S’
pozorovat udalost, ktora nastala v systéme S v mieste r = (z,y, z) a v Gase
t.

V naSom pripade moZeme uvaZovat systém S spojeny s druZicou a S’
bude spojeny so Zemou??®. Nech sa teda Zem hybe od druzice rychlostou v.
Druzica vysle v Case ¢t v mieste r = (z,y,2) = 0 prvy signal. V ase t + T,
kde T = %, vysle opéat v mieste r = (z,y, z) = 0 druhy signal.

225Ty prave robime zna¢né zjednodusenie problému, lebo Zem sa nepohybuje rovno-
merne! V skuto¢nosti by sme mali rieSit problém tak, Ze by sme spoéitali, kedy k nam
signal prileti, a rychlost druzice vzhladom na Slnko by sme mali relativisticky séitat s rych-
lostou Zeme voci Slnku v danej dobe priletu signalu. V takomto pripade uz vSak ani smer
§irenia signalu nemusi byt rovnobezny so smerom vzajomného pohybu druZice vzhladom
na Zem v dobe prijmu...
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0 vt
D) & @ -
0 cT Uv(t +')
w2 e € -
v

Podla vyssie napisanych transformacénych vztahov uréime, kedy a kde
tieto dve udalosti (pipnutia) nastant v sistave S’. Pipnutie 1 nastane v ¢ase
I = ~t v mieste r{ = (2,91, 21) = (—yvt,0,0). Pipnutie 2 je v stustave S
udalost, ktora nastane v ase th = yv(t + T) v mieste vy = (xh,yh,25) =
(=yv(t+1T),0,0). Teraz nam staci vyuzit zékladny princip Specialnej tedrie
relativity — totiz, Ze v8etky inercidlne vztazné stustavy s si rovnocenné a
teda nutne rychlost svetla (teda i rychlost sirenia nasho signalu) je v kazdej
sustave rovnaka. Spocitame Cas 71, kedy doleti prvy signal k Zemi:

L1|:'y(1+g)t.
C C

Obdobne spocitame ¢as priletu druhého signalu 74 a ich rozdiel uréi periédu
prijimaného signalu

142
T =r—r=y(14+2)T =,/ e =, /<07,
c 11—+ c—v

Potom prijimanéa frekvencia je

1 c—v
r_ = i
fﬁT’ c+vf

Cast (b)

Najprv si obrazne vyjasnime, ¢o to vlastne rozpinanie vesmiru je. Pod roz-
pinanim vesmiru sa mysli, Ze samotny priestor sa ,nafukuje*. Ak chceme ta-
kéto ,nafukovanie“ pozorovat, tak zrejme potrebujeme nieco, ¢o svoju dlzku
v takomto podivnom svete nemeni. Napriklad pevnu ty¢. Takze ak méame dva
rozne body??® A a B v priestore, tak mozeme uréit ich vzéjomnu vzdialenost

226 Ak sa &itatelovi body nepadia, tak si do nich méZe umiestnit nejaké telesa. Tieto
telesa v8ak musia byt jedno vzhladom na druhé v pokoji, nehybné.
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pomocou nejakého poétu tyéi, ktoré poukladame do rovného radu??” jednu

vedl'a druhej. Po istom Case sa nas priestor ,naftukne“ a to v kazdom mieste
rovnako. Teda v kazdej skulinke medzi atémami pribudne kiisok ,nového*
priestoru. Av8ak ocakévame, Ze fyzika bude fungovat rovnako ako v sucas-
nosti, takze atomy sa posnazia, aby sa ich vzdialenosti nemenili. Potom sa
ale nebudit menit ani dizky ty¢i. Zakonite ale teda vietok pribudly priestor
objavime medzi ty¢ami, ktoré sa postupom c¢asu budu rozchadzat. Ked ich
znovu dame do radu tak, aby za¢inali v bode/telese A, tak nam zrejme bude
chybat niekol'ko ty¢i pri B. Doplnenim moZzeme zistit, o kol'ko sa vzdialenost
|AB| zvadsila za uplynuly ¢as. Vieme tak urcit ,rychlost pribtidania pries-
toru medzi bodmi A a B“, ktord v zadani oznac¢ujeme v. Tu by som ale
zdoéraznil, Ze nejde o rychlost v pravom slova zmysle. Telesa v bodoch A a B
sa navzijom nehybu??®. Len priestor medzi nimi pribuda! Kvoli pribidaniu
priestoru sa pojem rychlosti mimo pociatku systému komplikuje, pribida
akysi drift sposobeny rozpinanim. V takomto pripade bude rovnocennost
inercidlnych stustav iba lokdlna — teda rychlost svetla bude ¢ iba v pociatku
danej ststavy?2Y.

Prenos signalu mozeme teda uvazovat tak, Ze letiaci foton sa bude vzdy
vzhladom na miesto, kde sa nachadza, pohybovat rychlostou ¢, a sticasne sa
priestor pred a za nim bude rozpinat. Ked signél doleti na Zem, uz nemusime
pouzit transformaécie siradnic a ¢asu zname zo Specidlnej teorie relativity,
tak, ako sme ich pouZili v predoglej casti pri prechode z jednej vztaznej

stistavy do druhej?3°.

Meranie vzdialenosti pomocou pevnych ty¢i budem povaZovat za spOsob
urcenia tej v zadani spomenutej objektivnej vzdialenosti. Sposob, ako ich po-
ukladat do rovného radu, vyriesim elegantne tak, ze buda duté a ich stredom

227V yznam slova rovno moéze byt v krivych priestoroch odlidny od toho, &o povazujeme za
rovno my. Vo vSeobecnej teodrii relativity sa za rovno povazuje smer, akym sa Siri svetlo.
No, ale v blizkosti masivnych hmotnych objektov sa smer Sirenia svetla zakrivuje, ako
keby padalo na ne. Ide o tzv. gravitational lensing, Cize akési gravitacné SoSovkovanie,
lebo masivny objekt funguje pre svetlo fakticky ako spojné SoSovka.

228V/o svojej podstate ide o vieobecno-relativisticky problém, ktory sa riedi zavedenim
tzv. comoving suradnic. Tieto sa rozpinaju presne podla skalovacieho parametra a(t) a
objekty iba unasané priestorom si v nich nehybné.

229 Ak by mal niekto problém s tym, Ze potom sa svetlo vzhladom na zdroj méze ¢asom
,hybat* rychlejsie ako c, tak toho mdzem ,,utesit*, Ze vo vSeobecnej teorii relativity to nie
je na skok z mosta...

230Sksim laicky naértnat, ako vnimam ja, preco netreba transformovat staradnice, ale je
to len moja naivné predstava neznalca v8eobecnej teérie relativity. V pripade Speciélnej
tedrie relativity st neobvyklé transformacie stradnic a ¢asu dosledkom toho, Ze svetlo
sa hybe vzhladom na I'ubovolného pozorovatela rychlostou ¢, a to aj vtedy, ked si tito
pozorovatelia vo vzajomnom pohybe. V tomto pripade Ziaden takyto ,klasicky nezmysel*
nenastava, lebo uvazujeme fotén, ktory sa hybe vzhladom na miesto, kde sa nachadza,
rychlostou c.
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pojde laserovy la¢ z A do B. KedZe uvazujeme tzv. plochy priestor?3!, tak
sa svetlo bude 8irit rovno v zmysle nam beZne znaAmom. NaSe meranie je sice
tazko preveditelné, ale nam ide len o fyzikalne realizovatelna konstrukeiu.
Vdaka tomu sme nd¥mu pojmu objektivnej vzdialenosti dali solidny zéklad.

Teraz spracujeme informéciu zo zadania o rovnomernosti rozpinania,
ktora je kvalitne zaSifrovana. Tvrdime, Ze vzdialenost kazdych dvoch bo-
dov sa zvicsuje konstantnou rychlostou (konstantnou v ¢ase!), a Ze rychlost
vzdalovania je (v kaZdom danom momente) priamo tmerna vzdialenosti.
Tu, zial, chyba informacia, Ze konStanta timernosti je univerzalna pre cely
vesmir, ¢o sa v8ak snad dalo domysliet z privlastku rovnomerny. Konverzia
tohoto slovného labyrintu do re¢i vzorcov je na poc¢udovanie velmi pritazliva

L(t) = L(to) + Ho(t — to)L(to) = a(t)L(to).

Sami sa mozete presvedCit, Ze tento vztah dava naozaj v ¢ase konStantu
rychlost vzdalovania sa, a tiez priamu Gmeru rychlosti od vzdialenosti pre
Tubovolny zvoleny ¢as. Veli¢ina a(t) = 1 + Hy(t — to) sa nazyva Skalovaci
parameter. Udéava, kolkokrat sa natiahla vzdialenost L medzi ¢asmi ¢y a t.
V naSom jednoduchom modeli je to linearna funkcia ¢asu ¢. Konstanta ozna-
¢end symbolom Hy mé dolny index 0, lebo ide o prvi derivéaciu a(t) podla
Casu vyjadrend v ¢ase to.232 Pismenko H si zasluzi vdaka jej objavitelovi, je
to totiz Hubblova konstanta. Udava rychlost, s akou rastie vzdialenost, na
jednotku dlzky v case tq.233
V naSom pripade teda plati v = Hopd a ¢asovy vyvoj objektivnej vzdiale-
nosti druzice od Zeme je dany rovnicou d(t) = d + vt, v ktorej za ¢as t = 0
povazujem okamih, ktory je v zadani popisany ako ¢as zalatia vysielania.
MoZzeme napisat rovnicu, ktora bude popisovat, ako sa $iri signal rychlostou
svetla od druZice k Zemi.?** Nech r(t) je objektivna vzdialenost signalu (vy-
pusteného druZicou v ase ¢ = 0 smerom k Zemi) od druzice. Potom plati
diferencidlna rovnica ,
d+ot’ ()

231To znamena, %e nie je zakriveny, ¢o je ekvivalentné tomu, ze plati ds? = dz? 4+ dy? +
dz2, ¢o je Pytagorova veta pre diferencialy v 3-dimenzionalnom priestore.

232V nasom pripade ide o prvii asovt derivaciu a v l'ubovolnom &ase, ale ak uvazujeme
komplivanejsiu funkciu a(t), tak potom to uZ jedno nemusi byt. V reali je funkcia a(t)
naozaj komplikovanejsia.

233Pre predstavu uvediem hodnotu Hubblovej konstanty v nami pozorovanom vesmire

v sucasnosti: Ho = (71 £+ 3,5) Iiflnp/:', kde Mpc = 108pc =~ 3,26.10ly. [pc je znacka pre

jednotku dlzky parsek, ¢o je skratenina od slovného spojenia paralaza 1 oblikovej sekundy
— vid Wikipédia — a ly je znacka pre svetelny rok, light year.|

234Mimochodom, formélne presne rovnako vyzera priklad z kuchyne pana Lubomira
Muchu o muche, ktora kraca rychlostou u po idealnej gume. Zacina liezt od steny, o ktoru
je gumicka prichytena. Muche to vSak nalezite stazime tym, Ze druhy koniec gumy tahame
konstantnou rychlostou v pre¢ od steny. Otazka je, za akych podmienok pride mucha na
kraj gumy, ktory tahame, a kol'ko jej to bude trvat.

() =c+
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ktora hovori, Ze rychlost narastania objektivnej vzdialenosti signélu od dru-
zice je stucet rychlosti svetla c a rychlosti narastania objektivnej vzdialenosti
medzi druzicou a signadlom. Podmienka vyjadrujica kedy signal dorazi na
Zem je zrejme

r(t) = d + vt.

Nuz, popravde, zapfsané v tychto sturadniciach to vskutku vyzera ne-
vabne. Ved len tak bez rieSenia ani nevieme povedat, ¢i signal niekedy
k Zemi vobec dorazi. Hop? Ale to by sme mohli vediet! Uvazujme sirad-
nicu x(t) = va)t, ktord vyjadruje, v akej casti cesty od druzice k Zemi
sa nachédza signél v ase t. Vd'aka rovnomernosti rozpinania priestoru sa
zrejme Cast za druzicou naftikne timerne svojej objektivnej dlzke a cast pred
druzicou tiez — teda samotné rozpinanie priestoru nesposobuje zmenu x(t).

V premennej z(t) dostaneme rovnicu

cdt c
=

= r(t) = —
dz d+ vt () d+ot’

(i)
ktora hovori, Ze jedina ¢asova zmena v stradnici z(t) je spdsobena vlastnym
pohybom signalu rychlostou c¢. Podmienka vyjadrujica kedy signal dorazi na
Zem je jednoducho

z(t) = 1.

Prechod od rovnice (i) k rovnici (ii) sa nazyva transformécia premennych
v diferencialnej rovnici a vSeobecne sa tesi obrovskej popularite v druhom
semestri analyzy :-).23°

Kazdopadne, nasa rovnica (ii) je separovatelna, ¢o znamené, Ze rieSenie
vieme l'ahko néjst jej integrovanim cez ¢as od t = 0 po T', ¢o bude &as priletu

signdlu na Zem
T T,
| aa= | at
0 o d+ut

Integral vlavo je rovny 1, lebo signal za Cas letu k Zemi prejde prave cela
cestu od druZice k Zemi. Integral vpravo sa d4 riesit substiticiou z = d + vt
a je rovny ¢ In CH'T”T. 7 toho mame vyjadrenie pre ¢as letu

P-4 0]
d 1o
:CP+2C+W]

235N4as postup prechodu k novej stradnici bol intuitivny, lebo sme chapali vyznam nasich
suradnic. Ak v8ak ¢lovek stoji zoCi-voci nejakej diferencialnej rovnici a ma v nej previest
transforméciu premennych (matematické cvigenia nie st ovela napaditejsie ako toto...),
tak je to nieco celkom iné. Potom uZ pride na invariantnost tvaru prvych diferencialov...
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Ked uz vieme, aky ¢as potrebuje signél na prilet na Zem, tak sa moéZeme
kone¢ne zacat zaoberat zmenou frekvencie vyslanych pulzov. V ase t = 0
sme vypustili jeden signél a ten na Zem dorazil v ¢ase Ty. Druzica vysiela
s frekvenciou f, takZe nasledovny signal vysle v ¢ase 7 = f~!. Ten dorazi
podl'a predoslych vypoétov?3® na Zem v &ase

d
Ty = — (e”/c — 1) + revle,
Na Zem priletia tieto dva signaly v ¢asovom rozostupe
T/:Tngl :Tev/c.

Lahko sa moZno presveddit, ¥e k-ty pulz vyslany druZicou v &ase t = kr
dorazi na Zem skuto¢ne o ¢as k7’ neskor po nultom signali. Prijimana frek-
vencia na Zemi preto bude

f/_fev/c_f|:1ZJF;(Z)Zé(z)?)ﬂL...].

Nag vysledok vychédza v zhode s vlnovou predstavou. Ak sme druzicou
vyslali fotéon s vinovou dlzkou A v Case ¢ a tento prileti na Zem v ¢ase T, tak

bude maft vinova dizku X = Z((f)))\. To odpoveda jednoducho preskalovaniu

vlnovej dizky fotonu podobne ako sa gkaluja objektivne vzdialenosti. Pre
frekvencie dostaneme vztah?3” f' = f ll-tfli{:)%’ ¢o pre nafe t = k7 a k nim
prislusné vypocitané hodnoty T' vypluje zhodny vztah.

Malé zhrnutie a porovnanie posunov frekvencii (nielen suvisiacich s tymto

prikladom):

» Nerelativisticky Dopplerov efekt
Funguje pre vlnenia v prostredi s rychlostou $irenia vzruchu ¢y ovela
mensou ako rychlost svetla c¢. Ak u je rychlost detektora vzhladom
na prostredie v smere od zdroja a v je rychlost zdroja vzhladom na
prostredie v smere od detektora, tak plati

J
I+
v+u  (v+uv  (v+u)?
=fll-—— -+
0 0 0

2367 mena nastane jedine v hraniciach integrovania 0 +— 7, resp. T — T.

237Prislusny efekt sa zvykne oznadovat ako kozmologicky Gerveny posun. Privlastok Ger-
veny mé historické korene. Ide o to, Ze zname okom viditelné spektralne ¢iary sa pri po-
zorovani vzdalujiceho sa zdroja elektromagnetického Ziarenia posuvaju k cervenej farbe,

medzi zdrojom a nami pribida priestor.
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» Relativisticky Dopplerov efekt
Pre vlny &iriace sa rychlostou svetla a zdroj vzdalujuci sa od nés (de-
tektor) rychlostou v plati

» Kozmologicky posun
Pre Ziarenie emitované v ¢ase t a prijimané v ¢ase t’ plati vo vSeobec-
nosti posun (vid vlnova predstava na rozpinanie vlnovej dlzky A o ¢osi

vyssie)
a(t)
a(t’)’
Pre linearizovany skélovaci parameter a(t) = 1 4+ Hy(t — tp) sme vy-

poditali, Ze prijimana frekvencia signalu vyslaného v Tubovolnom case
z miesta, ktoré malo v ¢ase ty objektivnu vzdialenost d, bude

f'=f

f' = fe~Hod/e
S-S

» Gravitaény Cerveny posun
Pre Ziarenie emitované z povrchu hmotného sféricky symetrického ob-
jektu o hmotnosti M a polomere R plati (d4 sa nan prostonaivne prist
zo zékona zachovania energie pre fotéon, ktorému prisuidim hmotnost

m=FE/c? =hf/c?)

- 1eM
/ f[lJch R}

Na zaver by som povedal nieco o naSich predstavach o vesmire. Podla
standardného modelu sa vesmir rozpina (pri¢om aktualnu hodnotu Hubblo-
vej konstanty som uviedol uz vySSie) a toto svoje rozpinie zrychluje (teda
funkcia a(t) ma aj vyssie ako linearne ¢leny). Tento prekvapivy fakt ma mat
na svedomi tzv. tmavd energia®3®, ktora ma zaporny tlak. Dalej sa predpo-
klada, Ze rychlosti vzajomného pohybu st vo vesmire nevelké (radovo na

238 Qkrem toho, Ze vieme, akt hustotu by priblizne mala mat, o nej nevieme skoro nié.
Pévodne §lo o dodato¢ny ¢len v Einsteinovej rovnici vo v8eobecnej teoérii relativity. Dnes
ho Tudia zapracuvavaju do celkovej hustoty energie a hovoria o tmavej energii.

211



FX G2 Vesmir

trovni 1000 km/s) a preto na velkych vzdialenostiach?3® je ¢erveny posun

dominantnym efektom nafukovania priestoru — ¢ize kozmologického charak-
teru — popripade kombinovany s gravitatnym posunom (ten je vyznamny
u hviezd s velkou hustotou, napr. bielych trpaslikov).

2390 kozmologickych vzdialenostiach hovorime, ak majt velkost radovo asponi 100 Mpc.
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Y& YE Y Y v

Halucinka nasla na povale zopdr foténov vo velmi dobrej ndlade. Jej oblii-
beny elektron je uZ niekolko dni smutny a nehybne stoji na mieste, rozhodla
sa ho teda obveselit: poslala k nemu usmievavy foton s vinovou dizkou .
S potesenim zistila, Ze po tomto stretnuti sa elektron predsa len zacal pohy-
bovat. Vyslany foton sa vsak pri stretnuti odchylil od pévodného smeru o uhol
6 a zmenil svoju vinovi dizku. Ako zdvisi novd vinovd dizka N foténu a ki-
netickd energia E elektronu od uhla 07

Do rozbehnutého elektronu po case narazil druhy foton. Po tejto zrdzke
zostal elektron znova smutne stat a foton sa odchyjlil do smeru, v ktorom sa
povodne pohyboval prvy foton. Akd je vinovd dizka odlietajiceho foténu?

Nezabudnite, Ze rijchlost elektronu medzi zrazkami moézZe byt relativistickd.

Zdroj: IPhO

2 VzorAK Bzpuso &

Milé deti. Dnes som si tak sadol k obedu a poriadne si ho vychutnal.
Ved bol dobry. Ked som tak dojedol, prigla na miia tinava a zadriemal som.
Snivalo sa mi, Ze je jar a prechddzam sa rozkvitnutou zelenou likou. Stebla
travy sa hompalali vo vanku. Vyhlad na svet naokolo vo mne vzbudzoval
pocit opi¢ieho muZa... a zrazu ma zobudila mama. Kantri kury motyka!

Ulohu zrejme vyriesime pomocou zakonov zachovania. Zachovava sa nam
najmé hybnost (vo v8etkych zlozkach), energia, no tiez elektricky naboj,
mnozstvo domécich aloh a cena tovarov.?*® Naorientujme si cely pribeh do
roviny osi x a y tak, nech sa Halucinkou vypusteny foton na zaciatku po-
hyboval v kladnom smere osi x. Spomenime si, Ze hybnost foténu s vlnovou
dlzkou X je p = h/\, kde h je Planckova koStanta. Jeho energia je c-krat
vicsia.

240Menime menu, nie cenu!
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Po zréazke sa foton odchyli o § nadol, pricom zmeni vinova dizku na ).
Aby platil zdkon zachovania vo zvislom smere, elektron musi ist nejako Sikmo
nahor. Nech sa pohybuje pod uhlom ¢, jeho energia je podla zadania E. Ak
si pozrieme vztahy pre relativisticki energiu a hybnost

E = ymc? a p = ymu,

vidime jednoduchy prepocet p = Ev/c?.24

Zakony zachovania (postupne pre py, p, a E) nam davaja rovnice

. Ev .
ysmﬁ = g sing
h h FEv
N = ycos9+§cos<p
hc hc
T—I—ch = Y—FE

Tieto rovnice su relativistické, takZze nas popis je tplny. Ni¢ nechyba.
V&imnime si ale, Ze v troch rovniciach mame aZ $tyri nezname: E, v, o a X.
Prvé dve z nich st v8ak zviazané rovnicou pre relativisticku energiu, takze
vSetko je v poriadku.

Efektivna cesta k vysledku je napriklad takato: V druhej rovnici nechame
na pravej strane len ¢len obsahujici cos . Porovname s rovnicou pre p,.
Vidime raz sinus, raz kosinus. Iba raz spakruky zatoc¢ime, umocnime na

241Mozno stoji za zmienku, %e v celom vzoradku je m pokojova hmotnost a 7e pre vietky
Zastice (hmotné i nehmotné) plati ,relativistickd Pytagorova veta‘

E2 :])262 +m2C4,

ktortt ochvilu aj odvodime. Pre nehmotné castice mozno dosadit m = 0. Pre hmotné
Castice, ktoré sa nepohybuji stadi dosadit p = 0 a dostavame znamy Einsteinov vzorec
E = mc3.
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druhu a séitame. Dostavame rovnicu

1 2 1 E?v?
2 _
h ()\2 BEY cos 6 + )\/2> = .

Teraz to chce zasa nejaké vnuknutie zhora. Po kratSom zadivani sa na
rovnice nam napadne vyjadrit si podiel v2/c? zo vztahu pre relativistickt

energiu:

m62 ’U2 m2 04

c2

Do nasej rovnice potrebujeme (vztah pre E méame zo zékona zachovania
energie) poznat

E>? E? )
A T e
h h 2
= <)\X+mc> —m2c?
h2  2h% 2 1
= % A/\’+/\’2+2m6h<>\>\’>

Po dosadeni dostavame rovnicu

1 2 1 h2 242 h? 1 1
2 _
h (AM9U> )\2)\)\’+/\’2+2m6h()\)\’>'

Tu sa nam vel'a ¢lenov vykrati. Konkrétne, ani nehnem brvou a mam

h 1 1
)\X<1_COSG)_mC()\_X)'

Svihnem bi¢om?42 (

a zZrazu

inymi slovami vynasobim A\ a preusporiadam ¢leny)

h
N =X+ —(1—cosb).
me

Prave sme odvodil vztah pre tzv. Comptonov rozptyl. Energiu elektronu
uz dopoéitame jednoduchym dosadenim. Po par Sikovnych tpravach dosta-
vam

h2c (1 — cos ) 5
E= .
Nmer+h(1—cosf)) "

Zostava vyriesit druhu ¢ast pohybu. Znova platia vSetky spominané za-
kony zachovania. Av8ak, kym sa ponorime do tajuplného (nie prili§ pohos-
tinného) sveta rovnic, skiisme trochu popremyslat. Predstavme si, Ze cely
proces zachytim na kameru a pustim odzadu.

242 Aj vy tak zbozhujete kone?
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Vidime fotén s hladanou vlnovou dlzkou ako narazi na stojaci elektron.
Ten sa odchyli o rovnaky uhol a ziska rovnakt energiu ako to bolo v pre-
doslom pripade (prva zrazka a normélny beh ¢asu). Na takto pustenej paske
ale stéle platia zakony zachovania, preto musi mat odletujaci fotén rovnaku
velkt p, ako odletujuci elektron (teda aj ako odletujuci foton pri prvej zrazke
a norméalnom behu ¢asu.) Tieto uvahy nas napokon privadzaja az k tomu,
ze rozdiel energii prilietajiuceho a odletujiceho foténu je rovnaky ako pri
prvej zrazke. To isté by sme zistili aj o zlozkach p, hybnosti. Ak sa nad tym
poriadne zamyslime, tak jediné mozné rieSenie je, ze druhé zrazka, pustena
odzadu, je identicka s prvou, pustenou odpredu. Vlnova dizka odletujiceho
fotonu je preto A.

Avgak, st to dost plané redi a checelo by to aj nejako rigorézne mate-
maticky odovodnit. To chce ale znova zostavit podobnt hibu rovnic, ako
pred chvilou a busit do nich znova. Nauc¢ime sa v8ak niefo nové, aby sme
podobné ulohy vedeli riesit efektivnejsie. Zozndmime sa s takzvanymi Stvor-
vektormi.?43

Stvorvektory

Vieme, Ze v beznom (trojrozmernom) priestore existuju veli¢iny charakte-
rizované trojicou &isel. Tie pri zmene sturadnicovych osi (napriklad otocenie)
menia svoje zlozky rovnako ako polohovy vektor. To vezmeme ako definiciu
vektora. Aby sme sa chapali, typickym prikladom zmeny sturadnicovych osi
je otocenie okolo osi z 0 uhol a v kladnom smere. Overte si, Ze plati prepocet

x cosa sina 0 T
y | =| —sina cosa 0 Yy
2 0 0 1 z

Ak je nejaka veli¢ina vektorova, tak sa jej nové zlozky spocitaji nasobe-
nim tou istou maticou.?** Ved intuicia nam sama vravi, Ze vektorova veli¢ina
je sipka, rovnako tak, ako je aj polohovy vektor Sipka.

V relativite sa vSetky veci deji v S$tvorrozmernom, tzv. Minkowského
priestore. Slovo ,,deji* je tu namieste. Prvkami tohoto priestoru su (z fyzi-
kalneho hladiska) udalosti charakterizované $tvoricou ¢isel (ct,x,y, z), tzn.
¢asom a miestom.?*®> V celom dalfom texte ich budem oznacovat velkymi

243Nelakajte sa. Terminolégia je tu podobne jednoduché a rovnako intuitivna, ako aj
v inych vednych odvetviach. Uvazte napriklad slova Stvorhlas (hudba), Stvor¢a (medicina),
stvorbob (8port), Stvorlistok (botanika), Stvorhlavy pes (genetickd zoologia), postvornozky
(tedria umyvania dlazky), ¢i tvorhrbolie (teéria tpravy cestnej komunikacie).

244Pre priaznivcov matematickej analyzy, matica sa nazyva Jacobiho a jej zlozky sa
zrataja ako parcialne derivacie starych stradnic podla novych.

245Rychlost svetla pred ¢asom je tam len z rozmerovych dévodov. V relativite sa navyse
Casto stotoziuje jeden meter a jedna sekunda. Prehlési sa, Ze Cas jeden meter je Cas, za
aky svetlo prejde jeden meter. Potom je ¢ = 1 a v rovniciach ho moZno tplne vynechat.
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pismenami a budid mat za sebou este dolny (alebo horny) index nejaké
grécke pismeno. No a aby to nestacilo, skalarny stc¢in je tu zadefinovany
inak, ako sme zvyknuti. Ak mame Stvorvektory A, = (Ao, A1, A2, A3) a
B,, = (By, B1, B2, B3), tak ich skalarny stéin je (z definicie v danom pries-
torel!)

AMBN = AILBN = A()B() — AlBl — A2BQ — Ang.

Hornymi a dolnymi indexami sa netreba nechat zmiast. Je konvencia ze
pri skaldrnom sucine sa jeden z indexov napiSe hore. Jeho zmysel sa po-
riadne vyjasni az na prednéskach z tedrie relativity. Velkostou §tvorvektora
A budeme rozumiet

A AP = A2 — A% — A2 — A2

a vidno Ze moze byt kladné, zaporna i nulova (a to dokonca aj pre stvorvektor
s nenulovymi zlozkami).

Pri prechode k inak nato¢enym osiam sa musi velkost Stvorvektora za-
chovat. My z relativity vieme, Ze prikladom takejto dobrej zmeny suradnic
st napriklad Specidlne Lorentzove transformécie

ct’ ¥y =2 00 ct
@ | | v v 00 T
y ol 0 0 10 Yy
b4 0 0 01 z

To je najjednoduhsi pripad. Vo vSeobecnosti sa transformuje nejakou
maticou A,,. Ak ozna¢ime polohovy Stvorvektor ako R,,, tak transforméacie
sdradnic moZno zapisat ako

R, = AR,

Z definicie bude Stvorvektorom kazda takéi Stvorica ¢isel, ktora sa bude
transformovat rovnako ako polohovy §tvorvektor.

Stvorvektor rychlosti
Predstavte si, Ze pohyb nejakého astronauta je zadany parametricky
mnozinou Stvoric ¢isel

Ry(1) = (ct(r), 2(7),y(7), 2(7)),

kde 7 je jeho vlastny ¢as, to jest ¢ast ktory by on nameral na svojich ho-
din&ch.24® Derivujme tuto svetociaru?*” podla vlastného &asu a nazvime ju

246 Cas ¢ tu ma zmysel ¢asu na hodinach pevne spojenych so zvolenou inercialnou vztaz-
nou suastavou, v ktorej pohyb pozorujeme.
247Tak sa naozaj vola ta trajektoria v tyroch rozmeroch.

217



FX G3 Zdbavné fotony

stvorrychlostou U,,. To jest

U dR,, dt dx dy dz
= — = Ci — —_— — .
. dr dr’dr’ dr’dr

Pokusme sa jej zlozky spocitat explicitnejsie. Ak budeme funkcie x(7) (a
ostatné) chapat ako funkcie x(¢(7)), prejde derivovanie priestorovych strad-
nic na

dx dx dt

& dd
Ak si eSte spomenieme, Ze % = v(v)?*8, tak dostavame

U/»L = (’Yca YUz, YUy, 'Y’UZ) .
Vsimnite si, 7e priestorové zlozky st bezna rychlost nasobena ~(v).24?
TakzZe ten nazov tam asi nebude uplne nadarmo. A ako si overime, Ze sa pri
zmene sturadnic transformuje Stvorrychlost rovnakou maticou ako Stvorvek-
tor polohy? Jednoducho derivujme ¢iarkovany stvorvektor a uvidime:

dR,
dr

Vsetko je v poriadku, $tvorrychlost sa transformuje, ako mé. Pri zmene
stradnic nezmeni svoju velkost.

d
U//J. = E (A,LWRV) = A/w = A,uvUz/

Stvorvektor energie a hybnosti
Definujme $tvorhybnost (celkom intuitivne) ako

P, =mU,,

kde m je (pokojova) hmotnost Castice, ktorej pohyb opisujeme. Kedze ide
o nasobenie &slom (skalarny nasobok), dostali sme znova stvorvektor. Jeho
zlozky st

P, = (yme, ymug, ymuy, ymu.) = (E/c, pz, py, pz)-

Lal'a. Energia a hybnost spolu tvoria §tvorvektor! A nielen to! My navyse
vieme, ze vSetky 4 veci v poslednom okienku st zachovavajtce sa veli¢iny.
To znamena, Ze aj Stvorvektor energie a hybnosti nejakej stustavy je zacho-
vavajica sa veli¢ina.?®® Ked uZ sme aZ tu, spoéitajme si velkost tohoto
stvorvektora. Podla vyssie definovanych pravidiel musi platit

P,P* = E*/c* — p*.

248 Ak si nespomenieme, tak si treba nastudovat nejaky ¢lanok o dilatacii Gasu.
249Tiez si véimnite, Ze velkost Stvorrychlosti je vidy c2.
250Radost v tvari, tsmev v ogiach. Rovnice treba riesit s entuziazmom. :-)
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Velkost 3tvorvektora ale nezavisi od zvolenej vztaznej sustavy. Napriklad
vo vztaZnej stustave, kde teleso stoji, ma Stvorhybnost zlozky (me,0,0,0) a
velkost P,P* = m?2c?. A tak prichadzame k doleZitej rovnici

E?/c* = p? + m2c2.

Velkost kazdého stvorvektora hybnosti a energie je teda m2c2. Spemalne
si v8imnite, Ze pre Castice s nulovou pokojovou hmotnostou, napr. fotony, je
vel'kost §tvorhynbosti nulova.

S novym aparatom spét k tlohe
Do prvej zrazky vchadzaju Castice s nejakymi Stvorhybnostami a vystu-
puji s nejakymi inymi Stvorhybnostami. Zavedme oznadenia
— P/, (resp. P} ) = (%,%,0,0) pre stvorhybnost foténu pred zrazkou,

— P, . (resp. Py ") = (me, 0,0,0) pre Stvorhybnost elektronu pred zraz-

kou,
— Py, (resp. Py ") = (&, £ cos6, — 4 sin,0) pre stvorhybnost foténu

po zrazke a

— P5, (vesp. Py ") = (£, Er cosp, B sinp, 0) pre stvorhybnost elek-
trénu po zrazke.

To nevyzerd moc pekne, ale az na konvenéné p by boli oznacenia rov-
nako Skaredé aj v klasickej mechanike. Z&kon zachovania Stvorhybnosti sa
déa zapisat ako

(Pl’Y +Pf‘> = (P; +P§_)

Iz 2

Vsimnite si, ze v P5,, vystupuje velmi vela neznamych veli¢cin (E, v a
©). Ale my uz vieme z predoslého odstavca, Ze velkost tejto Stvorhybnosti
je m2c?. Ak ponechame tato stvorhybnost na Tavej strane rovnice samu a
umocnime na druhd, vSetky tieto nezndme nam vypadnu! Postupne dosta-
vame:

(Pf’ L P P;) - (P;‘)
p p
- _ w _ A\ M
(st 1) (s m) = (), ()

Vyzera to hrozivo? Nemoze, je to len mechanické narabanie s vyrazmi.
Roznasobime podl'a pravidla maximalnej promiskuity.?®! Na pravej strane

251 Kazdy s kazdym.
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ostane m?2¢c?. Lavi stranu upravime na dvakrat, pamitajtc na podivny ska-
larny sacin:

Pl PP+ PP
epPy Pf " —  2P! PJ M — 2Pf,P) M = mic?

0 + mc? + 0 +
28me — 2)}\’—;, (1 —cosf) -— 2L me = m3?

Sice tam bolo vela ¢lenov, ale eSte viacej nil v zlozkach Stvorhybnosti.
Celé sa to teda zvrhlo na jednoduché nasobenie. Teraz mame v rovnici jedint
nezndému ). Po drobnych tpraviach mame prakticky bez ndmahy?>2

/\/2/\+i(1—C089).
me

Ako bez ndmahy overime, akd bude vlnova dlzka odletujiceho fotonu
v druhej zrazke? Vchadzajici fotéon so sebou nesie vela neznameho - svoju
vlnovi dizku a uhol, z ktorého prichadza. Veci, ktoré nas vobec nezaujimaju!
Ale vieme, Ze velkost tohoto §tvorvektora je nulova.?®® Aby sme mohli zapi-
sat rovncie, zavedme eSte oznadenia

— Py, (vesp. Py ") = ( ,)\—hl cos Y, —/\—hl sin4),0) pre Stvorhybnost fo-

h
A1
ténu vehadzajiceho do dru ej zrazky,

— Pg,, (resp. Py ") = (me,0,0,0) pre stvorhybnost elektronu po druhej
zrazke a

— P, (resp. PJ" ") = (3%, +£,0,0) pre Stvorhybnost fotonu vychadza-

juceho z druhej zrazky.

252(Cela namaha sa tu zvrhava na pochopenie §tvorvektorov. Akonéhle si s nimi potra-
sieme rukou a pochopime reéi ich kmena, moézeme ich pouzivat tplne zadarmo so vsetkymi
vyhodami, ktoré prinasaji. Tych je Siroké spektrum! Informujte sa u najblizsieho doda-
vatela!

253 Castice s nulovou pokojovou hmotnostou maja

m=0 = m2?=0.
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Zakon zachovnia Stvorhybnosti déava:

(P;* + P;’) (P;* + P;’)

I I
(F), = (Prers —p )
0 = (Pr+py —+p5) (PV*+P€’—P€’)“
= 3 3 2 3 3 2
“w
h h
0 = m202+0+m202+2—mc—2mE—2—(1—3(305(,0)
)\2 )\2 C

Tym istym spdsobom sa modZeme zbavit odletujiceho fotonu v prvej
zrazke a prideme k rovnici
h hE
0:m202+0+m202+2ch—2mE—2)\— (

l—gcos<p>.
c

Cc

Ziskané dve rovnice maju rovnaké lavé a teda aj pravé strany. Po vykra-
teni rovnakych ¢lenov v oboch rovniciach a par upraviach dostavame

1 1 E (1 v ) 1 1 E (1 v )
—(1-—(1—-- —|(1—-—(1— —cos
A mc? ¢ CO8¥ Ao me? c ¢

A

=

)\25

¢o sme cheeli ukazat.
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Y Y& Ye Ve

Cez vianoéné prdazdniny sa Marcel kaZdoroéne vracia z interndtu do-
mov. KedZe doma nemd internet, vdésinu casu trdvi hranim pocitacovyjch
hier a pozeranim seridlov. Naposledy napriklad dal za jeden defi tolko dielov
Star Trek-u, Ze mal sen, v ktorom bol na palube vesmirnej lode Enterprise.
Td sa prdve nachddzala v casti vesmiru, odkial bolo vidno hviezdy na ob-
lohe rozmiestnené rovnomerne, t.j. tak, Ze pocet hviezd na priestorovy uhol
dAN/dQ = p bol priblizne konstantny.

(a) Aké rozdelenie hviezd by na lodi pozoroval, keby sa vzhladom na pre-
doslu sustavu pohyboval dopredu ryjchlostou v?

Predstavte si, Ze by sme namiesto hviezd mali na oblohe monochromatické
zdroje svetla s frekvenciou f s celkovym vgkonom P.

(b) Ako sa zment frekvencia svetla v pohybujicej sa stistave v zdvislosti od
smeru, ktorym sa Marcel pozerd?

(¢) Co vieme na ziklade casti (a) a (b) povedal o zmene hustoty Ziarivého
vgkonu II = dP/dQ) hviezdneho pozadia?

Zdroj: Teéria relativity (skripta FMFI UK)

¥ VzorAk Bzpuso &

KaZzdodenna skusenost z komerénych sfér v oblasti science-ficton nés pre-
svied¢a, Ze bez plazmovej televizie a akého-takého poznania vybranych kapi-
tol zo Specidlnej teorie relativity sme v modernej spolo¢nosti taplne strateni.
Cielom tejto ulohy je rozsirit si obzory a dostat sa tak o krok blizsie k to-
muto poznaniu.2®* Na tvod si vezmime jednoduché pozorovanie zo serialu
Star Trek. Lod Enterprise musi pred prechodom do hyperpriestoru zrych-
Tovat na rychlost blizku rychlosti svetla. Autori seridlu nas presvied¢aju, Ze
z paluby lode pri tom uvidime asi toto:

http://wuw.fks.sk/fx/zbierka/hyperspace_jump.mp4

2547 sujemcovia sa mézu o krok priblizit aj k plazmovej televizii, ¢o tieZ rozsiruje obzory.

)
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(Komentar: Polohy vSetkych hviezd sa vzdialia od bodu, ku ktorému sa po-
hybujeme.)

Badanie vSak odhaluje zdrvujucu skutoénost — Rapidne odligni od maso-
vej produkcie filmového neba! To, ¢o by sme videli naozaj je krasne zobrazené
na tomto videu:2%3

http://www.fks.sk/fx/zbierka/special_relativity.mp4

(Komentar: Polohy vSetkych predmetov sa posunit do bodu, ku ktorému sa
pohybujeme. Okrem toho sa v tizkom priestore pred nami prejavi modry
Dopplerov posun a vyrazne sa zvy$i intenzita dopadajiceho svetla. Pri rych-
lostiach blizkych rychlosti svetla sa cely nas obraz sveta zriti do malej a
vel'mi Ziarivej oblasti pred nami. V ostatnych smeroch svet upadne do tmy.)

Ak vas tato skuto¢nost prekvapila, znamenéa to, Ze ste lacni konzumenti
filmovej produkcie. UkdZeme si, Ze prihliadajuc na fakt, Ze rychlost svetla ¢
je rovnaké vo v8etkych vztaznych sustavach, sa deje na druhom video tplne
intuitivne. Tak ¢o? Dostato¢nd motivacia &itat dalej?

Cast (a)

Na mechanike nas naudili, ako vyzera pohyb telies z pohladu réznych
vztaZnych ststav. Ak sa ststava S’ vzdaluje rychlostou v od sastavy S a
v ststave S’ sa pohybuje teleso T rychlostou u, tak v ststave S sa pohybuje
teleso T rychlostou v + u. Vektory si predstavime ako Sipky a novi rychlost
ziskame ako sii¢et dvoch Sipok.

Ak uvazime relativistické efekty, myslienka skladania rychlosti zostdva.
Pravidlo, ako sa to robi, tu v8ak vyzera inak. Musi to byt inak. Predstavte si,
Ze teleso T je foton, teda |u| = c. Ak prejdeme do inej ststavy a pripocitame
nejakd rychlost v,2°6 tak vysledna rychlost musi mat opdt velkost c. Foton
sa predsa pohybuje rychlostou ¢ vo vsetkijch vztaznych sustavach a prave
pohyb foténov je to, ¢o nas v tejto tlohe zaujima.

Bezné skladanie ipok tu evidentne nefunguje.?*” Aby sme odhalili spravne
pravidlo, zrekapitulujme si par dolezitych znalosti zo Specialnej teorie rela-
tivity.

Cela relativita sa zjednodusi, ak prijmeme dve bizarné myslienky:

255Toto video mi poslal Lukas Tomek, za ¢o som mu vdaény.

256Samozrejme, pre fyzikalne pripustné situacie musi byt |v| < c.

25TMozno ste si niekedy predstavovali, Ze dosiahnut nadsvetelna rychlost nie je vobec
tazké. Sta¢i vyslat zo Zeme raketu rychlostou ¢/2 a vnutri rakety vrhnut v smere jej
pohybu nejaké teleso opéat rychlostou c¢/2. Co by sme vSak pozorovali zo Zeme nie je

pohyb telesa rychlostou svetla, ale len rychlostou 4¢/5 < c. V relativite teda ,,% + % = %“.

Klacovy pojem: Dilatacia casu. (CO? Aké skracovanie ¢asu? Pozorujem deje v rakete
spomalene?)
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1. Existuje akysi §tvorrozmerny priestor (tzv. priestoro¢as2°®). Jeho body
st udalosti, tj. Stvorice ¢isel (ct, x,y, z) popisujace kedy a kde sa nieco
udialo.

2. Styri rozmery okrem iného znamenaju aj Stvorkomponentné vektory
(tzv. Stvorvektory). Pri prechode z jednej vztaznej sustavy sa transfor-
muji rovnako ako polohovy §tvorvektor (ct,z,y, 2).2°° Skalarny sicin
dvoch stvorvektorov A, a B, je tu definovany(!) ako

A,B" = A'B,, = AgBo — A1B1 — A2By — A3 Bs.

Ak prechadzam zo vztaZnej sustavy S’ do sistavy S, tak nejako menim
,smer® priestorovych a ¢asovych 0si?6° a polohu poé¢iatku, bodu (0,0,0,0).
Vgetky sturadnice sa pritom menia na nové jednotnym vztahom

ct A()o A01 A()2 A03 Ct/ ag
&€ _ Ao Ain A Ags x + ay
Yy B Ao Agr Axp Aos Yy’ a2 ’
z Azo Azr Aszx Ass 4 as

kde stlpeek vpravo vyjadruje posunutie poc¢iatku a prvky matice26! Ay st
kongtanty.262

My budeme sktimat najjednoduchsi pripad, ked maju ststavy S a S’
spolo¢ny pociatok, rovnako natocené osi a ked sa ststava S’ pohybuje vo&i
stistave S rychlostou v v kladnom smere osi . Vtedy je stipéek vpravo nulovy

258V literattire najdete aj nazov asopriestor. Ide samozrejme o tii istt vec a spravne
nazvy sa oba. Vznikli vSak prekladom z dvoch roznych slov: Z anglického spacetime, resp.
z nemeckého die Raumzeit.

259 A to z toho istého dévodu, preco sa v naSom trojrozmernom priestore vietky vektory
transformuju ako polohovy vektor.

260pokial sa S a S’ vodi sebe nepohybuja, ide moze ist o bezné rotacie priestorovych osi,
ktoré ponechavaju rovnakia casovii os. Pokial sa voci sebe ststavy pohybuji, ide o tzv.
hyperbolické rotécie (anglicky boost) pri ktorych sa nejako meni aj smer Casovej osi.

261 Pre neznalcov: Matica je len vyhodny zapis ststavy linearnych rovnic. Cela t4 vec sa
da prepisat ako

c¢ = Aooct! + Aonx’ + Aoy’ + AosZ 4+ ao
T Aot + A 4+ Ay + Az + ar
Y Aopct’  + Aoz’ 4+ Ay’ +  AesZ + a2
z Asoct’  + Az’ + As2y’ + AszZ +  as.

Koeficienty v rovniciach musia spliat isté poziadavky, ktoré sa lepsie formuluja v reci
matic.

262Pre znalcov: Matica A moze byt takmer I'ubovolna. Musi splhat len podmienky
detA =1, Agg > 1 a ATyA = 7, kde 1 je matica 4 x 4, ktord ma na diagonale &isla
(1,-1,—1,—1) a azko savisi s tvarom skalarneho staéinu.
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63

a matica A ma jednoduchy tvar?

ct vy 2 0 0 ct’

z | _[ % v 00 x B 1

vy |7 o o 1 o0 y | kder= )
z 0 0 01 2’ -~ \e

Aby sme objavili zakon skladania rychlosti, uvazujme raketu FX (pozri
obrazok), ktora sa v S’ pohybuje rychlostou u v kladnom smere osi a’.

z

Rychlost rakety v stustave S’ je definovand ako

dr’

U=—,
dt’/

~ . . o dz’
¢o sa v tomto pripade redukuje na u = 5.

Je dolezité si uvedomit, Ze ¢as v menovateli je ¢as v sustave S’. Ked
chceme poznat rychlost w v sistave S, musime derivovat neciarkované si-
radnice podl'a neciarkovaného ¢asu, teda

_dr
Todt’

¢o sa v tomto pripade zjednodusi na w = %.264 Ale ved toto nie je vobec
tazké spocitat. Stadi sa pozriet na transformac¢ny zakon (4no, t4 matica) a

263 Ty si treba dat pozor na to, Ze v je zaporné, ak sa stistava S’ pohybuje proti smeru osi
xz. To docielime aj zadmenou S<>S’. To znamena, Ze pri prechode od ¢iarkovanych saradnic
k neciarkovanym vyzera matica A rovnako, akurit v zmeni znamieno na opacné.

264Rozmyslite si, preco vznikne zlozenim dvoch rovnobeznych pohybov vysledny pohyb
v rovnakom smere. Nie, tu nejde o relativitu, ale o skuto¢nost, Ze vo vesmire neexistuje
ziadny preferovany smer.
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mozeme pisat

dz Y2(cdt") +yda’
T 1 (y(cdt') + 2 da')
vdt’ + da’
' + 5 da’
v+u
1+ %

To je zlozena rychlost. V8imnite si, Ze pre malé rychlosti dava naozaj
w = u + v. Tiez si vSimnite, Ze ak jedna z rychlosti je rovna ¢, zloZené
rychlost je tieZ rovna c. Presne, ako sme chceli!

Ked sme uz prisli az sem, je jednoduché najst zovseobecneny vztah pre
transformaciu vSeobecného vektora rychlosti w = (ug, uy, u.).

Po aplikovani transforma¢ného zakona dostavame

v d£:v+um

‘ dt 1+ 2

w, = W_ W
¢y (1+5%)
dz U

wy = =

dt (12

PoloZzme si eSte opa¢na otazku: Ako sa transformuja rychlosti pri pre-
chode z S do S’?7 Ak si uvedomime, Ze v transformac¢nej matici stadéi spravit
zdmenu v — —v, tak td istd zdmenu treba spravit aj vo vysledku. Opac¢né
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transfomracie teda vyzeraju

dz’ Wy — U
Uy = =

ar 1 Ve
dy’ Wy
BT T (1 e
’Y( 02)
dz’ w,
uy = =

L)

Vratme sa konecne k vesmirnej lodi Enterprise. Umiestnime ju do vztaz-
nej sastavy S’. Vieme, Ze v sistave S prichadzaju fotény z nejakej vzdialenej
hviezdy pod uhlom 6. Ich rychlost je teda po zlozkach

wy = —ccosf wy = —csinf w, =0

Uhol, pod ktorym uvidime ta istt hviezdu v sistave lode Enterprise,
mozeme uréit ako

— Uy V— Wy v+ ccosf
COSS@ = = =

c c— e

2 c+wvcos’

Fotény zo
vzdialenej
hviezdy

Nam sa, ako ¢asom uvidime, hodi inverzny vztah. Po par upravach do-

staneme
cosfh = CEB¥P U

¢ —vCcosp

Uz vieme, ako sa posunii polohy vSetkych hviezd na oblohe. Ako sa zmeni
hustota hviezd? Vsetky hviezdy nachadzajtce sa v rozmedzi uhlov (6,6 +
df) sa posuni do (p,¢ + dg). Ak si zratame prislusné priestorové uhly a
prenasobime prislusnymi hustotami hviezd na oblohe, dostdvame rovnicu

2mpsin @ dl = 2wp(yp) sin p dip,
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kde sme zaviedli oznacenie p(¢) pre hladani zavislost novej hustoty hviezd
od uhlu ku smeru pohybu.

do

y

Upravou ostatnej rovnice dostavame

sinfdf  d(cos0)
sinpdp pd(cos ®)’

plp) =p

kde zapisanu derivaciu vieme zratat vd'aka vyjadreniu cos od cos ¢ vySsie.
Plati

d(cos @ c(c—vcosp)+v(ccosyp —v
B () S )+ v(ecosy —v)
d(cos ¢) (c —vcosyp)

2 _ 2

(c —vcos)?
1

72 (1 - %cosgp)T

= p

Vysledok. Mozete si sami vyskasat, ¢o to robi pre ¢ = 0 a uvidite, Ze
vpredu sa hustota hviezd skuto¢ne zhustuje. Tak ako ukazovalo avodné video.
Integraciou cez cely priestorovy uhol si tiezZ moZete overit, Ze celkovy pocet
hviezd ostal nezmeneny.

Cast (b)

Ako sa zmeni frekvencia pozorovaného svetla v zéavislosti od smeru? Od-
poved pre ¢ = 0 a ¢ = 7 pozname. V tych pripadoch je to dobre znamy
Dopplerov jav. My ho mame néjst pre vSeobecny uhol. Napriek tomu sa déa
iloha poriesit priam prekvapivo jednoducho, ak vyuZijeme druht zo spomi-
nanych bizarnych myslienok, z ktorych vyplyvaja vSetky zakony relativity:
Stvorvektory.

228



FX G4 Enterprise

So stvorvektormi sme mali moZnost sa blizgie zoznamit vo vzoraku ulohy
FX G3 ZABAVNE FOTONY. Tam sme predstavili Stvorvektor polohy, Stvor-
vektor rychlosti a Stvorvektor energie a hybnosti. Rovnako ako tam, aj tu sa
ukaZe velmi uZitocny préave posledne spominany. Hladan4 frekvencia svetla
totiz tzko suvisi s energiou jeho fotonov, a ti vieme spocitat Lorentzovou

transforméciou! Tzv. tvorhybnost budeme oznacovat P,. Jej zlozky si?%°

Pll = (E/Capmvpyapz) .

Ak si este spomenieme, Ze pre foton E = hf a |p| = hf/c, tak mozeme
napisat rovnost medzi $tvorhybnostou foténu v ststave S a $tvorhybnostou
fotonu v S’. Plati Lorentzova transformacia

hf

c 7 e 00 :
—h—cf cos 0 _ 7% v 0 0 7"5 oS
—h—cfsin9 0 0 10 —hf/ sin ¢

0 0 0 01 0

Speciélne si vSimnime rovnost

hf  hf'  vhf
—- =y =y cosy,
C C CcC C

odkial jednoduchou tpravou dostaneme hladana zéavislost

reoN 1
1O = I Tem ]

Cast (c)

Ako sa zmeni hustota ziarivého vykonu II? Vieme, ako sa vo vybranom
smere zmeni pocet zdrojov svetla (ozna¢me tento nasobok ako a(y)) a frek-
vencia, a teda i energia prichddzajtcich foténov (ozna¢me ako b(ip)). Lahko
by nas mohlo napadnut, Ze Ziarivy vykon v tomto smere sa zmeni (a(v)b(y¢))-
nasobne. To je v8ak omyl! Zabudli sme na skuto¢nost, Ze sa zmeni aj pocet
dopadajucich foténov.

Aby sme do problému lep$ie nahliadli, predstavme si, Ze isty zdroj svetla
vyzaruje fotony v rovinnych vlnach vzdialenych od seba jednu vlnova dizku
A.266 V inej vztaznej ststave st tieto roviny vzdialené o \. Fotény sa vak

265 Ak ste pri &itani tohoto odstavca pocitili zavrate a neistotu, skuste si znova prelistovat
spominany vzorak alohy FX G3.

266Druh4 sada foténov je vyslana tak, aby sa nachadzala napr. v minime vlny predcha-
dzajucich foténov. To je znova rovina a jej body maju skvela vlastnost — nulovost B a E.
Ak je EM pole v istom bode a Case jednej vztaznej stustavy nulové, tak v tomto bode a
case je EM pole nulové aj vo vSetkych inych vztaznych sustavach. Takéto body su v drahe
foténu vzdialené prave o vinova dlzku foténu v danej vztaznej ststave. A to st vzdialenosti
rovin, ktoré uvazujeme. Tymto sme vzajomné polohy foténov definovali objektivne.
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stale pohybuju rychlostou svetla, a preto ich budeme registrovat tolkokrat
viac, kolkokrat sa zmengila ich vlnova dizka. To je to vSak opit b(p), pretoze
vlnova dlzka zavisi len od prevratenej hodnoty frekvencie.

Takto sa tivahou dostavame k spravnemu vysledku

II
A Zeos o)t

() = Ma(p)b?(¢) =

Dosadenim napr. pre v = ¢/2 moZeme zistit, Ze priamo pred nami sa
ziarivy vykon zvac¢si na 9-nésobok, za nami sa zmensi na jednu devétinu.
Na kapitanskom mostiku lode Enterprise je teda poriadne horiico a urcite
by sme si nai nemali zabudnut vziat slneéné okuliare. S tymto neratali ani
tvorcovia Hviezdnych vojen!
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In mathematics, you don’t understand things. You just get used to them.

JOHN VON NEUMANN
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Bea neddvno c¢itala Malého Princa a rozhodla sa, Ze aj jej sa velmi pdcia
zdpady sinka. Aby jej vSak mezovsedneli a aby si ich patriéne vychutnala,
odstahovala sa na severny pol. Tam je totiZ zdpad sinka len raz za rok, a
navyse trvd sakramentsky diho. Ozaj, ako dlho?

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

2 VZORAK JAKUB &

Tento priklad vyriesim za vydatnej pomoci vektorov a Sikovnych operacii
S nimi.

Oznaéim si n jednotkovy vektor v smere zemskej osi. Tento vektor je
kolmy na povrch Zeme na poéloch. Teda je to normélovy vektor dotykovej
roviny severného pélu. Dalej ozna¢im r polohovy vektor Zeme voéi Slnku.
Vektor r predeleny svojou dlzkou bude jednotkovy vektor v smere zo Slnka do
stredu Zeme, ozna¢im ho u. Potom plati, Ze skalarny su¢in n-u = cos(m—a) =
— cos «, kde uhol a je uhol medzi zvislicou na severnom podle a spojnicou
Zem-Slnko. Nasou ulohou je najst Cas, za ktory sa tento zmeni z hodnoty
90° — v (vtedy sa slne¢ny kott¢ dotkne obzoru) na 90° + v (vtedy sa prave
cely slne¢ny kotué dostal pod obzor), kde v & 16’ je zdanlivy polomer Slnka
70 Zeme.

Ostéva nam vhodne vybrat saradnicovii sistavu (t chceme pravouhld,
aby skalarny siéin jednotkovych vektorov udaval skuto¢ne kosinus uhla nimi
zovretého!), urc¢it vektory m a w, z nich skalarny sacin a sme skoro hotovi.
Pociatok mojej sistavy umiestnim do stredu Slnka. Smery stradnicovych
osi zvolim tak, ako je to znazornené na obr.2, ktory dokumentuje situaciu
na jesenni rovnodennost (23. september) — kedy na severnom pole zapada
slnko: rovina xy je teda rovina ekliptiky (v nej lezi trajektoria obehu Zeme
okolo Slnka), Zem v ¢ase jesennej rovnodennosti lezi na kladnej poloosi x.
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Na rovnodennost si vektory n a u na seba kolmé (< n-u = 0), preto vektor
n musi mat z-ova zlozku n, = 0. Jeho zvyS$né komponenty urc¢im lahko,
lebo viem, Ze s normélou ekliptiky (da sa zapisat pomocou vektora (0;0;1))
zviera uhol ¢ ~ 23°30’. Os y je kolm4 na x a jej orientaciu som zvolil tak,
aby priemet vektora n do y-ového smeru bol kladny (= aj rychlost Zeme na
rovnodennost bude mat kladnu y-ovi zlozku). Os z je kolméa na ekliptiku a
kladna polos smeruje nahor.

V nami zavedenej baze vyjadrim vektory pri aproximacii obeznej drahy
Zeme okolo Slnka kruZnicou a zanedbani pohybov zemskej osi:

n = (ng;ny;n.) = (0;sing;cosp) — vektor zemskej osi, resp. normala
dotykovej roviny na poéle (konstanta v Case),

u = (ug;uy;u,) = (cos Zxt;sin 27t 0) — vektor od stredu Slnka do stredu
Zeme, kde T je perioda obehu Zeme (= 1 rok) a ¢ je ¢as uplynuly od niektorej
jesennej rovnodennosti. Potom

. . 2wt
N U = Nyl + Nyly + NU, = sin psin T

Ak t1 je Cas, kedy sa slne¢ny kotu¢ dotkne horizontu, a ¢y ¢as, kedy sa
slne¢ny kotu¢ akurat ponéara pod horizont, tak samotné doba zapadu slnka
je At =ty —t1. Pre Gasy t1 a t mam podmienky

27t
sin p sin % = —c0s(90° — y) = —sin~,

27t
sin p sin Tz = —c0s(90° + ) = sin~.
Samozrejme, Ze rieSenia ¢ resp. tp nds nezaujimaju vsetky (sledujeme
iba zapad v jednom roku, v dalsom by sme uz boli premrznuti na kost :-)),
zjavne iba tie z rozsahu (—71/2;T/2) a preto dostavame jediné rieenie

sin vy

SN¢ 7~ 32, 5h.

arcsin :d‘nﬂ
At=t—t = 2w T - 2w ™

arcsin(—512) arcsin
T =
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Pri vy¢islovani si treba dat pozor na to, kedy poé¢itame s radidnmi a kedy so
stupiiami.

Zanedbavam: ohyb svetla pri prechode atmosférou (prave pri pozoro-
vani objektov nizko nad obzorom je najmarkantnejsi, chyba moZze dosiahnut
aZz rad hodin!), excentricitu (elipti¢nost) obehu Zeme okolo Slnka, rozmery
Zeme vodi vzdialenosti Zem-Slnko, precesiu a nutaciu zemskej osi, obeh Zeme
okolo spolo¢ného taziska Zem-Mesiac, slapové javy, zakrivenie povrchu Zeme
v mieste pozorovania (teda predpokladam, Ze pozorovatel je nizko nad po-
vrchom) a pravdepodobne este mnoho iného. Napriek tomu si trafam tvrdit,
7e sme dostali dost presny vysledok. Nothing else matters...

Iny spravny pristup k rieSeniu tohoto problému spociva v tom, ze ak za-
nedbame pohyby Zemskej osi (precesia, nutacia), tak dotykova rovina na pole
sa voli vztaznej ststave spojenej so stredom Slnka nenaklépa, ale len postva.
A zéapad slnka trva v takomto modeli prave od vtedy, ked sa dotykova rovina
dotkne jedného okraja Slnka, az pokym sa nedotkne toho druhého. Nakol'ko
vieme, ze uhol medzi norméalou dotykovej roviny a normalou ekliptiky je ¢,
tak vieme povedat, o kolko sa Zem musela pohnit (v smere uréenom prie-
metom zemskej osi do ekliptiky), aby dotykova rovina poélu ,prerezala“ celé
Slnko (vzdialenost rovna jeho priemeru D) | = D/sin¢. No a tato vzdiale-
nost je tetivou obluka (ak aproximujeme drahu Zeme kruznicou), po ktorom
sa Zem pocas zapadu slnka na pole pohybovala. Dostavame cas

2R arcsin ==2— D
At = 2Rsing — ~ 32,5h.
VZem VZem SIN ©

Este jedna poznamka: Hoci presné rovnice (v stulade s horeuvedenymi
aproximéciami) nedavaju pekné rieSenie pre vysku slnka § na poludnie pocas
roka, rieSenie tohoto problému v tvare f = 7/2 — 6 — @sin % pre miesto
severne od obratnika Raka (juZnejsie sa vo vyraze menia znamienka) na
zemepisnej Sirke 6 dosahuje pre pozemské parametre presnost lepsiu ako

18’. Pouzitim tohto pribliZzenia sa dalo dospiet k slusnému vysledku At =

in X
22 e T ~ 2T ~ 32h. Treba poznamenat, Ze toto pribliZzenie plati len

2m ™
preto, Ze pre nefée  plati relativne presne sinp ~ . Vztah g =7/2 — 0 —
arcsin(sin @ sin %) je presny pre nas zjednoduseny model. To vidno pre poél
z nasho starého znameho skalarneho stuc¢inu n-u, ktory vsak je mélo nazorny.
Preto pridavam este jeden obrazok, kde sa na situiciu pozerame z dotykove;j

roviny severného polu.
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dotykova
rovina
sev. polu

Trajektoria Slnka je kruznica leZiaca v rovine zvierajicej s naSou rovinou
pozorovatela uhol . Vyska Slnka nad obzorom je 3 = arcsin %. Vysku H si
v8ak viem jednoducho vyjadrit z tych pravouhlych trojuholnikov. Vyznaceny
trojuholnik je v rovine kolmej na priesec¢nicu dotykovej roviny s rovinou
obehu Slnka okolo severného poélu (teda je v rovine kolmej na obe spomenuté
roviny), preto tam vystupuje prave uhol, ktory zvieraju tieto dve roviny, ¢ize
. Ak eSte dodam zavislost o = % pre rovnomerny pohyb Slnka po kruZnici,
tak dostanem stary znadmy vyraz

2mt
B = arcsin(sin % sin ).

A len tak mimochodom, ked uz vieme vysku Slnka na pole, v lubovolne;
zemepisnej §irke € bude na poludnie vyska Slnka len posunuta o 7/2—6. (Na

rozdiel od poélu, toto naozaj plati len na poludnie, t.j. ked s vSetky Ciary
)267

na obrézku v jednej rovine.

sev. pol ¢
dotykova rovina sev. pélu

dotykovy plast kuzela 1 rovnobezky (zem. Sirka 0

267Rozsiahlejsi text o tejto problematike moéZete najst na adrese
http://www.fks.sk/fx/zbierka/slnecny voz.pdf
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Ferko a Tomds s zazrati do svojej obliibenej pocitacovej hry, klikaji osto-
Sest, stavaju armddy, schyluje sa k velkej bitke. Tomds posiela do boja X jed-
notiek, Ferko Y rovnakych jednotiek. Ndjdite casovy priebeh poctu jednotiek
na oboch strandch, cas trvania bitky i koneény stav.

Moézete predpokladat, Ze obaja hrdci siu skiseni — jednotky po sebe strie-
lajui fotonovymi delami optimdlnou stratégiou, a (kym sa nevykynoZia), je
ich velmi vela. Jedna jednotka stdlym strielanim zabije druhi (nebrdniacu
sa) za cas a.

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

X VzorAK KuBus &

Najprv si musime rozmysliet, ako buda vlastne jednotky po sebe strielat.
Najvyhodnejsie je, ked budu v8etci strielat na ta isti stperovu jednotku —
takto sa zrejme minimalizuja Skody, ktoré moze nepriatel spravit nadm. Inymi
slovami, minimalizujeme ¢as, ktory ma nepriatel jednotky k dispozicii.

V istom ¢ase ma Tom4s z jednotiek a Ferko y jednotiek.?%% Ak zanedbame
Ferkove straty za Cas, kym zabije jednu TomaSovu jednotku, bude tento ¢as
dlhy a/y. Podobne, Ferkove jednotky buda ubudat po jednej kazdy ¢as a/z.
Predpokladajme, Ze jednotiek je velmi, ba priam aZ spojite vela. Potom mo-
zeme povedat, Ze rychlost ubidania TomaSovych jednotiek je % =-1/ % =
—%. Podobne to bude s Ferkom. Pre jednoduchost si ozna¢me A = 1/a,
potom si mdzeme napisat diferencidlne rovnice pre vyvoj stavu bitky:

dx
dy

Teraz uz len staci tuto sistavu rovnic vyriesit, ¢o sa da robit viacerymi
sposobmi: Od trpezlivého Srotenia cez vysokovykonné metédy az po zne-
baspadnuvsie ,,Jahko nahliadneme, ze“. VSimnime si najprv, akého pekného
tvaru je tato ststava. Rychlost v kazdom bode (stave bitky, moZeme si ho
reprezentovat i bodom v rovine) je pevne urcenéd iba tymto bodom (jeho
sturadnicami z,y). V kaZdom bode si vieme nakreslit, ktorym smerom sa
bude bitka vyvijat a potom ju iba chladnokrvne odsimulovat. Ked uZ ni¢
iné, dostaneme aspon predstavu o tom, ¢o sa tu deje.

268 ned vidime zavedent konvenciu X = x(0) a Y = y(0)
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Na chvilu sa nezaujimajme o ¢asovy vyvoj situécie, ale len o akysi ,re-
lativny*“ vyvoj x a y. Vieme, Ze

dl_ig_—Ax T

dx_di_fAy_y'

RieSme tuto rovnicu tak, ako kazdd ind separovatelnu:

dy _ @
dz g
ydy = xdx

y(t) = (t)
/ ydy = / rdz
Y X

y2 _ Y2 _ 372 _X2
r? —y? = X? — Y? = konit. = R? (97)

Vidime, ze rozdiel §tvorcov poc¢tov jednotiek oboch armad zostava kon-
stantny.?%? To znamen4, Ze v fazovom priestore sa bude stav bitky pohybo-
vat po hyperbole. Takisto hned vidime, aky bude koneény stav, zrejme ked
y =0, tak x = R. Tym sme uz vyriesili jednu ¢ast tulohy.

Aky bude ¢asovy priebeh bitky? Dosadme si do rovnice (95) za Y podla

(97):
% — Ay= AV R

2697 avedenim substitucie X2 — Y2 = R2 predpokladame, bez ohladu na vSeobecnsti, Ze
X>Y.
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Toto moZeme znova riesit ako obyc¢ajnu separovatelni diferencialnu rovnicu:

1 de
Vo — Rz dt
a(t)

dx—/t—Adt (98)
x Vi2-R® Jo

Co so skaredym integralom nalavo? Bud sme makadi a ten hyperbolicky
sinus v tom vidime, alebo . ..nad tym chvilu duméame, a raz ho tam uvidime.
V skole nas u¢ili, ze integral 1/+/1 — 22 je arcsin z. Ako (sme) na to prisli? Ak
si urobime substiticiu 2 = sin u, menovatel sa nam kvoli sin® u + cos?u = 1
vyhubi s pozostatkom po substiticii a uz integrujeme iba du. InSpirujme sa
touto fintou, spomenime si, ze cosh?u — sinh®u = 1, dajme si substituciu
x = Rcosh(u) a upravujme:

/ dx B Rsinhu du
Va? — R? R2? cosh? u — R2

:/1du

=u+tc
= arccosh(z/R) + ¢

In %+ (%)271) +c

Posledné tprava nebola potrebné, ale je zaujimavé ju spomentut a deri-
vovanim si mozete odvodit jej pravdivost.?’” Vratme sa ale naspit ku nasej

2700dvodit sa da velmi jednoducho priamo z definicie hyperbolického kosinusu. Nech
u = coshx = % (ez + e’z). Potom plati inverzné relacia x = arccosh u. Upravujme v8ak

prva rovnicu. Prendsobenim e” a preusporiadani ¢lenov méame:

1 1
EeQZ—uez—l—i:O = e =utVuz-1

Spatnym dosadenim a zdravymi tivahami sa d& prist na to, Ze spravne je znamienko plus.
Potom oby¢ajnym zlogaritmovanim oboch stran rovnice dostavame

mzln(u—i—\/uQ—l).
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rovnici. Teraz moZzeme rovnicu (98) previest na tvar

arccosh (%) — arccosh (;)
)

X
h (7
arccos R

—At

X
h|— ) — At
arccos < R>
R cosh <arccosh (;) - At) .

Fuj, aka gkaredé rovnica. Ale aspon méme explicitné vyjadrenie poctu
Tomasovych jednotiek od ¢asu. Z rovnice (97) vieme vytlct aj Ferkov stav i
¢as trvania bitky, ale je dost neprijemné to z tohto stavu upravit na prijemne
vyzerajuci vysledok.

T

Sikovna finta

Sme predsa nejaki fyzici, musime najst nejaky krajsi spésob riegenia®7! —
zamyslime sa nad tym, ako jednotky vlastne ubtudaju. V kazdom momente
nejaké jednotka kynoZi nejakt ind. Ak teda zabudneme na farby, celkovy
pocet jednotiek ubtuda tmerne sam sebe. Podobne si méZeme rozmysliet, Ze
(neformélne povedané) Ferkove jednotky ubtudaja o tolko rychlejsie, kolko
mé Tomas naviac jednotiek, teda rozdiel po¢tov jednotiek za zvySuje timerne
sam sebe. Alebo jednoducho, napiSme si sacet a rozdiel rovnic (95) a (96) a
sledujme tie divy:272

d(z +y)
T_—A(m-i-y)
diz —y)

W Ay

Ak sa na chvilu budeme tvarit, Ze naSe premenné sa r +y a = — v,
vyrieSime dve naozaj jednoduché difky a dostéavame

271 Pekny sposob Peta Peresiniho, je vyjadrit si z (95) a (96) druhé derivicie = a y.
Dostaneme dve jednoduché odseparované diferencialne rovnice druhého radu.

272Pre tie silnejsie povahy — vi&sina takychto linearnych ststav diferencialnych rovnic
prvého stupiia o n premennych sa da riesit takymto sposobom. Zavedieme si nové pre-
menné, ktoré su linearnou kombinaciou starych tak, aby sme zo zadanych rovnic vedeli
vyrobit rovnice obsahujtce iba po jednej novej premennej. Tie potom vieme jednoducho
riesit a poskladat naspéat staré premenné.
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S¢itame, od¢itame, ako v Skolke:

x = % (X +Y)e M 4+ (X —Y)e)

= % (X (et + e ) + V(e 4 — )
y = % (X +Y)e M — (X = Y)e)

= 2 (X(e = ) 4 ¥ (e + o)

alebo este krajsie,

x = X cosh(At) — Y sinh(At)

y =Y cosh(At) — X sinh(At).
Vyslo nam to pekne krasne symetricky (akoby nie!), kto chce, moze si
overit, ako z toho vypadne koneény stav, podumat nad sivislostami s hy-

perbolami, my uz len dodame, ze stav, ked bude y = 0, teda koniec bitky,
nastane v ¢ase?”3

X sinh(At) =Y cosh(At)

Y
tanh (At) = —
anh (At) e
1 Y
t= 1 arctanh(X>
a X+Y
1 =_—In[ —— ).
alebo t > n(XY)

273 Ako cvicenie si skuste sami dokazat, ze

arctanhu = 1ln (1+u).
2 1—u
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FX H3 - BURKA
)/ &/ &/ &/ Gke

Matis prdve sedel na lhike a pocital fyziku, ked sa zrazu prihnala velkd
biurka. Pocas burky do zeme ndhodne udieraji blesky, pricom na kilometer
Stvorcovy za celd burku priemerne udrie p bleskov. Akd je priemernd hodnota
vzdialenosti MatiSa a miesta, kde udrel k nemu najbliZsi blesk?

Zdroj: Ulohu vymyslel Matus

X VzorAk KuBus &

Riesenie 1.

Pravdepodobnost, Ze najblizsi blesk udrel vo vzdialenosti » odo mia, je
sifinom pravdepodobnosti, Ze vo vzdialenosti r nejaky blesk udrel, a prav-
depodobnosti, ze blizsie ako r Ziaden neudrel. Samozrejme, pravdepodobnost
7e blesk udrie presne do vzdialenosti r je nulové, ale my budeme v kone¢nom
dosledku integrovat, a teda hrat sa s pravdepodobnostami Ze blesk udrel vo
vzdialenosti z intervalu [r,r + dr).

Ozna¢me si pravdepodobnost, Ze v nejakom pevne uréenom tzemi s plo-
chou A pocas celej burky neudrel blesk, ako p(A). (Nahodnost udierania bles-
kov nam zarudi, Ze tato pravdepodobnost je rovnaka pre I'ubovolné tzemie
s plochou A.) Potom pravdepodobnost, Ze vzdialenost najblizsieho blesku je
v intervale [r,r 4 dr), bude rovna

1 —p(r(r4dr)* — 7r?)] - p(rr?).

(Ak nevies odkial sa tento vztah vzal, pozri si znova prvia vetu vzoraku.)
Samozrejme, pre malé dr mézeme napisat

m(r+dr)? —mr? = 7(r? + 2rdr + dr? — r?) = 27r dr,
a teda
p(r(r 4+ dr)? — 7r?) = p(2nr dr) = p(0) + p'(0)27r dr = 1 4 p'(0)27r dr.
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(Zrejme pravdepodobnost p(0) Ze do prazdnej plochy neudrie blesk je 1.)
Priemerna hodnota vzdialenosti, v ktorej udrel najblizsi blesk, bude teda

d—0

X = lim ( nd - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [nd, nd + d)])
n=0
oo
= / r - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [r,r + dr)]
0
= [ - pln+ ar? - ) p(er?)
0

:/ —27p’ (0)r?p(7r?) dr.
0

(Prvy resp. druhy vztah mozeme brat ako definiciu priemernej vzdialenosti.
Ak vam nie je po chuti, skiste si priemernt vzdialenost definovat sami.
Ak to nejde, skuste si priemerné hoci¢o definovat na koneénejSom priestore
udalosti.)

Teraz nam uZ len staci zistit funkciu p, pricom vieme Ze na jeden ki-
lometer Stvorcovy udrie priemerne p bleskov. Zistime ju napriklad takouto
ysedliackou tivahou*. Vezmime si nejaké tizemie s plochou A + B a rozdelme
ho na tzemia s plochami A a B. Potom musi platit

p(A + B) = P[do tzemia A + B neudrel blesk]
P[do tzemia A neudrel blesk ani do tzemia B neudrel blesk]
P[do tizemia A neudrel blesk] - P[do tizemia B neudrel blesk]

p(A)p(B).

Takyto vztah musi platit pre lTubovolné A, B > 0. Av8ak jediné funkcie, ktoré
tento vztah spliiajt, st exponencidlne funkcie tvaru p(z) = e**. (Preco?
Skuste si napriklad zderivovat rovnicu p(z + y) = p(z)p(y) podla z.) Este
stale v8ak musime najst konstantu «, zrejme bude zavisiet od p. Zoberme si
velmi mald plochu dA. Priemerny pocet bleskov, ktory udrie na tiato plochu
pocas burky, bude z definicie p jednoducho pdA, ale tieZ ho mozeme napisat
ako

pdA = Z n - Plna plochu dA udrie n bleskov].

n=0
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Lenze, ked bude plocha dA velmi malé, modZeme pravdepodobnost Ze na fiu
udrie viac ako jeden blesk oproti ostatnym zanedbat, ¢im dostédvame

pdA =~ P[na plochu dA udrie 1 blesk]
~ P[na plochu dA udrie aspon 1 blesk]
=1-pdA4)=1- e dA
~1l—(1+add) =—adA,

¢ize a = —p a teda pravdepodobnost, Ze na plochu s obsahom A pocas burky
neudrie Ziaden blesk, bude

p(A) = e P4,

Dosadenim do poévodného vztahu pre X dostavame
R 2
X :/ 2mpr2e TP dr,
0

¢o nam uz len zostéava zintegrovat. Nechajme si to aZ na koniec a pozrime sa
na trochu int metédu rieSenia.

Riesenie 2.

Zoberme si nejaka plochu A a rozdelme ju na N malych kaskov. Ak buda
tieto kusky dostatocne malé, moZzeme v prvom pribliZzeni predpokladat, Ze
na kazdy z nich dopadne nanajvys jeden blesk. Pozrime sa na takyto jeden
ktisok. Bud naii dopadne jeden blesk alebo nula bleskov. Jeho plocha je
A/N, takze z definicie p nan dopane priemerne pA/N bleskov. No ale to
znamend, Ze jeden blesk tam bude s pravdepodobnostou pA/N a nula bleskov
s doplnkovou pravdepodobnostou 1 — pA/N. (Mimochodom, rovnaka tvahu
sme robili v prvom rieSeni.)

Celkova pravdepodobnost, Ze na celt plochu A dopadne n bleskov, bude
potom v nasom pribliZeni

N pA n . pA N—n

n N N '
(Lebo na niektorych n z N plosok dopadne jeden blesk a na zvy3né nula
bleskov.) No a zrejme ¢im vyssie bude N, tym mensie buda jednotlivé kusky

a tym presnej$ie bude nase pribliZzenie, Ze na kazdy z nich dopadne najviac
jeden blesk. A da sa aj ukazat, Ze ak posleme N do nekone¢na, nas vzorec
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bude presny. Teda pravdepodobnost, Ze na plochu A udrie n bleskov, bude

e () () (%)

= gim e <1—”A>N<1—p’4>n

N—oo (N —n)ln! Nn
. NU - (pA)" pANY pA\ "
= N TN (1 ~) W

zl.ﬂ.e*m‘l.l,
n!

Sami si premyslite, pre¢o ma kazdy zo stcinitelov uvedent limitu. V uréeni
limity tretieho z nich sme pouZili znamy vztah (1+ %)V — e”.

Kto chce vediet viac, nech si napriklad na internete vyhl'ada Poissonovo
(a na ozivenie paméti aj Binomické) rozdelenie, kto nie, nech si aspon overt,
Ze tento nas vztah dava spravne vysledky pre pravdepodobnost Ze na plochu
udrie aspoil nula bleskov (mala by byt samozrejme rovna 1), pre o¢akavany
pocet bleskov (malo by byt pA, z ¢oho sme vychadzali), aj pre pravdepodob-
nost, Ze na plochu A neudrie Ziaden blesk (mala by byt rovnako p(A4) ako
sme zratali predtym).

My tento vztah uZz len pouZijeme na spoéitanie prikladu. Podobne ako
minule napiSeme pre priemerni hodnotu X vzdialenosti najblizsieho blesku,
len uz nebudeme pouZivat péovodné p ale nas vztah.

o0
X = lim <Z nd - P[vzdialenost najbliz§ieho blesku € [nd, nd + d)])
d—0 70

= / r - P[vzdialenost najblizsieho blesku € [r,r + dr)]
0

= / r - P[blizsie ako r udrelo 0 bleskov]-
0

- P[vo vzdialenosti [r,r + dr) (v tom medzikruzi) udrel 1 blesk]

N
ol u
0

_ / Pz e Pt parr 1dr = / .e_”’”227r,0r2 dr,
0 1 1 0

ako v predoslom rieSeni.
(Mimochodom, vSimnite si, Ze tieto dve rieSenia obsahovali vela rov-
nakych uvah, ligili sa vlastne len v tom, ako presne sme vyhitali vzorec
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s exponencidlnou funkciou. Tiez si vSimnite, Ze druhé rieSenie je o ¢osi vSe-
obecnejsie.)

Integral

Nakoniec len poratajme integral, ktory vysSiel v oboch rieSeniach. Mo-
7eme sa s nim popasovat per partes (skuste sil), alebo ndm pomoze nejaky
matematicky softvér, alebo nasledujica drobna finta. (Nie az taka potrebna,
kedZe to ide per partes, ale celkom zaujimava a uzitoéné, tak si ju ukaZeme.)
Vieme, Ze [;° et dr = 3/F. Ak si oznacime f(t) = [;° et dr = V7,
derivovanim v8etkych troch stran rovnosti podla ¢ dostavame

oo 1 T
It _ _2—t7‘2d I .
1@ /0 r°e r W\ B

(Mdre vety nam hovoria, 7e za istych podmienok mozeme vymenit poradie

sz s . 2 v d [0 —tr2 _ [>® 9 —tr2 ) z
derivacie a integralu, ¢ize §; [, e dr = [;7 5;(e7"") dr, odkial mame

prostredny vztah.) Vynasobenim —2¢ dostavame

/Oo 2tT26_tr2 = 1 z
o 2V t’

no a dosadenim 7p za t dostdvame hladant hodnotu integralu

o0
X = / 27Tp7‘26_7rpr2d7‘ = —.
0 20
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)/ @/ &/ &) dyke

Kolkondsobne silnejsie Ziari Mesiac v splne neZ v prvej Sturti? UvaZujte
Lambertovsky model rozptylu svetla na mesaénom povrchu.

Zdroj: Kvant

2 VZORAK JAKUB &

Pred samotnym rieSenim tlohy si dohodneme vyjadrovaci aparat. Budem
pouZzivat fyzikalnu veli¢inu hustota Ziarivého toku, ktora vyjadruje vykon
ziarivej energie prechadzajtcej cez jednotkovi plochu kolmd na smer toku.
Budeme ju znadit I. Jej zédkladnou jednotkou je W.m 2. Balej budem pou-
zivat oznaCenie Ryrz pre vzdialenost Zem-Mesiac, Ry pre polomer Mesiaca.

Ulohu vyriesim s nasledovnymi aproximaciami: mesaény povrch je sféra
o polomere Ry, Mesiac obieha okolo Zeme po kruZnici s polomerom Rz
v rovine ekliptiky, hustota toku ziarenia zo Slnka pri Mesiaci je nezavisla
od fazy?™. Zanedbavam svit hviezd. Samotny odraz uvazujem lambertov-
sky s rovnakym koeficientom odrazivosti na celom povrchu.2”® Zanedbam
akékol'vek pohlcovanie Ziarenia v priestore medzi Zemou a Mesiacom.

Stru¢ne osvetlim eSte motivaciu lambertovského rozptylu. Ide o model,
podla ktorého je hustota ziarivého toku do vybraného smeru proporcionalna
kosinusu uhla medzi normalou vyzarujtucej plochy a vybranym smerom. To
zabezpecuje, Ze osvetlend plogku budem vnimat zo v8etkych smerov rovnako
jasnt, lebo hustota ziarivého toku dopadajica do mdjho optického senzora
bude proporcionélna priestorovému uhlu, pod ktorym tito plosku vidim. Je
to dobréa aproximécia pre relativne drsné povrchy, avSak velmi nedobra pre
zrkadliace plochy.

Nacrt situacie: Chcem zistit pomer hustot Ziarivého toku pre Stvrtfazu

(¢ = %) aspln (o = 7). V tomto vzoraku spoc¢itame hustotu Mesiacom

odrazeného toku Ziarenia v zévislosti od uhla o.

274Nakolko relativna zmena vzdialenost Slnko-Mesiac je pri obehu Mesiaca okolo Zeme
v rade tisicin, tak ide o rozumné zjednodusenie.

275V reali je odrazivost funkcia zéavisla od konkrétneho miesta, od smeru, odkial je toto
miesto osvetlené, od frekvencie dopadajuceho Ziarenia a taktieZ od smeru, v ktorom uva-
zujem odraz.
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Mesiac

E——

Zoberme si mala plésku povrchu Mesiaca s obsahom d.S a jednotkovou
n. Ak je tato plocha osvietena Slnkom, tak vykon dopadajici

normélou?7%
na fu je rovny sucinu hustoty ziarivého toku Slnka Ig,x, vo vzdialenosti

1 AU a plochy priemetu nasej plochy do smeru toku Ziarenia.

pan

"em.,

'

fau,

0"""--.;-..

5
D
.
.
.

Plocha priemetu plochy do smeru toku Ziarenia je rovna suc¢inu plochy d.S
a kosinusu uhla 3, ktory zvieraju jednotkovy vektor toku Ziarenia ngike =
(1,0,0) a norméla plochy n. Teda Ziarivy vykon dopadajtci na plochu je

deopadajﬁci = ISlnko COS 5 ds.

Pre lambertovsky povrch potom plati, Ze v smere odchylenom o uhol ~
od normaly plochy vo vzdialenosti Ryr.z bude hustota Mesiacom odrazeného

ziarivého toku 4
cosy
dlmesacns = R72 deopadajﬁCi7
TNz,
kde A je albedo — ¢iZze konstanta vyjadrujuca podiel odrazeného Ziarivého vy-
konu ku dopadajicemu vykonu?””. Kosinus uhla v viem opét dikovne vyjadrit

276 Normala plochy je vektor kolmy na dant plochu. Ked hovorim o jednotkovej normale,
tak tym myslim, Ze jej dlzka je jednotkova. Kazd& dostatoc¢ne malad plocha je prakticky

rovinna a teda ma normalu.
277Pre Mesiac je hodnota albeda v priemere priblizne 7,2 %.
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pomocou skalarneho stuc¢inu jednotkového vektora normaly plochy s jednot-

kovym vektorom v smere k pozorovatelovi ngem = (cos «, —sin «, 0).
Zoberme si plosku na povrchu Mesiaca na mieste s polarnym uhlom

a zemepisnou dlzkou ¢ o uhlovych rozmeroch df, resp. dyp, vid obrazok.

278 0

Této plogka bude mat obsah dS = R% sinfdf dp. Jej jednotkova norméla
bude n = (— sin 0 cos @, — sin # sin @, cos 6).
Vyjadrime si kosinusy uhla 3, resp. . Plati

cos 8 = |n - Nginko| = sin b cos g,

CoS7Y = [N - Ngem| = —sind cos (a + ¢).

Ostéava nam uz iba poscitovat hustotu odrazeného Ziarivého toku od vSet-
kych osvetlenych ploch Mesiaca. Osvetlené budi zjavne plochy, ktorych 6 je
z intervalu (0, 7) a ¢ z intervalu <f§, g) Zo Zeme si viditelné plochy s 6
z intervalu (0, ) a ¢ z intervalu (Z — o, 3F — «).2"™ Teraz uz vieme, ze vidi-
telné a osvetlené plochy maja 0 z intervalu (0, ) a ¢ z intervalu <g - q, g>,
kde sa predpoklada, ze o € (0, ).

Nasleduje vypocet hustoty toku Ziarenia odrazeného Mesiacom videného
pozemskym pozorovatelom:

A
Imesaéné(a) - / T2 ISlnko COs 7y COSB ds
osvetlené a viditelné plochy 7T]%Mfz
AR?
S 2M Isinko / sin® @ cos ¢ cos (a+ ) dfde
71-I{M_Z 0e(0,m) <p€<%fo¢,%

278 Polarny uhol je obdoba zemepisnej §irky, ale meria sa od severného pélu.
279Plati iba v priblizeni Ry < Rz, v skuto¢nosti vidime o malo menej.
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Takyto dvojny integral mozeme poéitat tak, Ze si integra¢ny priestor 6 €
(0,7),¢ € (5 — a, §) rozdelime na pésiky rovnobezné s osou pre 6. Potom
poditame vlastne 2 integraly v sebe. Da sa vSak vidiet, Ze pre Iubovolné
@ potrebujem pocitat rovnaky integral ohladom premennej 6. Preto sa da

tento dvojny integral napisat ako sucin integralov I; a I, priom

I1:/ sin® 0 d#,
0

z
I, = / cos p cos (a + ) dep.

=
I -«

Vypocet integralu I; sa da urobit nasledovne. Vo vzniknutom integrali
pouZzijeme substittciu ¢ = cos 6.

11:/ sin® 6 d0
0

:/ sin@ (1 — cos? ) df
0

:/ sin0d0—/ sinf cos? 6 do
0 0

1
:[—cosﬁ]g—/ 2 dt

-1
t?’r
:2—[ = 4/3.
3 —1

Vypocet druhého integralu I je prakticky priamodciary.

7
I :/ cos ¢ cos (o + @) dy
T

™
2

= / [cos2 ( cosa — CoS ¢ sin g sin a] dy
5«

™

| 2 2 sin2
:cosa/ Mdcp—sina/ S (pdgo

foa 2 F-a 2
2 ; El _ 5
~ cosq | 2Etsin2e Cgina | 290820
4 o 4 x_
2 @ 2@

20 — sin 2« 1—cos2a . acosa — sina
=——cosa— —— siha = ——.
4 4 2

Dostavame vysledok
24R2, .
Imesaéné(a) = ﬁ(sma — (v COS Ot) Isinko-
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Odtial hned vidime, Ze lambertovsky Mesiac by v splne odrazal m-nésobne
viac slneéného Ziarenia ako vo Stvrtfaze. TieZ vieme takto urcit, Ze osvit
Mesiacom v splne by bol zhruba milionkrat slabsi ako slne¢ny osvit.

Ako sa to dalo riesit jednoduchsie pre nase pekné fazové uhly oo = 7, resp.
a = 7?7 Nuz, treba si v8imnut, Ze hustota toku Ziarenia prichddzajiceho od
reflektujiaceho lambertovského povrchu zavisi od dopadajucej hustoty toku
a priemetu plochy, ktort vidim odrazat. Ako druhé si treba v§imnit, ako vy-
zerd, mnozina bodov na povrchu Mesiaca s rovnakou dopadajiicou hustotou
toku slne¢ného Ziarenia. Ako tretie treba nahliadnut ako to vidime v prislus-
nej faze zo Zeme. V splne dostavame pekne rotacne symetricky obraz.

Az

Y

=

Mesiac

Zoberme si také sistredené medzikruzie s vnutornym polomerom 7 a vonkaj-

$im r+dr. Toto je osvetlené Slnkom rovnako, dopada nai hustota slne¢ného

S \/ R% —r? R —r2 ., . RO
ziarivého toku Iopadajica = Isinko~—p——» kde vyraz ~—7- nie je nic¢ iné

ako kosinus uhla medzi normalou I'ubovolnej plosky medzikruzia a smerom
ku Slnku. Teraz vyuzijeme, Ze povrch Mesiaca je lambertovsky, teda nech
sa pozeram z lubovolného smeru, tak plochu vidim rovnako jasnt a hustota
odrazeného ziarivého toku je priamo tmerna ploche, ktord vidim. Plocha
medzikruzia, t.j. priemet rovnako osvetlenych miest na povrch Mesiaca do
smeru pozorovatela na Zemi, je dS = 27rdr. Teda hustota toku odrazeného

touto plochou v miestach Zeme je dlnesacns = R Liopadajica d.S. Rozpi-

sané na drobné a spoc¢itané dokopy dostavame celkovu hustotu mesa¢ného
ziarivého toku pre spln

2AISlnko /
Ispln = R2 ZRM / —r2dr.

Tento integral sa da vypocitat substiticiou, no ukéaze sa, Ze pocitat ho vobec
nie je potrebné. Totiz, v Stvrtfaze dostavame tieZz pekny obrazok, tentoraz
vSak rovnako osvetlené vidime zvislé ,sliziky“ namiesto siistredenych infini-
tenzimélnych medzikruzi.
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Dopadajtica intenzita je tentoraz Iqopadajica = ISInkollg‘ kde vyraz u je

opét kosinus uhla normaly plochy a smeru ku Slnku — t.j. z-ového smeru
Plocha slizikov je dS = 24/R3; — 22 dz. Teda celkov4 hustota odrazeného

toku je
2AI n /
Iétvrt’ 2 Snko / R2 — 22 dx.

Hned vidime, ze plati Ispin = mlsgvrt-

PozNAMKA: Mesiac vSak nie je dobrym prikladom telesa s lambertov-
skym rozptylom. Prejavuje sa na hom relativne silny opoziény efekt, ktory
sposobuje, Ze odrazené Ziarenie bude preferovat smer, odkial prichadza.
Inymi slovami povedané, ak je objekt nasvieteny spoza pozorovatela, tak
bude vyrazne jasnejsi ako by sa dalo usudzovat z lambertovského modelu.
Vysvetluje sa to tym, Ze na povrchu Mesiaca (a Marsu...) sa nachadza po-
rézny material, ktory prakticky vzdy vrha tieii na ¢ast viditelného povrchu
prave okrem pripadu, ked je zdroj ziarenia priamo za nami. V pripade Zeme
je tu eSte ta4 komplikacia, ze dokonaly spln nie je zo Zeme pozorovatelny,
lebo v takom pripade nastava zatmenie Mesiaca. Podl'a pozorovani posadok
programu Apollo je osvit pri iplnom splne az o 30 % silnejsi ako pri najlep-
gie pozorovatelnom splne zo Zeme. Treba poznamenat, Zze Mesiac vstupuje
do polotienia, ak uhol o nadobtida uhol zhruba 178, 78°. Pri lambertovskom
modeli by bol relativny narast osvitu pre e = 180° iba necelé stvrt promile.

V skutoénosti sa pozoruje asi 10-nésobny narast osvitu v splne voé&i stvrt-
faze. Pomer osvitu Mesiacom v splne ku osvitu Slnkom je priblizne 1,/450000.
Este spomeniem, preco je Slnkom neosvetlena ¢ast Mesiaca na hviezdnej ob-
lohe relativne svetla. Hviezdy vo veci nebudt, ale moze za to prave Zem...
Prikladam este vygenerované obréazky, ako by vyzeral Mesiac, keby bol lam-
bertovsky v porovnani so skuto¢nostou.
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FX H5 - ELEKTRICKA
V. 0/ & &/ Gk

Ak vonku prsi, schodiky na ndstup do elektricky siu Spinavé od blata. Ked
sa véak otvdraji a zatvdraji dvere, cast tychto schodikov pri svojom pohybe
poumyvagi kefami pripevnengmi na ich spodku. Vypocitajte tvar a plochu
tychto poumgjvangch casti.?80 Viimnite si tieZ horné upevnenie druhej do-
sky dveri. 'V novsich modeloch elektriciek tu nie je fizovany jej horny roh
v rovine zatvorenych dveri, ale bod na upevnenom vystupku, pomerne daleko
od samotnyjch dveri. C’uduj sa svete, vodiaca lista pre tento vystupok je tieZ
rovnd. Aki polohu (vzhladom na druhd dosku dveri) moze mat vystupok vo
vodiacej liste, aby tdato mohla mat tvar usecky?

Zdroj: Ulohu vymyslel Kubus

2 VzorAk KuBus &

Tvar plochy

Vsimajme si iba jedno kridlo dveri, ktoré nech mé pre jednoduchost cel-
kovi dizku 1. Jednotlivé dosky buda mat teda $irku 1/2. Vynechavajic zvisly
rozmer dveri, umiestnime ich pevny bod (otacavi ty¢) A do pociatku strad-
nicového systému a nechajme opa¢ny koniec dveri C' pohybovat sa po osi x.
Dvere budu zatvorené, ked sa tento koniec bude nachadzat v bode [0,1] a
otvorené, ked sa bude nachadzat v [0, 0]. KIb spojenia dosiek dveri ozna¢me
B.

B

A C X

Bod B sa zrejme bude pohybovat po StvrtkruZnici s polomerom 1/2 a
stredom v A. Pogas jeho pobytu v hornej polovici §tvrtkruznice?®! bude uhol

280Pri riesni uvazujte napriklad elektricky Tatra T3, kde sa jedno kridlo dveri sklada
z dvoch rovnakych zvislych obdlznikovych dosiek navzajom spojenych kibom na zvislej
hrane. Volna hrana jednej z nich je upevnena na zvislej otacavej ty¢i, hrana druhej ma
pohyb obmedzeny v rovine prechadzajucej touto tycou.

281 Osminokruznica?
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zvierany dvoma doskami dveri (ZABC') ostry, preto druhéa doska dveri (BC)
nebude zasahovat von z tohto kruhového vyseku. Tato osminka kruznice
bude teda hranicou poumyvanej Casti.

/
yk

.
-

X

Dalej bude hrat alohu aj druha doska. Jednym zo sposobov ako najst
oblast, kam v8ade bude po¢as svojho pohybu zasahovat, je ndjst najvyssi
bod (s najvacSou suradnicou y) na zvislej priamke (pre konstantné z), kam
sa kedy nejaky jej kisok dostane. Oznac¢me si uhol ZCAB = «. Zrejme aj
ZACB = a.

y y =sina —x tga

d

Y X

X

\/

Po chvilke Eumenia na obrazok vidime, %e priamka BC ma rovnicu2®?
b
y=sina —xtga

Extrémne hodnoty y pre fixované x a rézne uhly a ndjdeme derivovanim
podla a:

dy x
—~ =coso — 5 =0
da cos? o

z = cos® «

282D7ka palicky je 1/2. Hned vidime, %e na obrazku je a = sin . Pri posune o = dolava
sa y zmensi o ztga.
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Dosadenim naspét do rovnice priamky dostavame y = sin® .. Tieto body
buda teda tvorit hornt hranicu poumyvanej ¢asti schodov, samozrejme, iba
pre uhly « € (0,7/4). ,Dolna“ hranica je zrejme os x a lava hranica je os
y. Patrilo by sa eSte zapisat najdend krivku hornej hranice neparametricky.
Niekto by mohol napisat « = arccos /z, takze y = sin® arccos x. Toto je
dost gkaredy tvar, o nieco prijemnejsie sa nam bude podcitat, ak si vSimneme,
ze

cos2a+sin2a:x2/3+y2/3 =1
teda
y = (1 _ $2/3)3/2

Tato krivka sa vola astroida.

Pred tym, ako sa pustime do pocitania obsahu poumyvanej plochy, ukazme
si eSte jeden spdsob na néajdenie jej hrani¢nej krivky. Len pre sprehladnenie
situécie si oznacme priesecnik priamky BC' s osou y ako D a vSimnime si, Ze
dlzka C'D bude rovna 1 bez ohl'adu na hodnotu uhla a. Usetka C'D sa bude
spravat ako tuhé palicka o dlzke 1, ktorej konce maji pohyb obmedzeny na
osi z a y. UkdZzeme, Ze plocha, ktort ,poumyva“ usetka C'D, bude prave
plnéa astroida.

A

E; E'
(blizko vedl'a seba)

\J

— cC
X

Uvazujme nejaky bod E na hranici poumyvanej plochy. Urcite lezi na
nejakej usecke C'D (pre konkrétny uhol o). Ak teraz zvacsime « o malicky
kisok, tsecka C'D sa jemne pohne (na C'D’) a znova bude nejaky jej bod E
lezat na hranici poumyvanej plochy. Tento bod nebude d'aleko od bodu F,
no a priese¢nik CD a C’D’ bude pribliZzne niekde medzi E a E’. Ak budeme
takto po velmi malych kuskoch postvat tisecku C'D, budid sa priesecéniky
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jej susednych poloh pohybovat velmi blizko hrani¢nych bodov. Ak budeme
napokon zmengovat posunutia tse¢ky C'D do nuly, mnozina prieseénikov jej
susednych poldh splynie s hranicou poumyvanej ¢asti. Zuvackovo povedané,
ale tvrdo pravdivé.

Po takejto tivahe uZz hraniéni krivku najdeme jednoducho. Majme si-
tuaciu taka, ze C = [X,0] a D = [0,Y], zrejme X = cosa a ¥ = sina.
Zvacsime uhol o 0 malé doy, ¢im sa X zviacsi?®3 0 dX a Y o dY. Ak si eSte
oznatime ¢ = |[EC| a d = |ED| (kde E je teraz uz prieseénik CD a C'D’),
potom z obrazku vidime, Ze plati

cda = —dX sina

dda = dY cosa
resp.
c dX sina % sina sin?a Y2
d dY cosa % cosae cos2a X2

Kedze viak X2 +Y2 =1=c+d, dostavame ¢ = Y? a d = X2 Aksi
oznadime stradnice bodu F ako [z, y], z podobnosti trojuholnikov dostavame,
ze E lezi na astroide.

= r= X3 =cos®a

= y=Y3=sin’a

N | '
—lo

Obsah plochy

Vidime, Zze poumyvané plocha rozdelena priamkou x = y sa sklada z os-
miny kruhu s polomerom 1/2 a osminy plnej astroidy. Z tabuliek méame
obsah astroidy %’T, takze celkova poumyvana plocha je %% + %%’T = 2—2, ak
sa drzime toho, Ze jedno zatvorené kridlo dveri mé jednotkovia dizku. Pre
celé dvere to bude dvojnasobok.

Ako v8ak zratame obsah astroidy bez tabuliek? V jednom kvadrante (t.j.

§tvrtina obsahu) to je napriklad

1 1
S = / (1— 223324z = / sin® arccos ¥/z dz,
0 0

ale tieto integraly si orieskom pre nejaky mazany softvér?84 a nie pre nas,

smrtelnikov. Pozrime sa ale na druhy postup pri poc¢itani tvaru poumyvanej

283V gkuto¢nosti sa zmensi, pretoze dX je zaporné.
284alebo http://integrals.wolfram.com

256



FX H5 FElektricka

¢asti. Ak budeme pri postuvani tsecky DFE so zva¢Sujacim sa uhlom o« vy-
farbovat trojuholni¢ky medzi bodmi C' a E (ACEC"), postupne vyfarbime
celd $tvrtinu astroidy. Tento trojuholnicek aproximujeme rovnoramennym,
s uhlom pri vrchole E o velkosti do a dvoma stranami s dlzkou c. Jeho obsah
bude potom

1 1 1
ds = 502 da = §Y4 da = isin‘lada

Obsah stvrtiny astroidy potom méZeme vypocitat:

/2 1 /2
S:/ dS:f/ sin? o do
0 2 Jo

Tento integral nevyzera nijako prijemne, ale existuje hned niekolko spo-
sobov, ako si s nim rychlo poradit. My si ukdZeme dva z nich. Najprv budeme
pouzivat vztahy pre sinus a kosinus polovi¢ného uhla:

. 9 1 — cos2« 9 1 + cos2«
sin“ a = — resp. cos“ o = —

Pomocou tychto vztahov moézeme prepisat:

4 (10052@)2
sin“a = _
2
1 2
= 1(1—2(:05204—1—(:05 2a)
1 1 4
= 4(1—2cos2a+ JFC;SO[)
1
= 3 (3 — 4cos2a + cosda)

To je pekné. Teraz sa nadm bude primitivna funkcia hladat omnoho jed-
noduchsie. Uzasné v8ak je, Ze ju nemusime hladat vobec, pretoZe zo symetrie

hned vieme, Ze fow/z cos 2acda = foﬂ/z cosdada = 0. Preto moéZeme napisat.

1 7\'/2 1 77/2 1
S:f/ sin4ada:7/ §da:f%ﬁ:gf7r
0 2 Jo 28 2 32

Ina sikovna cesta je metoda iper partes. Pripometime, Ze podla nej

b b
/ u'vda = [uv)? —/ uwv’ da.
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Nech S nadalej oznacuje hladany obsah §tvrtiny astroidy. Nech v nagej rov-
nici je / = sina a v = sin® a. Tak dostavame:

1 -3 7!‘/2 1 7T/2 2 .2
Szi[—cosozsm O‘]o —&—5 3 cos® asin® ada
0

3 71'/2
=0+ 5/ cos? a1 — cos® a) da
0

3 7\'/2
25/ cos? ada — 38
0

—13/Tr/2cos2ada—37r—37r
42 ), 84 32

Obohateni o dva zaujimavé vypoc¢ty ziskaného urcitého integralu sa po-
smeleni pustime do dalSej ¢asti alohy.

Vodiaca lista

Zostaneme pri uz zavedenej suradnicovej siistave, musime si eSte nejako
popisat polohu vystupku vzhladom na druht dosku dveri, na ktora je fixo-
vany. Nech a je jeho (orientovana) vzdialenost od tejto dosky a b nech je
rovnobezna vzdialenost od konca dveri C.28°

A

o

A C

\J

Teraz si mozeme napisat [z, y] siradnicu dveri v zavislosti od ich otvore-
nia (uhla «):

Tr = Cosx — bcosa+asina

y =bsina + acos

My hladame taka polohu vystupku vzhladom na druhid dosku dverd (t.j.
hodnoty a a b), pre ktort sa s meniacim uhlom « bude vystupok pohybovat

285Pri gatvorenych dverach a splyva so stradnicou y a b= 1 — .
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po priamke. To znamené, Ze sklon krivky pohybu vystupku g—; musi byt
konstantny. Tento sklon vieme vypocitat napriklad ako

dx (% —sina + bsina + a cos a
dy % bcosa — asin o

Aby sa sklon nemenil s meniacim sa uhlom «, musi platit
d
(%) _
da
I
0

B d [/ —sina+bsina + acosa
- da

(—cosa+bcosa —asina)(bcosa — asin a)

bcosa — asina

0 =
(bcosa — asina)?

(—sina + bsina + acosa)(bsina + a cos a)
2

(bcosa — asin @)

0= —cosa(bcosa — asina) + (bcos o — asin a)?

— sina(bsina + acos «) + (bsin o 4 a cos )?

0=0b%cos® a+ b?sin? o + a? cos® a + a® sin? «
—beos?a — bsin? a
0=a’+b>—b

(1/2)* =a® + (b* — 1/2)°

Inymi slovami, vystupok fixovany k druhej doske dveri musi lezat na
kruznici so stredom v klbe B a polomerom 1/2 (¢o je dizka jednej dosky).
V takom pripade sa bude pri otvarani dveri pohybovat po priamke a vodiaca
lista moZe byt rovna.

Nad8enci si mozu spocitat jeho drahu v pripade, Ze na spominanej kruz-
nici nelezi.:-)
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FX H6 — SKUMAVKA
). &7 &/ &/ dike

Evka sa na bioldgii rada hrd so skiumavkami, minule napriklad do ski-
mavky tvaru valca s polomerom 1cm naliala vodu a pozorovala, aky tvar
bude mat jej povrch. Ndjdite kontaktny uhol medzi povrchom vody a sklom,
tieZ najdite celkové previysenie hladiny vody na kraji a v strede skimavky,
a nakreslite tvar jej povrchu. Povrchovd energia rozhrania voda-vzduch je
70 mJ.m ™2, energia rozhrania voda-sklo 40 mJ.m~2 a energia rozhrania sklo-
vzduch 100mJ.m~2. Ciselné vysledky uplne stacia.

Zdroj: Ulohu vymyslel Tomas

X VZoRAK ToMAS &

Aby som citoval pana vSeobecne uznavaného fyzika Filipa K.: ,, Nakodim
si to v pascale“. Ziskat analytické rieSenie v tomto pripade totiZ nie je jed-
noduché. Najprv si tlohu trocha sformalizujeme. Ze situacia bude stredovo
symetrickd je nad Slnko jasnejsie. Nech teda f(r) vyjadruje vysku vody vo
vzdialenosti r od stredu, pricom nulu kladieme na droven vody, ktora by
v skimavke bola nebyt vypuklosti, ¢ skor vpuklosti vody. Tento stav (rovna
voda) budeme povazovat za referen¢ny aj pri ratani energii. Kazdy hned
vidi, Ze v porovnani s tymto stavom ma stistava energiu:

R
AE =27 Rf(R)(00s — 0sa) + /0 2mrf (r)@pg dr

R
+/ 2rr/1 + f/(r)20, dr,
0

kde o, je povrchova energia rozhrania medzi = a y (v-voda, s-sklo, a-air),
R je polomer skimavky a p hustota vody.

Tento vrcholne nepedagogicky krok (greny vzorec nam len tak padol
z neba) skusim trochu zjemnit miernym dovysvetlenim jednotlivych ¢lenov.
Prvy ¢len vyjadruje zmenu energie vnitorného povrchu skiamavky (pri zdvi-
hnuti vody sa ¢ast vzduchu ,,nahradi“ vodou). Druhy ¢len predstavuje zmenu
potencialnej energie ktora dostaneme ako integral cez velmi uzucké medzi-
val€ia (polomer takéhoto medzivalcia je r, Sirka dr vyska f(r) a jeho tazisko
sa nachadza v polovici jeho vysky, ¢ize f(r)/2. Posledny ¢€len rata povrchovia
energiu voda-vzduch, idea rozsekani na medzivalCia je stéle ziva, akurat sa
lepsie pozrieme na ich horntt podstavu, ktora nie je rovna ale Sikma. Tan-
gens naSikmenia 0 je akurat derivacia funkcie f a trocha goniometrie nam

260



FX H6 Skimavka

umoziiuje zratat kosinus tohto uhla. Skuto¢ny povrch hornej ,,podstavy* me-
dzival¢ia bude potom 277 vynasobené r/ cos . Na zaver podotknime, Ze aby
AF bola skuto¢ne rozdielom energii oproti referenénému stavu, mali by sme
eSte od nej odéitat energiu voda-vzduch v referenénom stave. Toto je v8ak
konstanta a teda na minimalizaciu AE (za chvilu sa k tomu dostaneme)
nema zmysel.

Nagou tlohou je teda najst také f, pre ktoré vyjde AE minimalne. Na
toto existuje paradna vec, ktora sa vola tuSim variaény pocet a na fyzike
na matfyze vas ju nau¢i v druhom roc¢niku Fecko. Na FKS na seminari pre
drshdkov vas ju mozno naudi aj Kulich. Problém s touto metédou je ten, ze
sa jedna vlastne o problémy dva. Menovite

e Prvy problém: Vigsina z vas nema absolvovaného Fecka.

e Druhy problém: Nam nesta¢i hocijakd funcia, hfaddme taka funkciu
f, ktora splia

R
/ 2nrf(r)dr = 0.
0

Tymto chcel basnik (akoZe ja) povedat, Ze voda v skimavke sa nekoti
a jej mnozstvo je rovnaké ako v referené¢nom pripade.

Preto nastupuje na rad numerika. Aby sme nasli aspon priblizné ¢iselné
rieSenie, interval [0, R] rozsekdme na hrozne prtavé kusky o velkosti dr a
v nich si budeme pamétat hodnoty funkcie f. Integrovanie nahradime suma-
ciou a derivaciu rozdielom dvoch susednych hodnét predelenym dr. K danej
f uZ teda polahky vieme najst hodnotu AFE! Ako v8ak najst funkciu s mi-
nimélnou AE?

Prvoplanovym a pre tento problém pouzitelnym rieSenim je zobrat ne-
jaka, hociaka f, a skdSat na nu aplikovat drobné zmeny. Ak sa AFE znizi,
zmenu zapamétame, ak nie, zrusime ju. Takto skuSame postupne vSetky
zmeny. V okamihu, ked uz Ziadna zmena nevedie k zmenseniu AF, prehla-
sime, Ze sme nasli optimum. A ¢oZe si to presne tie nase zmeny? Prvoplanové
(z1é) riesenie je zobrat f(r) a zmenit jeho hodnotu o Ah, ¢o bude nejaka nami
zvolend malé konStanta. Toto je vSak cesta do pekla — naSe zmeny ndm me-
nia objem vody v skumavke. Preto to spravime inak. Okrem toho, Zze f(r)
zvadsime (zmensime) o Ah, zmensime (zvacsime) vietky hodnoty funkcie f
o presne takt hodnotu AW, ze Ahn((r + dr)? — r?) = AW'wR?. Takymto
trikom iba ,,prelejeme“ vodu z jedného miesta v skimavke na iné. A je to.
KolkoZze to touto skvelou metodou vyslo? Kedze som prilis lenivy to kodit,
zacitujem panov v.u.f. Kubinu a Mazaca: rozdiel vySok 2.8 mm, kontaktny
uhol 59°.286

286Zamyslite sa nad tym, ako tento kontaktny uhol priamo vypoé&itat. Konkrétne si skiste
si rozmysliet, aké sily pésobia na molekulu vody priamo na trojrozhrani voda-sklo-vzduch.
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Aby som vynahradil svoju lenivost problém vlastnoru¢ne naprogramovat,
prikladam na zaver asponi zopar filozofickych otazok, nad ktorymi je dobré sa
zamysliet: Ako zvolit Ah, aby sme dostali ¢o najlepsi vysledok za ¢o najkratsi
¢as? Ako by mohla vyzerat optimalna Ah ako funkcia konfiguracie (tj. ¢asu,
vysky vody, zlepSenia za poslednu iteraciu, ...)? Su veliiny ako os4, Ops
priamo zistitelné nejakym meranim? Co je pre vysledok naozaj dolezité?

V tomto konkrétnom priklade sme mali trochu $tastia — podarilo sa nam
navrhnuat takia sadu drobnych zmien, ktoré zachovéavali nasu vézbu, t.j. mnoz-
stvo vody v skimavke. Viete si predstavit systém, kde by navrhnit takéto
zmeny nebolo jednoduché? Ako by ste postupovali potom?
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Sien [slavy]

Zoznam riesitelov, ktory v prislusnom roc¢niku dosiahli asponi v jednej
tlohe aspoii poloviény pocet bodov.

Roénik 2005/2006
10 uloh
A3 A5 A7 B3 D3
E5 E8 G1 H2 H5

1. Tomas Bzdusek, G Pierra de Coubertina, Piestany
(9 — A3 A5 B3 D3 E5 E8 G1 H2 H5)

2. Marcela Hrda, G Jura Hronca, Bratislava
(5 — A5 A7 D3 E5 G1)

3. Peter Peresini, G Jozefa Gregora Tajovského, Banska Bystrica
(4 — A5 B3 H2 G1)

4. Jakub Imriska, G Jura Hronca, Bratislava

(1-B3)

Ro¢nik 2006,/2007
9 1uloh
(nie je v zbierke, ilohy viak moéZete ndjst na www. fks. sk/fz/fz2.php)

1. Tomas Bzdusek, G Pierra de Coubertina, Piestany, (6)

2. Filip Kubina, G Pavla Orszagha Hviezdoslava, Dolny Kubin (3)



10.

Roc¢nik 2007/2008
18 dloh
Al A2 B2 B4 C2 C3
C4 C5 C6 D4 E1 E2
E4 E6 G2 H1 H3 H6

. Filip Kubina, G Pavla Orszagha Hviezdoslava, Dolny Kubin

(14 — A1 A2 B2 B4 C2 C3 C4 C5 D4 E1 E2 E4 G2 H6)
Jan Hermann, G Cesky Krumlov

(11 - A2 B4 C2 C3 D4 E1 E2 E4 E6 H1 H3)

Peter Vanya, G Jura Hronca, Bratislava

(6 —C2 C3 D4 E1 E4 E6)

Lukas Koneény, G Pierra de Coubertina, Piestany
(4 - A1 C2 E2 H1)

Michal Spisiak, G Grosslingova 18, Bratislava

(4 - A1 B2 C3 E1)

Dalimil Mazaé¢, G Jana Keplera, Praha

(3 - C6 E6 H6)

Maria Kieferova, G Sv. Frantiska z Assissi, Zilina

(3 - C3 D4 E2)

. Samuel Hapak, G Sv. Grosslingova 18, Bratislava

(2 — B2 H3)

Lucia Simanova, G Sv. Grosslingova 18, Bratislava
(1-41)

David Vendel, G Postova, Kosice

(1- A1)



Roc¢nik 2008,/2009
15 tloh
A4 A6 A8 B1 C1
D1 D2 E3 E7 E9
F1 F2 G3 G4 H4

. Eugen Hruska, G Hlohovec

(12 - A4 A8 B1 D1 D2 E3 E7 E9 F2 G3 G4 H4)

. Maria Kieferova, G Sv. Frantiska z Assissi, Zilina
(7 - A6 B1 D1 E3 E9 F2 G3)
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