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Vzorové riesenia 1. kola letnej ¢asti 2009/2010

1.1 Mapa (opravoval Marcel)

Poriadne si prezrite priloZzeny kus mapy a nakreslite vyskovy profil znackovanej trasy A-B. To znamena, zostrojte
graf, ktory bude mat na x-vej osi vzdialenost prejdend po znacke a na y-vej osi nadmorskid vysku. Pre lepSie
pochopenie zadania si pozrite vyskovy profil vychodnej Casti Nizkych Tatier na druhom obrazku.

Vzorové rieSenie bolo jednoduché i ked trochu pracne. MoZzno ste uz poculi o tom ako sa najp-
resnejSie meraju vzdialenosti na mape. Nie? Tak takto: zoberme si nitku a polozme ju na mapu
na trasu cesty (napriklad sa d& tak, Ze mapu polozime na polystyrén a napichdme Spendliky tam,
kde sa cesty ohybaju — ¢im viac Spendlikov, tym presnejsie a medzi ne dame nitku tak, aby ju
drzali na trati) a vystrieme ju. Jej odmeranim dostaneme dlzku (obr. 5). Uz len zistit vysku. Ked
mame eSte nitku na mape tak dvoma fixami oznac¢ime vrstevnice ktoré prechadzaju cez nitku
(cestu) — jednou farbou tie, cez ktoré sme §li dolu a druhou tie, ¢o sme isli hore. Odmeriame,
akt vzdialenost od zaciatku nitky st tieto znacky a dostaneme tabulku, z ktorej spravit graf je
mechanické robota. VSetko eSte musime prenésobit mierkou mapy, s ktorou robime. Uvedomte si,
ze z mapy sa daju vycitat len vyskové body (obr. 2) — ¢ize ako traf stipala a klesala medzi nimi
nevieme — vieme iba, Ze sa pohybovala v rozmedzi rozdielu medzi dvoma vrstevnicami. M6zeme
vSak uvazovat, Ze to bolo priblizne rovnomerné. Z toho moZzeme spravit trat cesty napriklad ako
na obr. 3. Vsetky tidaje na grafoch s v metroch.

Seminar podporuji:




FK’S/ Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

Obr. 1: Postup
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Obr. 2: Vyskové body
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Obr. 3: Vyska

1.2 Panoptikum domace (opravoval Samo)

Vezmite dve rovinné zrkadld a dajte ich kolmo na seba do tvaru pismena L. Co uvidite, ked sa pozriete do
miesta kde sa obe noZi¢ky spajaji? Kolko obrazov vidite, kde st asi umiestnené a ako st popreklapané?
Vysvetlite, preco je to tak.

Skor, nez za¢neme riesit tlohu zo zadania, preskiimame ako funguje zobrazovanie jednym rovinnym
zrkadlom.

Uvazujme zrkadlo a pred nim stojaci bod A, ako na obr. 4. Luce svetla vychadzajice z bodu
sa odrazaju od zrkadla a dopadaji do nasho oka. Vsimnime si, ze 1ice vyzeraju uplne rovnako,
ako keby vychédzali z bodu A’. Toto je velmi dolezité pozorovanie, znamend to totiz, Ze nase oko
nie je schopné rozoznat, ¢i vidi odraz v zrkadle alebo skutoc¢ne existujici bod A’ za zrkadlom.
Hovorime, Ze bod A sa zrkadlom zobrazuje do bodu A’. Pre rovinné zrkadlo plati, Ze A’ je osovo
sumerny podla zrkadla s A, dokaz prenechdme nadSenému citatelovi.

A v A

*Z-po---

Obr. 4: Jedno zrkadlo

Vyzbrojeni potrebnymi znalostami mozeme prejst k rieseniu povodného problému zo zadania.
Stojime v bode A (pre jednoduchost znédzorneny ako $ipka) a pozerame sa do miesta, kde sa zrkadla
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spajaju. Po zobrazeni prvym zrkadlom bude nis obraz v bode A’, osovo simernym s bodom A.
Néaslednym zobrazenim druhym zrkadlom dostaneme bod A”. V§imnime si, ze A” vznikol zloZenim
dvoch osovych stmernosti podla osi, ktoré zvieraju uhol 90 °. Matematika ndm hovori, Ze zloZenie
dvoch osovych stmernosti je to isté, ako otocenie o dvojnasobok uhla, ktory osi zvieraju. To
znamena, ze uvidime jav nevidany, uvidime sa bez toho, aby sme mali prevratena lavi a pravi
stranu v zrkadle. Dalsim zobrazenim este vieme dostat bod A", ktory je osovo stimerny s bodom
A podla druhého zrkadla a to je uz aj vSetko, ¢o zobrazovanim vieme dostat. Ak totiz skisime
Tubovolny z bodov zobrazif niektorym zrkadlom, zobrazi sa na uz existujici bod. Dostdvame teda
Styri obrazy, dva prevratené, dva nie.

A A

1] L

1.

All Al"

Obr. 5: Odrazy v panoptiku

1.3 Pumpa obycajna (opravovala Halucinka)

Na obrazku vidite naértok Pumpy obyc&ajnej (Pumpus vulgaris). Obrazok vSak nie je kompletny — dokreslite
don, ¢o treba tak, aby pumpa dobre fungovala a struéne vysvetlite, preco to funguje.

Ako taka pumpa funguje? Prvé ¢o by ¢lovek dokreslil namiesto otaznika je jednoduchy piest.
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Obr. 6: Pumpa

Ked zatla¢ime ramenom pumpy, piest sa posunie vysSie a ked pritiahneme rameno, tak sa
piest posunie nizsie. Problémom vsak je, Ze pritom sa celd pumpa a aj voda vratila do pévodného
stavu. Teda takymto piestom sme si nepomohli. Teraz si predstavme Speci ¢arovny piest, ktory
by pri jeho ceste dole prepustal cez seba vodu, ale keby putoval hore, tak by vodu neprepustal.
Porozmyslajme, Ze to by riesilo vSetky nase problémy. Keby sme zatlacili na rameno pumpy, tak
by piest isiel hore, teda by vodu pumpoval vyssie a vysSie a keby sme pritiahli rameno spét, tak by
ten piest klesol, ale hladina vody by ostala rovnaka (pretoZe by prepustal cez seba vSetku vodu).
A toto by sa opakovalo, az kym by sa voda v pumpe nedostala tak vysoko, aby zacala vytekat.
Lenze kde ziskaf taky ¢arovny piest? Nebude sice vyzerat tak praobycajne, ale vieme si nieco také
vyrobit. Cary mary, zabie ocka ¢vik, ukaz sa, ¢arovny piestik:

4 4

= N/

Obr. 7: Stav pri zatlacenom ramene pumpy Obr. 8: Stav pri pritiahnutom ramene pumpy

Namiesto otaznika sme teraz vsunuli $peci dve klapky. Klapka funguje tak, ze jednym smerom
ked na mu tla¢i voda, tak sa otvori, ale ked na 1u tla¢i voda z druhej strany, tak sa ani za nic¢
neotvori. Jedna klapka je v pieste a druhé dole. Ciarkovana ¢iara na obrazku znamen4, Ze tade
prejde voda, len piest musi byt nejako uchyteny. Co sa teraz deje pri stla¢eni ramena pumpy?
Nas piest s klapkou sa postva hore, teda vrch piestu narédza na vodu a teda tato voda tla¢i na
klapku, aby sa neotvorila. Preto piest vSetku vodu nad nim vystva vyssie a vyssie. A ¢o sa deje

) otazky@fks.sk



FKﬁ Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

pod piestom? Stupajuci piest vytvara podtlak a nasa dolné klapka sa tym padom otvori a vpusta
do rary pumpy dal$iu vodu. Akondhle sa tato voda bude chcief pohnuf naspit dole pod zem,
tak bude tlac¢if na nasu dolna klapku, ktora ju nepusti spif. Teda voda, ktord uz presla dolnou
klapkou hore sa uz naspit nevréati.

Ako to vyzera, ked potiahneme rameno pumpy? Piest s klapkou zacne klesat, tlac¢i vodu pred
sebou, ktora tlaci na spodnu klapku. Spodna klapka sa zaklapne a ni¢ nepusti nizsie. Teda teraz
voda spétne tlaci na nas piest s klapkou zdola. Teda klapka sa pod tymto tlakom otvori a nad
piestom sa ocitne viac vody. Nésledne zase potla¢ime na rameno pumpy a piest sa zacne dvihat,
¢ize voda, ktord sa dostala nad piest, zacne tlacit na stipajuci piest a zaklapne vrchnu klapku.
To znamena, ze tato voda uz ostane nad vrchnou klapkou, az kym sa nevypumpuje.

Cely systém teda funguje tak, Ze ked zatlac¢ime na rameno pumpy, tak sa nadm hladina vody
zdvihne (vdaka priechodnej spodnej klapke a nepriechodnej vrchnej klapke) a ked pritiahneme,
tak piest vratime do dolnej polohy, ale hladina vody ndm ostane, kde bola (vdaka nepriechodnej
spodnej klapke a priechodnej vrchnej klapke). Toto pumpovanie opakujeme, az kym voda nestipne
dostato¢ne vysoko na to, aby mohla vytekat otvorom, ktorym chceme.

Vase riesenia boli vSelijaké. Za rieSenia podobné tomu na prvom obrazku vo vzordku (jediny
piest) som davala malo bodikov (okolo 3). Potom boli také rieSenia, ktoré pocitali s nestlacitel-
nostou vzduchu alebo s tym, Ze voda sa nejakym smerom pohne len preto, Ze to chcete — sklamem
vas, ani jedno nefunguje. Ale v principe som sa potesila, kolko roznorodych rieSeni som dostala
napriek tomu, Ze sa plus-minus spréavne rieSenie dalo vygooglif do mintuty (ale googlenie je tiez
pouc¢né, lebo nie vsetko, ¢o je na nete, je spravne). A ste zlati a vela vody vam prajem.

1.4 Explézia (opravoval Kubo Jursa, vzorak Poli)

Vezmite také to Sidaté plastové vajicko, ktoré dostanete ked vyrabujete Kinder vajce. Ked ho naplnite malym
mnozstvom sédy bikarbdny a octu a vajicko rychlo uzavriete, za¢ne prebiehat barlivd chemickd reakcia, ktord
v kone¢nom désledku spdsobi maly ,vybuch* vaji¢ka. Poklste sa ¢o najpresnejSie zistit, aky velky tlak dokaze
popisana chemickd reakcia vyrobit (nebyt toho, Ze vajitko pomerne lahko rozdrapi). Presné mnozstvo sédy
bikarbdny aj octu, pre ktoré meranie zrealizujete, si mdzete zvolit sami.

Ako sa tak ¢lovek pozrie po vSakovakych komunikacnych kanédloch experimenty velmi neletia.
Tento je ale velmi zaujimavy, doslova explozivny. Pozrime sa, ¢o po nas zadanie mohlo chciet.
Maéame nejako uréit aky tlak je vnitri nasho vajicka po reakcii.

1. Mozeme dat do vajicka tlakovi sondu a zmerat tlak. Tento sposob naréza na jednochuchy
problém. Priemerny riesitel (ba dokonca ani veduci) takato sondu nevlastni.

2. Mdzeme zmerat objem plynu uvolneny pri reakcii (napriklad balénom). Potom nasadime
nejaké rovnice pre deje s (idedlnym) plynom a mame vysledok.

3. MoZeme sa nejako snazit zistit z pohybu vajicka, aké namn posobili sily a z toho urcit aky
v nom bol tlak. Tento spdsob naréza na viacero problémov, napriklad fazko je presvedcit
vajicko, aby sa neroztrhlo skor, ako dobehne celd chemicka reakcia (ako po nas chce zadanie).
Navyse, spravit samotnt teoreticki predpoved, teda odpovedat na otazku: ,,ako vysoko vyleti
vajco, ak vnutri je tlak 10 MPa“, je velmi tazké.

4. Na zaver je tu drsnd chemicka ratacka. Tento spdsob v sebe skryva jeden zadrhel, ktory
uspesne neprekonal nikto z vas, o tom vsak bude re¢ neskor.
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Postup, ktory sa mne javi najviac ako bezproblémovy, je ten druhy. Povedzme si este par slov
o tom, ako to odmerat a preco je tento sposob dobry. Zoberieme si napriklad balén alebo ini
pruznt nadobu. Do nej vhodime nas ocot a sédu. Reakcia reaguje, balén sa plni. Ak nam vadi to,
ze balén je pruzny (teda plyn bude pod vyssim tlakom), pouzijeme volnejsi balén, alebo spravime
fintu s dvoma nadobami.!

Pri merani si vSimneme esSte jednu dolezita vec: teplota plynu sa prakticky nezmenila. Toto
bude dolezité o chvilu a toto je aj ddovod, preco nikto, kto tlohu ¢isto ,,vyratal*, nedostal plny pocet
bodov. Skutoc¢ne, ¢o ak sa reakciou vzniknuty plyn strasne schladi? Jeho tlak potom bude vyrazne
mensi, ako keby sa ohrial! Na zéklade vypoctu je velmi tfazké usudit ¢osi o teplote vysledného
plynu.

Pozname tiez objem vajicka (hned po tom ako ho odmeriame). Teraz nam uz sta¢i pouzit
stavovil rovnicu pre idedlny plyn. Nas dej mozeme povazovat za izotermicky, vid diskusia vysSie.

poVo = p1Vipr = Po, (1)

Vsimnime si, Ze sme v tomto rieSeni nepouzili ziadnu chemick(i vedomost a merali sme dva
objemy. Co uz moze byt jednoduchsie?

Tak, ako sme popisali vo vzordku, sme experiment aj realizovali (akvarid neméame, takZe iba
s balénom). Zobrali sme 1 lyzicku octu a 1 ¢ajovu lyzicku sédy bikarbény. N&s balén sa naftikol na
objem 0,61. Objem vajicka z vasSich merani je 45 ml. Po dosadeni do stavovej rovnice dostavame

tlak 600
PR paE ~ 13,3 bar =~ 1,33 MPa

Poznamka: bar — 1 atmosféra je starsia jednotka tlaku, je pomerne neprakticka, pretoze jej hod-
nota v pascaloch je 101 325 Pa, ale je nazorna na predstavu, aky velky tlak niekde je. Experiment
mame skonceny a mozeme riesit ostatné tlohy FKS.

Povedzme si par slovami, ako zistime, Ze mame experiment zle. Vajicko sa roztrhne. Roztrhne
sa preto, Ze je v nom tlak. Ale aj okolo vajicka je tlak (zrejme atmosfericky). Ak je vas vysledok
15 Pa; 52,74 Pa; 191,825 MPa a atmosfericky tlak je 100 kPa, tak asi nieco nie je v poriadku. Tlak
vo vajicku musi byt urcite vyssi ako atmosfericky, ale zase nemal by byt ani 2 000-krat vyssi. Preto
je dobré si pred experimentom vzdy odhadnat, aky priblizne bude vysledok a ak ndm ani radovo
nesedi s meranim, hladajme chybu.

1.5 Perpetum nemobilné (opravoval JAno)

Ked bol Boris este maly, nechybal mu dobry imysel. Vymyslal preto rézne konstrukcie, ktorymi chcel poméct
ludom k svetlym zajtrajskom. Na obrazku vidite jeden z jeho pokusov o Perpetum mobile. Jeho myslienka
je prostd — ked sa sklend rarka aj s celou bulvovitou rozSireninou naplni vodou (napriklad metédou ordlneho
nacucnutia), tiaz vody v bulve mnohondsobne prevysi tiaz vody v rirke. Preto voda zaéne z bulvy vytekat,
otacat kolesom a znova sa nacucdvat do rirky. Kde je v jeho démyselnej konstrukcii chyba?

Ako uz bolo spomenuté v zadani, kli¢ovi rolu bude hrat v tomto predstaveni voda a jej tiaz.
Ako posobi tiaz na vodu? Tak, Ze voda ,sa tla¢i“ (padd) nadol, kym jej v tom ni¢ nebrani. Ak

Izoberieme velké a mensie akvarium, vicsie naplnime vodou, mensie dofi umiestnime hore nohami. Do mensieho
teraz moézme vypustif nas plyn.
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jej v tom nieco (za)brani, voda sa bude tlacit (nadol) na prekdzku a sama na seba. Toto tlacenie
(v statickom pripade) fyzik popisuje ako hydrostaticky tlak. Tento je spésobeny tiazou vodného
stlpca nad danjym miestom a jeho velkost je pgH, pricom tieto tri symboly oznacujt hustotu
kvapaliny (vody), gravitacné zrychlenie a vysku vodného stlpca. Pokial by tato vyska nebola
jednoznaéne uréend?, znamend to spravidla, ze ststava nie je v rovnovdhe (voda m4 tendenciu
kamsi tiect) a pouzitie horeuvedeného vzorca sa stava nemiestne.

Ked tvrdenie o vodnom stipci dovedieme poctivo do konca, zistime mnohé prekvapivé zévery.
Napriklad, Ze je jedno ¢i vodou naplnime pismeno U, V alebo A (bez strednej ¢iarky a s pridanym
,dnom“), tlak pri dne nijako nezéavisi od tvaru nadoby a ani od hmotnosti vody v nej. Alebo, Ze
aj 1dcl vody naliaty v dlhociznej a tizkej zvislo orientovanej rirke moze spdsobit jej roztrhnutie.
A najvicsi joke je, ze je uplne jedno, ¢i zvisla rirka naplnend vodou po urcita vysku bude, alebo
nebude v sebe obsahovat bulvovité rozsirenia — tlak pri jej spodku bude rovnaky.

Z pohladu tlakov prestava byt situacia zahadnou. Tlak spdsobeny vyssim stlpcom (Tava cast
rarky bez bulvy) je vyssi ako tlak pravej ¢asti rirky s bulvou — ak by sme teda vodu nechali ,samu
na seba“ zacala by sa kvoli tymto tlakom liat v presne opacnom smere, nez by Boris ¢akal. Ako
vsak ukazuje okolity svet, je pravdepodobné, ze s presvedc¢ivym reklamnym Sotom je mozné aj
z takto nefunkéného napadu spravit tspesny biznis.

Viacero z vas videlo problém v tom, Ze do rurok budai vnikat bublinky vzduchu, nésledne sa
vodny stlpec roztrhne. .. Toto viak nie je kltG¢ovy problém navrhovaného zariadenia — stacilo by
napriklad otvory, ktorymi voda vyteka, volit dostato¢ne tizke, alebo sofistikovanejsie namontovat
na ne ventily. Problém so zariadenim je vSak principialny, voda (a to ani v najpociatoc¢nejsej faze)
nebude tiect tak, ako sa zadanie snazilo sugestivne tvrdit.

1.6 Marsrobot (opravoval Jakub)

Najnovsi vyrobok preslavenej znacky Matel je novy robot pre prieskum Marsu. M3 tvar pogumovanej gule,
ktora nepresmykuje, kde sa len di. Gulu samotn( by asi sotva predali ako prieskumnika pre Mars, tak don
eSte vmontovali zavazie na tydi, ktoré motoréek umiestneny na horizontdlnej osi robota mdze vychylovat zo
zvylajnej polohy (teda, zo smeru nadol). Robot ma polomer R, zdvazie je od stredu vzdialené r = 0,8R,
celkova hmotnost robota je M, zavaZie vazi m. Robot zrychluje tak, Ze motoréekom vychyli zavaZie do smeru,
kam sa hodla rozbehn(t a pocas rozbehu ho udrzuje vychylené stale rovnako velky uhol od zvislice. Podobne
vie robot ist aj do kopca. Urcte

a) aké najvadsie zrychlenie vie robot na rovine vyvin(t,
b) po akom najprud$om svahu sa vie pohybovat!
Priklad vyriesime pre obe ¢asti (a aj b) jednym Smahom. Uvazujme teda robota idiceho do kopca

s uhlom £ a so zdvazim, ktoré motorcek sustavne vychyluje tak, aby so zvislou osou zvieralo uhol
a.

2Napriklad na dne vodou naplnenej Utrubice s nerovnako dlhymi ramenami, ktoré st naplnené vodou do réznych
vysok mozme nameraf rozne vysky vodného stlpca, podla toho ktory koniec sa uliibi nasmu oku.
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Obr. 9: Obrazok k silam

V prvom rade zanalyzujeme posobiace sily. Na telo robota (= robot bez zavazia) posobi gra-
vitacna sila Fg = (M — m)g, na zavazie pdsobi gravita¢na sila F,,, = mg, na robota posobi dalej
podlozka normélovou silou Fy a trecou Fi. Tym sme vymenovali vsetky sily, ktoré na robota
posobia zvonka. Isteze, cez motorcek pdsobi telo robota na zavazie a aj naopak.

Teraz by sme mohli pouzit Newtonove zakony na to, aby sme vyjadrili pre nis nezname sily
Fx a Fi, to vSak mozeme obist vhodnou volbou vztazného bodu pre pocitanie momentov. Zvolme
si ako vzfazny bod v Iubovolnom okamihu (stojaci) bod dotyku gule s podlozkou. Potom vo
vyjadreni celkového momentu posobiacich sil nebuda figurovat sily Fy a F}, lebo ich rameno je
nulové. Celkovy moment (zvonka) pdsobiacich sil po troske dusevnej ndmahy dostaneme

Mk = —R(M — m)gsin f + mg(rsina — Rsin f3) . (2)

Newtonove zakony nam poskytuji pre kazda jednu ststavu telies rovnicu®

AL = Moy At, (3)

kde AL je zmena momentu hybnosti ststavy (vzhladom na vybrany bod) za ¢as At. Rovnica hore
plati, ak je vzfazny bod, vzhladom na ktory poc¢itame M.y, rovnaky ako pre moment hybnosti L.
Moment hybnosti sustavy* je L = Ipw +m(R —rcos(a — 8))v, kde w je uhlova rychlost ota¢ania
robota a Ip je moment zotrvacnosti tela robota bez zavaZia vzhladom na bod dotyku P,% ktory
pomocou Steinerovej vety mozeme vyjadrit aj ako Ip = I+ (M —m)R?;% ten druhy ¢len je moment
zotrva¢nosti zdvazia. Potom zmena momentu hybnosti AL je Ip Aw + m(R — rcos(o — 8)) Aw.
Ak rovnicu (3) predelime At, tak dostaneme

Ipe+m(R—rcos(a — f))a = Mee , (4)

kde ¢ je uhlové zrychlenie robota.

3Korektne by tato rovnica mala byt zapisana vektorovo.

4R§chlokurz momentu hybnosti sistavy hmotnych bodov indexovanjch cez i: L = ZZ m; Ty Vobv,i, kde m; je
hmotnost i-teho hmotného bodu, r; je jeho vzdialenost od vztazného bodu (dotykovy bod P v nasom pripade) a
Uobv,i je obvodova rychlost i-teho bodu okolo vztazného bodu.

5Pre body tela robota totiz plati Uoby,i = wWr; ateda L =w [ZZ m; r?
vyraz v hranatej zatvorke.

6Kde sme predpokladali, Ze telo robota je rotaéne symetrické a mé teda fazisko v strede S.

}, pricom moment zotrvac¢nosti Ip je prave
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FKﬁ Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

V zadani dalej méame informaéciu, Ze robot na podlozke nepresmykuje. Preto obvodové rychlost
v kazdom okamihu musi byt zhodné s rychlostou stredu. Preto aj zrychlenie musi byt vzdy zhodné
so zrychlenim obvodovej rychlosti. Mozeme teda zapisaf rovnicu

Re = a, (5)
Z rovnic (2) a (4) s vyuzitim (5) dostanem rovnicu

mrsina — RM sin 3 mrsina — RM sin 3

‘= Ip +mR? —mrRcos(a — f) 9= Is + MR? —mrRcos(a — f)

Ry, (6)

odkial mame vysledok ¢asti a) polozenim = 0, a maximalizovanim vyrazu (6). Toto sa d& najst
pomocou derivovania a najdenia staciondrneho bodu, ¢o nebolo cielom zadania.” Za zjednodusuji-
ceho predpokladu, Ze plati M R? + I5 > mr R, mdzeme neprijemny ¢len s kosinusom v menovateli
zanedbat a dostdvame maximum pre o = 90°, konkrétne a ~ mrRg/(MR? + Ig). Cast b) vyrie-
sime, ak budeme hladat /5 také, ze pri & = 90° je a > 0. Najdeme § < arcsin(mr/MR).

Hodnotenie: Cast a) bola za 5 bodov, b) za 4 body. Cast b) bola vo vieobecnosti ispesnejsia.
Snad jediné patologické pripady boli, Ze si ¢lovek nespréavne ,vycucal“ z prsta uhol odklonu o =
= 4 90°, alebo naoko prefikané tvrdenie, ze na naklonenej rovine bude maximalne zrychlenie
robota rovné maximalnemu z Casti a) zmensené o zlozku tiazového zrychlenia smerom nadol,
gsin 3. Ze to tak nie je, vidno z explicitného rieSenia (6). S ¢astou a) boli problémy — mnohi
z vas ignorovali momenty vSemoznych sil, zaznamenal som mnozstvo patavedeckych pristupov,
v podstate na trovni rozmerovej analyzy. Skoro vSetci si zvolili konkrétny moment zotrvacnosti
Is = %(M —m)R? pre telo gule (ini ani nerozligovali M a M —m), ¢o sa sice nestretavalo so zrazkou
bodov, ale nepovazujem to za rozumné. Mimochodom, prazdna homogénna sféra ma I = %M R?,
¢o by sme mohli povazovat za horny odhad Ig, nakolko telo robota bude maf okrem plasta aj
motorcek a ten bude zrejme blizsie pri osi rotacie.

Poznamka 1: Cast b) sa dala velmi jednoducho vyriesit vysetrenim rovnovazneho stavu robota
(aloha, ¢i dokaze netociaci sa robot stat na naklonenej rovine danej uhlom [ je ekvivalentna
s tlohou b), lebo v oboch riesime nakoniec rovnicu pre a = 0). Stacilo poloZif moment sil vzhfadom
na bod P rovny nule a hned vypadlo rieSenie.

Poznamka 2: K momentu hybnosti L prispieva aj motoréek a jeho oto¢né sucasti. Ak uva-
Zujeme, ze vSetky prevody st mechanicky pevne spojené, tak skutocne mézeme pisat L = [g w,
avSak Ig sa vo vieobecnosti nemusi rovnat Standartnému vyrazu Y, m; rZ, lebo niektoré otacavé
stcasti motora moézu rotovat inou uhlovou rychlostou (nejakym jej nasobkom k) a teda do sumy
prispeju nasobené tym k.

Poznamka 3: Preco nedosahuje Marsrobota najvicsie zrychlenie pre o = 90 °7 Ked sa pozrieme
na problém z iného uhla pohladu — konkrétne z pohladu tela robota, ktoré je rozta¢ané momentom,
ktorym nan posobi zavazie na tyc¢i — tak ocakavame, Ze najvicsie zrychlenie dosiahne robot vtedy,
ked bude tento moment maximalny. Maximalny bude vtedy, ked sila posobiaca na zavazie bude

mrRg
/(MR2+Ig)2—(mrR)?

mrR
MR2+1s"

"Presné rieSenie je a = a nastava pre o = arccos
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FKﬁ Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

kolmé na rameno. Na zavazie v tomto pohlade posobi vSak aj zotrvacéna sila a preto je idealny
uhol o 0 malo menej ako 90°, vid obr.

77T ,

Obr. 10: Obrazok k max. zrychleniu, pozn. 3

1.7 Obruce (opravoval Filip)

Mame tri obruce, vSetky vyrobené z rovnakého drotu. Vrchné dve maji rovnaky polomer, spodna je o Cosi
vacsia. Tri Spagaty diiky nesmiernej pripojime k najvrchnejSej a najspodnejSej obruci tak, aby miesta uchytenia
tvorili rovnostranny trojuholnik. Obrug prostrednd, nech sa volne kiZe po takto zhotovenej kondtrukcii. Zrétajte,
aka vertikalna vzdialenost bude medzi strednou a spodnou obruéou, ked systém chytime za obrué najvrchnejsiu
(tak, aby bola vodorovnd) a v gravitatnom poli zeme ho nechdme ustalit sa!

Predym, nez sa pustime do krvopotného ratania, zamyslime sa, ¢o vlastne chceme dostat. Stava
sa totiz, Ze sa niekde pomylime, vyjde ndm vysledok a potom sa snaZime presviedc¢at opravovatela
o nejakej volovine. .. Preco sa to teda ustali v nejakej polohe? Ako uz je v prirode zvykom, telesa
sa snazia zaujaf miesta s najnizSou potencidlnou energiou.

Horné obrué je zavesena, ta sa pohnif nemdze. No zvysné dve si navzdjom ,konkuruju® —
stredna obru¢ sa snazi pohnaf dolu, tym vsak zmensi dizku lana medzi strednou a spodnou, a
uhol odklonenia $pagétu sa zviicsi, ¢im dolnt obru¢ ,,povytiahne hore* — naopak, ked sa poklesniut
snazi dolné obrué, vytlaca dohora ti strednti — odporiacam si to nakreslit. O¢akavame preto, ze
vysledok bude nejakym kompromisom — nebude to ani poloha, ked mé minimélnu energiu dolné
obru¢, ani ta stredna.

K rieSeniu takéhoto typu tloh existuji dva spdsoby. Jednym z nich je napisat si sily. Ele-
gantnejsi pristup je vSak cez energie. Nacrtnime si v8ak aspon priblizne, ako sa to da ratat cez
sily. Nech $pagat medzi dolnou a strednou obrucou zviera so zvislicou uhol a. Ozna¢me napétie
v Spagatiku F'. Vodorovné zlozky sil od Spagatikov priviazanych na spodnii obru¢ sa nam musia
vyru$it — intuitivne citime, Ze ndm obru¢ nepdjde do Ziadnej strany. Vertikdlne zlozky sa scitaju
a musia vyru$it tiaz spodnej obruce:

3F cos(a) = Mg

Touto silou st napnuté celé Spagatiky. Mozeme si teraz vSimnit, Ze v mieste strednej obrude
sa Spagatik ohyba. Pdsobiaca sila na stredntt obru¢ bude preto vektorovym stétom napitovych sil
v Spagétiku. Opéf nds zaujimaju len vertikdlne zlozky. Z obrézka vyplyva, Ze ten sucet je

3-2Fsin(3a)
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Tento stcet sa musi vyrovnat tiazi strednej obruce. Treba si eSte napisat vztahy pre uhly a
vysky a zvysSok su uz len skaredé tipravy. Venujme sa radsej druhému pristupu.

Pointa postupu cez energie je minimalizovat potenciadlnu energiu celej stistavy®. Tak podme
nato. Oznac¢me si energie obruci ako Ey, Fs a FEq (horné, stredné a dolnd). Teraz je na nés, aby
sme si zvolili hladinu nulovej potencialnej energie. Pre nas za nas, nech je to napriklad v mieste
zavesenia hornej obrude — jej potencidlna energie bude tak nulova a nebude strasit vo vypoctoch.
Vzdialenost medzi hornou a strednou obrucou ozna¢me hys a strednou a dolnou hgy. Celkova
potencialna energia ststavy bude tak (vSimnime si znamienkal):

Ep =0-— mghhs — Mg(hhs —+ hsd) = —g [hhs(m -+ M) + hde}

Mame tam dve nezname vysky a radi by sme sa ich zbavili. V zadani sa spomina, ze Spagat
je dlzky nesmiernej. Ozna¢me si ju d. Sice ju nepozname, ale moézeme duafaf, 7e sa jej pocas
vypoctov zbavime. Ked si teraz nakreslime obrazok spodnych dvoch obrudi tak vidno, Ze vertikalna
vzdialenost je heg a horizontalna r, — r1. Z Pytagorovej vety si lahko dopoéitame dizku $pagatiku
s medzi obrucami. Nad strednou obrucou tak bude zvysok:

hw=d—s=d— /B2 + (r — )?

Po dosadeni do vzorca pre potencidlnu energiu stustavy dostavame:

E,=—g [(d— \/h‘g’d + (ry — 7’1)2) (m+ M)+ hde}

Vidime, Ze pre dant dlzku $pagétikov je energia uz len funkciou zavislou od vertikalnej vzdia-
lenosti spodnych obrué¢i hyg. Hladdme minimum tejto funkcie, ¢ize ju moéZeme zderivovat podla
premennej hgq a polozit rovna nule.

dEp—oz—g[( 2hsa )(m+M)+M

dhsd B 2\/h§d + (7“2 — 7’1)2

Toto upravime — predelime g-ckom, presunieme na druht stranu:

hsd
Vh2 A+ (rg — 1)

eraz prenasobime menovatelom a umocnime. Dostaneme:
T b tel

2(m—i—M):M

hy(m+ M)* = M? [hid + (ro — 7"1)2}

A uz len vyjadrime hgg:
e M2rs—m)?
T (m+ M2 — M2
M(rg—m1) ro — 11

Vm?+2mM  \/(m/M)? + 2m/M

hsd -

8Nie jednotlivych ¢asti.
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Posledna vec je uvedomit si, ze ked st obrude z rovnakého drotu, tak ich hmotnosti buda v rov-
nakom pomere ako ich polomery, cize:

o —1
\/(7"1/7“2)2-1—27’1/7"2

Vysledok uz mame. No pri derivovani netreba zabtudat, Ze nam vysiel len extrém. Nevieme, ¢i je to
minimum alebo maximum. K plnému poc¢tu bodov som teda ocakaval, ze okrem vysledku uvediete
aj nejaka diskusiu o tom, preco je to minimum. Pokial ste to nevedeli, stacilo energiu zderivovat
aj druhy krat a ukézat, Ze druhé derivacia je kladné — znamka toho, Ze sme nasli minimum.

hsd -
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