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Vzorové riesenia 2. kola letnej Casti 2014/2015

Na to, aby boli nase vzomky a priklady lepsie, rozhodne
potrebu]eme feedback. Klucovy je aj ten tvoj, preto ta prosime o
vyplnenie ankety na fks. sk/anketa/seria.

2.1 B0 — Maly Lomonosov (opravovala Zuzka)

Na zakladoskolskej hodine chémie sme sa ucili, Ze mélova hmotnost (polet gramov na jeden mdl latky) sa
Ciselne rovna relativnej atémovej hmotnosti (zhruba pocet nuklednov). Predo je to vlastne tak? A plati to
vobec vzdy? Porovnajte relativne atémové hmotnosti prvkov v tabulkdch s po¢tom ich nuklednov.

Podme sa najprv pozriet na prvé z dvoch nac¢rtnutych problémov. Preco sa relativna atémova
hmotnost ¢iselne rovna molovej hmotnosti? Aby sme to zistili, musime si uvedomit, ako su tieto
dve veli¢iny definované.

Relativna atémovéa hmotnost je podiel absolitnej atémovej hmotnosti, teda to, kolko atém
daného prvku naozaj véazi, a takzvanej atémovej hmotnostnej konstanty, ktora je definovana
ako jedna dvandstina hmotnosti atému uhlika 12C. Teda:

ma mA

A= T oz

Molova hmotnost zas predstavuje sucin absolttnej atémovej hmotnosti a Avogadrovej kon-
stanty, ktora predstavuje pocet castic v jednom mole latky alebo pocet castic v dvanastich
gramoch uhlika ?C. Vieme ju vyjadrit:

12g

Mm:mANA:mA

Teraz si z tychto dvoch vztahov vyjadrime m4(C) a dajme to do rovnosti. Vypadne nam
z toho:

A,
12

=m4y.
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7 ¢oho po uprave dostaneme:

Ag=M,,.

Teraz by sa nam mohlo zdat, Ze je to predsa hlupost, pretoZe nam nesedia jednotky. V takom
pripade si sta¢i uvedomit, ze 1 mol je vlastne len krajsie vyjadreny pocet castic a tato jednotka
je dobra len na to, aby sme nemuseli zapisovat obrovské ¢isla. Je predsa Tahsie napisat 1mol
ako 6,022 - 10 ¢astic, nie?

A teraz ten druhy problém. Relativne atémové hmotnosti jednotlivych prvkov v tabulke
sa podozrivo podobaji na ich nukleénové ¢isla. Preco? Tak sa najprv spytajme, ako sa dosta-
neme k absolitnej hmotnosti atému inak ako cez jeho relativinu hmotnost. Vaésinu hmotnosti
atomu tvoria nukleény — teda protony a neutrény v jadre. Elektrony v atémovom obale maja
asi tisickrat mensiu hmotnost ako nukledny, preto ich moZeme s pokojnym svedomim zanedbat.
V skutocnosti sa neskor dozviete, ze aj samotnéa energia viizby medzi neutrénmi a proténmi
v jadre prispieva k nami meratelnej hmotnosti jadra.! Absoliitnu hmotnost atému teda vieme
zistit sti¢tom hmotnosti jeho proténov a neutrénov, ktoré s priblizne rovnaké - 1,67 - 102" kg.
Ked chceme zistit relativhu hmotnost atému, musime tento idaj vydelif uz spominanou até-
movou hmotnostnou konstantou. T mozeme chépat ako priemerni hmotnost nukleénu, kedze
je to hmotnost jedného atému uhlika '2C delend dvandstimi a tento uhlik ma dvanast nukle-
énov. Vysledkom teda je pocet nukleénov vynasobeny ich hmotnostou (to zodpovedé absolut-
nej atémovej hmotnosti) a vydeleny hmotnostou nukleénu (atémova hmotnostna konstanta).
Hmotnost nukleénu ndm z vyrazu vypadne, teda sa to priblizne rovné poc¢tu nukleénov daného
atému. Tada :).

2.2 B1 - Chladi a nechladi (opravoval Kvik)

Cajka nedavno na sebe spozorovala zaujimavy jav.2 Najprv doSiroka otvorila Gsta a pomaly fiikla vzduch
na ruku. Pritom pocitila, Ze vzduch je pomerne teply. No potom pery naspulila ako kaci¢ka a znovu si na
na ruku fakla z rovnakej vzdialenosti, no tentoraz na ruke pocitila chlad. Ako je mozné, Ze rovnako teply
vzduch z jej plic pocitila raz ako teply a raz ako studeny?

Za beznych okolnosti plati, Ze izbova teplota je nizsia, nez teplota povrchu Cajkinej ruky, a ta
je zase nizsia, nez teplota jej dychu. Rozdiely st v oboch pripadoch asi rovnaké — realistické
hodnoty st napriklad 23 °C, 30°C a 37°C. Vzduch je mizerny vodi¢ tepla® a zaroveti ma velmi
mali tepelna kapacitu.

Ak na Cajkinu ruku prave ni¢ nefika, tenké vrstvicka vzduchu, ktory je v priamom kontakte
s jej kozou, sa okamzite zahreje na rovnaki teplotu, aki mé aj povrch ruky a Cajke potom nie
je zima, aj ked je vzduch v izbe omnoho chladnejsi, nez je jej telesna teplota. Keby sa vSak
ponorila do rovnako teplej vody, ktord mé ovela viic¢siu tepelnt kapacitu, hned by zacala jajcat
— jej koza by sa ochladzovala ovela rychlejsie.

!Skiste sa pozrief na nejaky atém a zistite, Ze jeho hmotnost je mensia ako stcet hmotnosti proténov a
neutrénov, z ktorych sa sklada. Dovodom je znadme, E = mc?. Ista ¢ast hmotnosti nukleénov sa ,spotrebuje“
na vytvorenie vizby medzi nimi.

2Nie, nebolo to vysokofrekvenéné trasenie jej nozdier.

3Pokial ide o kondukciu, teda $irenie tepla bez pridenia (to uz vzduchu ide velmi dobre). Preto, ak chceme
vzduchom tepelne izolovat, musime mu zabranit v pohybe — napriklad ho uviznit do bubliniek penového polys-
tyrénu.

2 otazky@fks.sk
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TakZe: pri vydychu iroko otvorenymi tistami vytvorila Cajka hruby a pomaly prad teplého
a vlhkého vzduchu. Takéto prudenie je hladké, lamindrne: ked sa pozrieme na Tubovolné dve
castice, ktoré boli na zaciatku pohybu blizko seba, ich vzajomna poloha sa bude pocas pohybu
menit len méalicko. Takyto prid sa takmer nepremiesava, chladne iba na svojich okrajoch, kde
sa rychle molekuly z plic zrazaji s pomalsimi molekulami okolitého vzduchu, ale jeho stred si
teplotu bude udrziavat dlhsie. Pravda, nase ,dlhSie“ stdle znamend len péar sekund, ale kym
prad dorazi k ruke, nestihne sa prili§ zmiesat s okolitym chladnym vzduchom a Cajka pociti
na svojej ruke vlastné teplo.

Naopak, ked si Cajka na ruku fikla s nasptlenymi perami, z Gst jej vysiel tenky prad
vzduchu, avSak ovela vdcSou rychlostou. Takéto prudenie uz nie je laminérne, ale chaotické,
tzv. turbulentné. Pohybujici sa vzduch vytvara komplikované viry a strhava so sebou okolity
chladny vzduch. Vo viroch sa teply a studeny vzduch ochotne miesaja a ich teplota sa prakticky
okamzite vyrovnava. Celkova hybnost sa viak musi zachovat, takze na Cajkinu ruku doleti velké
mnozstvo ochladeného vzduchu, ktoré rozrusi tenki prehriatu vrstvicku okolo nej a Cajka citi
chlad. Ked fukat prestane, vzduch velmi rychlo znovu zastane a opéft sa prehreje od ruky, takze
prietok a celkové mnozstvo preneseného tepla budi podstatne mensie, nez v prvom pripade.

Druhym (menej dolezitym, avSak stdle meratelnym) vplyvom je vyparovanie vody z povr-
chu koze. Vzduch z pltc byva omnoho vlhsi, nez izbovy, takze moze absorbovat menej vody
a vyparovanie je pomalSie. Rovnakou argumentaciou ukazeme, Ze aj tento chladiaci efekt je
vyrazne silnejsi pri fukani, ako pri vydychovani.

Nakoniec si sktiste rozmysliet, ¢o by sa zmenilo, keby sme Cajku zatvorili do sauny, kde je
120°C a nechali ju experiment opakovat tam.

2.3 B2 — Nielen LED stromcek (opravoval Pato)

Mato si vo volnom dase zdobi izbu osvetlenim z LED pdésikov. Vo vianoénej edicii si z nich poskladal
trojuholnikovy stromcek a skdsal r6zne spésoby zapojenia k zdroju napéatia. Aky odpor nameral v ustdlenom
stave v nasledujicich pripadoch medzi bodmi A a B, ked kazdy pasik ma odpor R? Pozor, v druhom
zapojeni si Mato zmyslel, Ze jeden pasik nahradi kondenzatorom. Pri rieSeni druhej a tretej schémy sa vdm
mdze zist transformdcia hviezda-trojuholnik.*

Obr. 1: Prvé zapojenie. Obr. 2: Druhé zapojenie. Obr. 3: Tretie zapojenie.

4Viac o nej mdzete najst v starsich prikladoch FKS alebo na http://goo.gl/fi6Wb3

3 otazky@fks.sk



FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Prvé zapojenie Uz pri letmom pohlade na zapojenie si mozeme vSimnit, Ze celé zapojenie je
vzhladom na body A a B nejaké symetrické. Ano, znamena to, 7e ideme hladat body s rovnakym
potencialom.

Zo stredkoskolskej definicie napétia vieme, Ze napétie medzi nejakymi bodmi je rozdiel ich
potencialov. Takze, ak maju dva body rovnakii hodnotu potencialu, napdtie medzi nimi je
nulové. Ak by sme teda tieto dva body spojili vodicom, z Ohmovho zakona tymto vodi¢om
nebude aj tak tiect ziaden prud.

Tieto ekvipotencidlne body najdeme najjednoduchsie pomocou symetrie — ak je elektricky
obvod medzi bodmi, v ktorych do neho vtekd a vyteka prid (v nasom priade A a B) symetricky,
odpovedajuce si body budi mat rovnaky potencidl. V naSom pripade vieme néjst 4 dvojice
ekvipotencidlnych bodov, ktoré si ozna¢ime X, Y, Z a Q (vid obr.4). A preco sme tie body
nazvali rovnako? Predstavme si, Ze si zoberieme vodi¢ a kazda dvojicu bodov spojime (vodi¢om
aj tak nepotecia priad). Potom vodi¢ skratime tak, Ze kazda dvojica bodov splynie z pohladu
elektrickej schémy do jedného bodu.

A X Y Z

Obr. 4: Schéma s vyznacenymi ekvipotencidlnymi bodmi

Nésledne si schému prekreslime tak, Ze si na papier nakreslime vsetky body a za¢neme ich
spajat rezistormi. Ak st nejaké dva body spojené viac, ako jednym rezistorom (napriklad bod
A je spojeny s bodom X dvomi cestami), toto zapojenie do nédhradnej schémy zapiSeme ako
paralelné zapojenie (vid obr.5).

4 otazky@fks.sk
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)

Obr. 5: Prekreslené schéma z obr.4

Dostévame tak jednoduchy obvod, ktory vieme riesit klasickym postupom zjednoduSovania.
Paralelné zapojenie medzi bodmi Y a Q mé odpor

2r-r 2r

27"+7“_§

ryqQ = )
kde r = R/2 je odpor jednej dvojice paralelnych rezistorov. Tym paddom mé vetva za bodom
Y odpor

B r(3r+r) b

rYR= —>—- = —.
YB r+§r+r 8

No a celkovy odpor medzi bodmi A, B je

N (r+2r)-r L 13 3dr
TAB=7+—F"— =7+ — = —.
AP r+ 54 21 21

Kedze ale r = R/2, je odpor medzi bodmi A,B rovny

34R 17R
— 2 T L 081R.
fias = 975 = 5 = 08LE

Druhé zapojenie Symetria tomuto zapojeniu zjavne chyba — prad teie nesymetricky ,,do-
prava®“. Prvou spravou je, Ze (v zavislosti na kapacite kondenzéatora) sa kondik nabije tak, zZe
nim nebude pretekat Ziaden prud — vrchny cip obvodu preto nemusime dalej uvazovat.

Druhé sprava je, ze v rieSeni budeme potrebovat pouzit transforméciu trojuholnik-hviezda.
Tato transformacia funguje tak, ze ak mame trojuholnik XYZ tvoreny rezistormi s odporom R,
tiplne rovnako sa bude spravat® hviezdicovité zapojenie s odpormi r = R/3 (vyskuSajte si to).

Okrem tohto mocného néastroja pouzijeme este jeden ,trik*“. Na uzol v strede zapojenia X
sa mozeme pozerat ako na vodivé spojenie troch uzlov: dvoch uzlov vo vrcholoch trojuholnikov
a uzlu v strede strednej priecky. Vsetky tieto uzly sa nachadzaji ,v strede* medzi bodmi A a

5To znamen4, Ze hodnota odporu medzi kazdymi dvomi vrcholmi bude aj po transformécii rovnaka.

) otazky@fks.sk
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B. Zo symetrie celého obvodu preto modzeme povedat, Ze potencial na vSetkych troch bodoch je
rovny polovici napétia medzi bodmi A a B (korektnejsie: potencial uzlov je priemer potencidlu
bodu A a bodu B). Kedze ale vsetky tieto body maji rovnaky potencidl, hypotetické vodice
oddelujtce uzly aj tak nebudu viest ziaden priad — preto ich drzo rozstrihnime. Obvod, ktory
vdaka tomu dostaneme, eSte nie je rieSitelny priamo — prekazaji ndm v tom trojuholniky pri
bodoch A a B (sivé). Preto na tieto ,rohy* pouZzijeme transforméciu na hviezdu.

f/\

A B A B A B

Obr. 6: Prekreslenie zapojenia s vyuzitim vSetkého, ¢o uz vieme

Teraz nam uZ ni¢ nebrani si toto zapojenie takto prekreslit:

Obr. 7: Zjednodusena schéma druhého zapojenia. Tmavé rezistory maji odpor R/3.

Po zjednoduseni a dopocitani tohto riesitelného obvodu sa dopracujeme k hodnote odporu
Rap = 182R/135 ~ 1,348R.

Tretie zapojenie Toto zapojenie je, ako uz isto tusite, takmer navlas rovnaké ako druhé
zapojenie, akurat naviac s dvojicou rezistorov, ktoré ale nijak nezmenia postup riesenia. Po
trividlnom zapocitani tychto rezistorov ndm vyjde Rap = 230R/171 ~ 1,345R.

6 otazky@fks.sk
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Obr. 8: Rezistorova schéma tretieho zapojenia

Vidime teda, ze ak kondenzatorom ,odpojime“ nejaké vzdialenejsie zakutia elektrickych
obvodov, na celkovy odpor zapojenia to bude mat len maly vplyv.

2.4 B3/A1l — Ti brzdi? (opravoval Samasec)

Samec ma pocit, Ze jeho bicykel pri volnobehu spomaluje viac, nez by mal. Rozhodol sa preto jeho brzdenie
zmerat. Aby mohol svoje vysledky porovnat, zmerajte brzdenie bicykla aj vy! Otocte bicykel hore nohami,
roztoCte jeho koleso a namerajte (napriklad pomocou programu Tracker) zastavovanie rozto¢eného kolesa
v Case, konkrétne zavislost uhlovej pozicie nejakého pevného bodu na kolese (napr. odrazky) v ¢ase. Ak
nemate doma bicykel, tak to skdste s inym kruhovym predmetom otdcajicim sa okolo pevnej osi. Zo
ziskanej zavislosti nakoniec zistite zavislost uhlového zrychlenia v Case.

Na uréenie rychlosti a zrychlenia v ase exportujte dita z Trackeru do nejakého tabulkového procesora
(Excelu alebo OpenCalcu) a dalSie vypocty uz robte priamo v nich. Rychlost uréte na zaklade dvoch
nasledujicich uhlovych pozicii ¢; a ¢; 41 ako

Wit1 = 901+1At Pi .
Podobne postupujte aj pre zrychlenie.

Aby ste ziskali relevantné data, tak sa pokulste experiment opakovat aspon 10-krat. Pri spracovani
nezabudnite na zaklade vami zistenych Gdajov vypocitat pre kazdy bod v ¢ase smerodajnti odchylku®
(vyuzite tabulkovy procesor). Nezabudnite, Ze na zacdiatku vami vybraného Gseku méze mat koleso bicykla
roznu rychlost, a preto pri pocitani smerodajnej odchylky pre jednotlivé body musite v tabulkovom editore
posunit data z réznych merani tak, aby malo koleso na zaciatku priblizne rovnaki rychlost.

Ako prvé musime vymysliet, ako budeme sledovat uhlovi poziciu nejakého bodu. Zadanie nam
odportca pouzit bicyklovii odrazku. Okrem toho by sa ziSiel ¢o najlepsi snimaci nastroj — my
sme napriklad zohnali fotoaparat, ktory dokéze snimat 240 snimkov za sekundu.

Ostéva nam obratif bicykel hore nohami (kolesami), vhodne nastavit fotak, roztoc¢it koleso
a natocit aspon 10 videi.

KedZe naSim cielom je zmeraf ¢asovy priebeh uhlovej rychlosti, musime zistit, ako dlho
trvalo nejakému bodu na kolese (zadiatok odrazky) otocit sa o nejaky dobre meratelny uhol

Shttp://sk.wikipedia.org/wiki/Smerodajn\%C3\%A1_odch\%C3\%BD1lka

7 otazky@fks.sk
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(napriklad 27 = 360°). Pre tento uhol sta¢i v programe Tracker pocitat, kolko frameov n trvalo,
kym sa koleso otocilo prvykrat, druhykrat a tak dalej. Nasledne pomocou snimacej frekvencie
f =240s! ur¢ime ¢as At, za ktory koleso opise uhol 27:

n
At = — .
f
Vypocitat uhlova rychlost je uz hracka:
2r 2nf
w= - = —-
At n

Z uhlovych rychlosti vypocitanych pre jednotlivé otacky kolesa si mozeme zostrojit graf zna-
zornujuci zavislost uhlovej rychlosti od ¢asu, k ¢omu pouzijeme pocitacovy program Gnuplot.
Do grafu vynasame priemerné hodnoty vypocitané z 10 merani. Na vyber mame dve moznosti:
bud sa budeme riadif zadanim a rychlosti popostivame tak, aby prvé meranie odpovedalo rov-
nakej hodnote w, alebo si z kazdého natoceného videa vyberieme tisek priblizne rovnakych uhlo-
vych rychlosti. Nakoniec nezabudneme vypocitat dolezitti smerodajni odchylku, ktord vieme
na grafe znazornit pomocou chybovych tseciek alebo tzv. errorbarov, ktoré priamo znazornuju,
akou velkou chybou st jednotlivé merania zatazené.

uhlova rychlost w/ [rad/s]
S

0 5 10 15 20 25 30 35
cas t/[s]

Obr. 9: Graf zavislosti uhlovej rychosti na case

Dalej chceme zistif uhlové zrychlenie. To urobime jednoduchou obmenou zadaného vzorca,
kde vymenime uhol za uhlovt rychlost — efektivne tak pocitame pomer medzi zmenou uhlove;
rychlosti a odpovedajicim casovym intervalom. Prepocet na uhlové zrychlenia, aj spracovanie
chyb sme urobili najrychlejSou moznou cestou, pomocou Excelu. Opit sme vypocitali priemerné
hodnoty zrychlenia a ich nepresnosti podla vzorca pre tzv. prenesent chybu:

Ow T Ouws,

At

O =
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kde w; a wy st ,susediace* uhlové rychlosti. Vidime, Ze jediny rozdiel oproti vztahu pre uhlové
zrychlenie je v tom, Ze odchylky neodc¢itame, ale séitame. Je to kvoli tomu, Zze pokial by prva
hodnota bola o nejakt odchylku mensia a druha o in odchylku vécsia, vo vysledku sa musia
prejavit obe chyby. Vysledni zavislost sme vyniesli do dalsieho grafu.

15

0.5

05 SRR RRE RIS EIEEIIEE NE

uhlove zrychlenie € / [rad/sz]
(@]

-1.5

0 5 10 15 20 25
cas t/[s]

Obr. 10: Graf zavislosti uhlového zrychlenia na ¢ase

A ¢o ndm grafy povedali? Zac¢nime prvym: vidime, Ze uhlova rychlost pekne linearne klesala.
Iba na konci nam tie hodnoty vychadzaji jemne odklonené od priamky. To je spdsobené tym,
ze pocas jedného otocenia sa nam vyrazne menila uhlovad rychlost (napriklad pri poslednom
otoceni nam koleso zmenilo uhlovt rychlost az na nulu).

V druhom grafe si méZeme vSimnut, Ze pri vyssich uhlovych rychlostiach dostavame hodnoty
uhlového zrychlenia s dost velkym rozptylom. Ako je to mozné? Tu uz totizto vznikala chyba pri
nasom merani pomocou kamery. I ked chyby merania st pomerne malé, pri druhej numerickej
derivacii (to je to, ako sme pomocou zadaného vzorca pocitali uhlovi rychlost a neskor aj
uhlové zrychlenie) sa ndm aj malé chyby prejavia vo vii¢sej miere. TakZze z prizmarenym okom
mozeme tvrdit, Ze uhlové zrychlenie je na zaklade grafu konstantné.

Na zaver sa pozrime, kde sme sa dopustili najvicsej chyby. Dokumentovanie pohybu kolesa
bolo naozaj presné (rddovo na stotiny sekundy). Naopak, meranie rozdielov ¢asov je zatazené
vicSou chybou: pri spracovani sme predpokladali, Ze koleso pocas jednej otoc¢ky nespomaluje, ¢o
je pravdepodobne prilis silny predpoklad. Taktiez ista odchylka v merani vznikla pri spracovani
dat, pretoze sme museli urcit, ktoré hodnoty uhlovych rychlosti k sebe ,,patria“.

Na zaver mozeme prehlésit, Ze na koleso posobia priblizne konstantné odporové sily, ¢o
vyplyva z priblizne konstantného uhlového spomalenia.

9 otazky@fks.sk
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2.5 B4/A2 — Dvojhlavy tank (opravoval Mato B.)

Nevieme odkial, no mame bombasticky tank, ktory ma dve hlavne namierené opaénym smerom — samoz-
rejme tak, ze nemieria proti sebe ;-). V tanku je N = 42 nabojov s hmotnostou m = 20kg. Tank s nabojmi
vazi dokopy M = 43t.

Potom tank zaéne strielat striedavo z hlavni ndboje rychlostou v = 1000m/s s frekvenciou strielania
f = 0,2 Hz. KedZe tank je nezabrzdeny a dobre naolejovany, za¢ne sa pohybovat. Ako daleko od pévodného
miesta vystreli posledny naboj? Akej velkej chyby by sme sa dopustili, ak by sme zanedbali zmenu celkovej
hmotnosti tanku podas strielania?

Prvé vec, nad ktorou sa musime zamyslief je, preco sa ten tank vlastne hybe? Odpoved je jasna
ako facka, vola sa zdakon zachovania hybnosti. Kedze vyslednica vSetkych sil posobiacich na tank
je nulova,” nutne sa musi zachovavat hybnost ststavy. Do nasej sustavy je ale nutné zapocitat
aj naboje, ktoré su pred vystrelenim ,skryté“ v tanku — fahko by sme totiz mohli nadobudniit
pocit, ze ich zapoc¢itavat nemusime.

Predtym, ako sa pustime do riesenia, eSte par formalit. Pociatok stiradnicovej stustavy si pre
jednoduchost zvolime tak, aby pozicia tanku (ozn. x) na zadiatku bola rovna nule. Pre rychlosti
zvolime tradi¢né znamienka, tj. rychlost je kladné, ak pozicia tanku v Case rastie. Index i pri
rychlosti V; a pozicii x; tanku bude oznac¢ovat, Ze méame na mysli hodnoty tychto veli¢in tesne
po vystrele i-teho naboja.

Je jasné, ze v pripade, kde zanedbavame vSetky odporové a trecie sily, sa rychlost tanku
medzi dvomi vystrelmi nebude menit, pretoze na tank neposobi ziadna sila, ktord by menila
jeho pohybovy stav. Preto je pohyb tanku medzi vystrelmi rovnomerny a priamodiary.®

Dalej vieme, Ze i + 1. vystrel nastane o V; - (1/f) dalej, ako ten i-ty, pretoze 1/f je periéda,
s akou tank pali. Teda plati

Tiv1 = &4 + ‘/z% .

Co sa stane, ak tank vystreli ndboj rychlostou v? Samozrejme, zmeni sa rychlost a hmotnost
tanku. Hmotnost poklesne o hmotnost naboja m. Novi rychlost tanku V;,; uréime na zaklade
zdkona zachovania hybnosti.® Pred vystrelom mal tank hybnost M;V;. Po vystreleni ziskala
strela nejakt hybnost. Zo zdkona zachovania potom musel tank ziskat hybnost rovnako velkd,
ale opacne orientovant. Nebudeme dlho chodif okolo horticej kaSe, pekne si to napiSeme, pri¢om
nesmieme zabudnif na to, Ze rychlost strely v mame vyjadrent vzhladom na hlaven — teda tank.
Preto skutoéné rychlost strely v siistave spojenej so Zemou je v + V;. Teda

m
Vi =Vi— ———
+1 M. —m

Mz’+1 :Mz—m

v,

"Staci nam, Ze nulova je vyslednica sil posobiaca v horizontadlnom smere. Iné smery vlastne ani neuvazujeme
— preto vsetky veliiny popisujice pohyb tanku budeme chapat ako ich horizontalne zlozky.

8Zrychleny pohyb tanku pocas samotného procesu vystrelovania naboja zanedbame, kedze nemame ziadnu
informéciu o tom, ako prebieha. Naopak, budeme predpokladat, ze vystrelom sa zmeni jeho rychlost skokovo.

9Skryva sa v iom neskutoéna sila, pretoze nam dovoluje ignorovat priebeh vystrelu a v&imat si len dva dobre
popisatelné stavy.
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Posledné kltcova vec, ktort si musime uvedomit je, Ze tank ma dve hlavne, z ktorych striela
striedavo. Tento fakt vieme Sikovne zapocitat do nasho rieSenia, a to tak, Ze po kazdom vystrele
zmenime znamienko rychlosti strely v na —uv.

Na tuplny popis toho, ¢o sa s tankom deje, ndm vystacia Styri nami objavené pravidla a
informécia o pociato¢nej polohe xy = 0m, rychlosti Vj = 0m/s a hmotnosti tanku My = 43 -
103 kg:

Tip1 =2 + Vi,
f

m

V%HZW—WU;
Mi+1:Mi—m,
v = —v.

Ti z vas, ktori st programatorsky zdatnejsi, si naprogramovali jednoduchy for-cyklus obsahujtce
predoslé rovnice a dopracovali sa k vysledku. No k rieSeniu sa vieme dostat aj inak: vysledok
mozeme dopoditat ruc¢ne, resp. s pomocou kalkulacky, alebo si otvorime tabulkovy procesor
a ulohu vyriesime v nom. My sa priklaname, ako iste tusite, k poslednej moznosti. Prislusné
hodnoty z;, V;, M; a aktudlne v si budeme ukladat do styroch stipcov. Ak si s tym neviete rady,
pozrite si ukdzkovi tabulku.!”

Postupnym iterovanim sa dopracujeme k vzdialenosti 48,9 m tesne po 42. vystrele. Ak by
sme zanedbali zmenu hmotnosti tanku, tak nestaci len zmenit pravidlo M;,; = M; — m na
M;1 = M;. Ak si to napiSeme este raz, tak rovnica M;V; = (M; — m)Viy1 + m(v + V;),
prejde na rovnicu M;V; = (M;)Viy1 +m(v+V;), odkial si uz lahko vyjadrite upravené pravidlo.
Tym dospejeme k hodnote 48,4 m. Rozdiel medzi vysledkami je mensi ako 1,1 %, ¢o je naozaj
zanedbatelné. Dévod, preco sa vysledok prakticky nezmenil je, Ze strela vazi o tri rddy mene;
ako samotny tank.

2.6 A3 — Ziarivy vodik (opravoval Kubo)

Kubo ozaroval atémy vodika svetlom s r6znymi vinovymi dizkami, pri¢om druha Cast jeho aparatlry merala
vyzarované spektrum vodika. Po chvili ho to vSak prestalo bavit a iSiel si dat kdvu. Zrazu vSak na vlastné
odi videl, Ze jeho atémy zaZiarili. BohuZial, tito informaciu jeho high-tech aparatiira nestihla zachytit. Akd
réznu farbu mohlo mat svetlo, ktoré atémy vyziarili? Vyuzite pri tom grafick(i informaciu o tom, aké svetlo
atémy pohltili a aké nie.

Onttp://fks.sk/ matob/vzoraky/tabulka
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Obr. 11: Obréazok emisného spektra vodiku. Na zvislej osi je intenzita Ziarenia (v relativnych jednot-
kéch), ktort zachytila Kubova aparatira v zavislosti od roznej vinovej dlzky.

Z kvantovej teérie dobre vieme, Ze energia zakladného stavu atému vodika!! je
E,=-136¢€eV,

pricom [1eV] = e[1J] (e je ndboj elektrénu). Zaporna energia E; znamena, ze elektrénu po-
trebujeme dodaf energiu 13,6 eV, aby sa vytrhol zo silového posobenia jadra (tzn. aby sa atém
ionizoval).

Ak atém oziarime elektromagnetickou vinou (svetlom) s vhodnou vlnovou dizkou A, vieme
ho dostat do vysSich energetickych stavov. Takéto stavy sa v odbornej literatire nazyvaju
excitované a nadobudaji hodnoty

Ey

9
n2

E, = ne{l,23,..}.

Stavy naviac oznacujeme prave pomocou ¢isla n.
Rozdiel energii pri preskoku medzi dvomi stavmi je mozny, iba ak rozdiel energii hladin
AFE = E, — E,, je rovny diskrétnemu nasobku'? frekvencie pohlteného svetla:

AE = hf.

11 . alebo lepsie povedané, zakladny stav elektronu v atéme vodika.

12Tento diskrétny nasobok sa nazjyva Planckova konstanta. Jej hodnota je h = 6,26 - 10734 Js.
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Proces s atémom a svetlom vsSak funguje aj opac¢ne. Ak sa atém nachadza napriklad v stave
m > 1 s energiou E,,, existuje nenulovd pravdepodobnost, Ze sa v uréitom ¢ase rozhodne!3
skocit do nizsieho stavu n s energiou E,. Vtedy atém emituje svetlo s presne uréenou vinovou

dlzkou Ay

he he he
e M T BB T (1 Iy @
Biom = 2)

Ak Kubo vedel volnym okom spozorovat svetlo emitované atémom vodika (zrejme pri pre-
chode z nejakého vyssieho stavu do niz§ieho), musela sa jeho vinové dizka nachadzaf v intervale
(380 — 750) nm. Podme teraz skimaft, ktoré vodikové prechody st schopné emitovat viditelné
svetlo. Za¢nime so vSetkymi prechodmi z fubovolného stavu m > 1 do zdkladného stavu n = 1.
Zo vztahu (1) nie je tazké vypocitat hfadané vlnové dlzky:

m—)(n:1) E2—>E1 E3—>E1 E4—)E1 E5—>E1 EG—>E1 Eoo_>E1
Mo 1216 | 1026 | 9725 | 9497 | 9378 |---| OLI8

Tab. 1: Lymanova séria

Této séria vlnovych dlzok bola pozorovana aj experimentalne, a to americkym fyzikom
Theodorom Lymanom, po ktorom je aj pomenovani. Vidime viak, 7e ani jedna dizka nespadé
do spektra pozorovatelného Tudskym okom, preto sa vrhnime na pripady, kedy atém vodika
sko¢il z lubovolného excitovaného stavu m > 2 do stavu n = 2:

m—>(n:2) Es > FEy | Ey—FEy | Bs > FEy | BEg > FEy | B — Ey | -+ | Eog — Es
Alnm] 656,3 486,1 434,0 410,2 397,0 e 364,6

Tab. 2: Balmerova séria

V tomto pripade sme pocitali tzv. Balmerovu sériu. A vidime, ze vSetky najdené vlnové
dlzky st pozorovatené volnym okom!

Podme sa ale pre istotu pozriet eSte na prechody m — (n = 3), ¢ ndhodou aj tam nezba-
dédme vyhovujice \-y. Takato séria sa nazyva Paschenova:

m—>(n:3) EFy,—FE3 | Es—Fs | Eg— FEs | By - FE3 | Eg— FE3 | -+ | B — E3
Alnm]| 1875 1282 1094 1005 954,6 e 820,4

Tab. 3: Paschenova séria

Nuz, nezbadali sme. A v dalSich sériach m — n > 3 nezbadame tiez, pretoze vSetky vlnové

.....

na internete sa da najst vela peknych obrazkov zobrazujicich vodikové prechody.

BToto ,rozhodovanie“ blizsie popisuje az kvantova mechanika.
Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Hydrogen_spectral_series
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Kubo teda mohol pozorovat akykolvek prechod Balmerovej série, tzn. farby cervent,
, modra a fialovi.

2.7 A4 — Bublinkova infekcia (opravoval Mato B.)

Jedného dna si mikréby typu p povedali, Ze chcl expandovat do inych svetov. A Zze nemali po ruke
ni¢ vzletnejsie, nechali sa z planéty vyfiknut v poriadnej mydlovej bubline. Ked preplavali aj poslednymi
zvyskami atmosféry, mikréb Miso sa zahladel do ¢ireho Sinka. Z ostrého svetla ho zasteklili brvy a kychol.
Bublina zadala kmitat v radidlnom smere, tj. stile bola gulatd, no jej polomer sa periodicky zvacsoval a
zmenSoval. Aka je frekvencia takychto kmitov? Skiste sa pozriet na to, ako sa meni sila na maly kasok
bubliny s meniacim sa polomerom.

Bublina mala vo vakuu polomer R a mydlovovodova vrstva hribku h, hustotu p a povrchové napitie o.

- —~—

Obr. 12: Znézornenie kmitajicej bubliny.

V zadani sme vam napovedali, Ze mate zvolit silovy pristup. Hned si objasnime preco. Vo
v8eobecnosti, ak sa chceme dopracovat k (diferencidlnej) rovnici, ktorej rieSenim st harmonické
oscilacie, ¢ize rovnici pre zrychlenie typu

a(t) = —Oﬂf(t),

tak mame dve moznosti. MoZeme sa pozerat na sily, v ktorych ndm, po pouziti prislusnych
aproximacii pre malé vychylky, zostant len ¢leny linedrne zavislé na vychylke . Ak je vysledna
sila tak4, Ze po vychyleni vracia systém do rovnovaznej polohy (je timernd —x), mame vyhraté,
pretoze dostaneme pohybovi rovnicu vedticu na harmonické kmity.

ma(t) = —Ca(ty =  fos-L./C
T 27V m
Druhou moznostou, ako sa dopracovat k harmonickym kmitom, je pozriet sa na to, ako zavisi
mechanicka energia systému na vychylke a rychlosti. Ak zistime, Ze mechanickéd energia sa da
napisat ako stéet dvoch ¢lenov zavislych na 22 a v?, z analdgie s kinetickou energiou zévazia a
elastickej energie pruzinky vieme urcit frekvenciu kmitov:

1 1 1 k*
E = —m*v? + =k*z? = konst. = f=— :
2 2 2 V. m*
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Nevyhoda tohto postupu je, Ze musime pouzivat aproximaécie, ktoré nezanedbavaju kvadratické
¢leny (komplikované) a linedrne ¢leny ndm musia vypadnit (najcastejsie pomocou triku s ener-
giou systému v rovnovaznej polohe). Naviac, kedZe v tomto pripade sa jedna o termodynamicky
systém, vyjadrovat energiu vyzaduje nemalt zruc¢nost pri poéitani s malymi prispevkami (dife-
rencidlmi). Av8ak ti, ktori vedia derivovat, si mozu overit, Ze ak sa mechanickéd energia naozaj
zachovava, tak posledna rovnica po zderivovani podla ¢asu dé vyssie uvedeni pohybovii rovnicu
harmonickych kmitov.

Predtym, ako sa pustime do rieSenia, si ujasnime, ako prebiehaji popisané kmity. Dolezité
je to preto, aby sme vedeli s istotou urcit, ako hmotny objekt vlastne kmita. Striktne vzaté,
okrem blany sa pohybuje aj vzduch vo vnutri bubliny (okolo bublinky je vakuum). Sami si
vSak skuste overif, Ze pre typické hodnoty R, h, p a o je tlak vzduchu v bubline taky maly,
ze hmotnost samotného plynu vnutri bublinky je zanedbatelna oproti hmotnosti membrany —
sta¢i teda uvazovat len hmotnost samotnej membrény.

Podobne mozeme zistit, Ze tepelna kapacita mydlovej blany je o niekolko radov vyssia ako
tepelna kapacita plynu v bubline. Cely proces je preto s dobrou presnostou izotermicky,'®
pretoze mydlova blana bude fungovat ako tepelny rezervoar. Vyzbrojeni teoretickym tvodom
sa mozeme konec¢ne pustit do rieSenia.

.....

vedeli rozumne popisat sily posobiace na bublinku, pozrime sa na maly kusok na povrchu blany

vytaty malym uhlom 2.
3

Obr. 13: Maly uhol 2a: na bubline

Vdaka pomerne jednoduchej trigonometrii vieme vypocitat plochu a hmotnost tejto malej
plosky. Okrem toho vyuZzijeme, Ze pre malé uhly « (v radidnoch) plati tan o ~ sina ~ a:

S = r(tanaR)? ~ 7(aR)?,

m = pSh.

Na tuto plosku pdsobi tlakova sila Fi, ktord sa snazi plosku zvicsit, a sily povrchovového
napiitia, ktoré sa snazia plosku zmensit. Sily povrchového napétia st rovnobezné s povrchom a
smeruju symetricky od stredu plosky smerom k jej okrajom. Ich vyslednicu si oznacime F,.

15 Ak ste ale uvazovali adiabatické kmity, body sme vam nestrhli. Kvalitativne sa to vo vysledku prejavi iba
nejakou k navyse.
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Obr. 14: Sily posobiace na kisok bublinky Obr. 15: Priemety posobiacich sil

Silu F}, uréime jednoducho, staci ak si uvedomime, ze vyslednica sil povrchového napétia
mé zo symetrie radidlny smer (smeruje do stredu bubliny), pricom k nej priespieva priemet
kazdej ,malej“ sily povrchového napétia urceny sin «:

F,(z) =2 2ntan (R + x)osina ~ dra’o(R + z) .

Tlakov silu F; uréime jednoducho ako pS. Nesmieme ale zabudnit na to, Ze tlak v bublinke
sa meni v zavislosti na jej aktualnom objeme. Pri pocitani nového objemu a plochy si pomozeme
tym, Ze povrch bublinky sa natahuje rovnomerne, tj. velkost uhlu «, pod ktorym vidime nasu

.....

4:;332 B 4#(;(?@2 ~ () =5 (1 * }%)2 ~5 (1 * 2%) ’
4/3‘;R3 - 4/37r‘€}(;)+ BE - Vi) =V (1+ }%) <V (1 3%)

Vo v8etkych pomeroch sme vyuzili, Ze pre x < 1 mozno pouzit aproximéciu (1 +x)* = 1+ ax.
Pri urceni zmeny tlaku v bublinke si zasa pomoZeme diskutovanou izotermickostou kmitov

(pV = konst.):

WepVe) s o) =pps ~p(1435) ~a(1-35).

R
Fi(x) = p(z)S(x) =~ pS (1 — 3%) (1 + 2%) ~ pS (1 - }%) :

Pri poslednej iiprave sme zanedbali ¢len timerny 22. Teraz si uz smelo moéZeme napisat pohybovi
rovnicu

ma(t) = pSh - a(t) = F,(z) — Fy(x) = pS (1 - %) — 4rna’o(R + 1).

Ak si spomenieme, Ze velkost nasej plogky S je prave m(aR)? a tlak v bublinke je rovny 40 /R,
tak modZzeme pisat pohybovi rovnicul”

pr(aR)*ha(t) = %W(QRV (1 — %) —dna’o(R + (1)),

16Pripominame, Ze gulovy zakriveny povrch vytvara tlak 20/ R. Bublinka ma povrchy dva, preto je vo vzorci 4.
1TV nej sa konstantné ¢leny vyrusia a ¢leny s x s¢itaja.
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alebo po tprave do zakladného tvaru

8c
a(t) = —Wx(t).

Odtial uz lahko vidime, Ze frekvencia kmitov je

1 8o
f‘%me‘

Ak ste predpokladali adiabatickost kmitov, namiesto osmic¢ky by vdm vo vyslednom vzorci malo
svietif 4(3x — 1), kde « je Poissonova konstanta plynu v bublinke. Pre vzduch je xk ~ 1,4, teda
4(3K — 1) ~ 12,8
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