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Vzorové riesenia 3. kola zimnej Casti 2014 /2015

3.1 BO — Okolo Ziaru (opravoval Kubo C)

Vsetci vieme, Ze zabehnit si takych 5 kilometrov nie je vZdy td istd ndmaha. Inak sa totiz behd na
peknom rovnom asfalte a inak do Sialeného kopca. Druhd mozZnost je olakdvatelne obtiaZnejsia. Preto sa
velakrdt oplati si na beh zobrat so sebou maly poéitaé, ktory meria okrem nabehanej vzdialenosti aj vyskové
stdpania & klesania, vdaka omu vieme redlnejsie povedat, kolko sme sa ,namakali”. Ak sme vsak Sikovni,
tak nepotrebujeme ani ten pocitac, ale staci sa poriadne pozriet na mapu.

K dispozicii vam ddvame mapu, na ktorej st vyznacené dva body: A a B. Nacrtnite vyskovy profil trasy,
ktora vedie Gplne priamo z A do B. Na grafe taktiez vyznacte niektoré hodnoty prevysenia pre konkrétne
zabehnuté vzdialenosti od miesta pociatku.

Mapu ndjdete na stranke fks.sk/mapa .

Tento priklad nie je az taky zloZity na premyslanie ako skor na pracu. Idedlne by bolo, kebyze
pozname nadmorska vysku kazdého jedného bodu a tie len vynesieme do grafu a mame to. Ale
to my bohuzial nevieme az tak presne a preto mozeme pracovat iba s tym, ¢o vieme zistit.

Zacnime tym, ze si stiahneme mapu a pomocou mierky zistime, aka dlhi trasu vlastne mame
prejst. Na meranie mdZzeme pouzit bud staré dobré pravitko, alebo mozeme vygooglit nejaky
softvér, ktory urobi Spinava robotu za nas. My sme skombinovali tieto metédy a pouzili sme
skicar. Skicar totiz ukazuje, na ktorom pixeli sa prave nachadza kurzor. Vdaka tomu sme zistili,
7e 1km meria 161 pixelov. Pomocou pixelov! uz viem velmi Tahko urc¢it Tubovolni vzdialenost
na mape. Ak ste dobre merali, mali by ste dostat vzdialenost priblizne 3, 58 km.

Ked uz vieme, ¢o dat na x-ovii os nasho grafu, zostéva iba posledna otazka. Co ddme na
y-ovi? Musime néjst nejaké vyznacné body, v ktorych zistime nadmorska vysku, a ti pozname
iba na vrstevniciach. CiZe sa nAm pontika priamodiare riesenie. Kazdy bod, v ktorom sa spojnica
bodov A a B pretala s vrstevnicou si teraz odmeriame a zapiSeme do tabulky jeho vzdialenost
od zadiatku (bod A) a jeho nadmorskt vysku:?

Tieto body si teraz vynesieme do grafu. Body grafu mézeme nasledne pospéjat, ¢im dosta-
neme vysledny vyskovy profil nasej trasy. V takom pripade nam vsak vzniknu isté ostré hrany
na nasej trase, ¢o sa v prirode beZne nevidi. Preto by bolo vhodnejsie prelozit grafom nejaku

la Pytagorovej vety
2Vzhladom na to, Ze tjchto bodov je 73, uvedieme iba zopar z nich.
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Vzdialenost [m] 0 325 | 496 | 782 | 1024 | 1177 | 1230
Vyska [m)] 300 | 350 | 400 | 442 | 400 | 350 | 350
Vzdialenost [m] | 1335 | 1709 | 1806 | 1959 | 2030 | 2056 | 2122
Vyska [m] 400 | 450 | 450 | 400 | 370 | 370 | 400
Vzdialenost [m] | 2254 | 2346 | 2407 | 2469 | 2614 | 3088 | 3576
Vyska [m] 450 | 470 | 470 | 450 | 400 | 350 | 320

krivku, ktora bude spajat vSetky nase body, aby sme dostali pekny a hladky vyskovy profil. Po
dokonceni nasej prace by mal vyskovy profil vyzerat asi takto:

Vyska

0 05 1 1,5 2 25 3 35 4
vzdialenost/[km]

Obr. 1: Vyskovy profil

3.2 B1 - FKS Cajoviia (opravoval Vladko)

Predstavte si, Ze by k vdm na ndvstevu prisli traja FKS vediici. A Ze by ste ich chceli aj nie¢im ponuknut.
Kofolou? Nie, to nie je ono. Chce to nie¢o poriadnejsie. Caj? To uZ znie lepsie. Caj ale treba uvarit. To si
ale spomeniete, Ze doma mdte akurdt 3 velké kanvice, pricom v kaZdej z nich uvarite vodu maximdline tak
na jeden Caj. Nevadi, dd sa to varit sucasne. Na to ale treba elektriku. ..

K dispozicii doma mate len jeden zdroj konStantného napatia a vela povalujicich sa vodi¢ov. Vy im ten
¢aj chcete doniest ¢o najskor, tak hladate najefektivnejsi spésob, akym pozapdjat 3 kanvice, zdroj a vodice
tak, aby ste mali dostatok ohriatej vody. Ako by ste to urobili? FKS ¢aka. ..

Na to aby sme zohriali vodu v kanviciach, musi byt vykonana praca W. Asi nie je potrebné
zvlast vysvetlovat, Ze tato praca nezavisi od nasho zapojenia, pretoze W je rozdiel medzi vni-
tornou energiou studenej a teplej vody. Tento rozdiel je konstantny bez ohladu na to, akym
sposobom vodu zohrejeme. My chceme pracu vykonat ¢o najrychlejsie, teda potrebujeme, aby
zapojené kanvice mali ¢o najvicsi vikon P = W/t = U?/R. To znamen4, %e musime minimali-
zovat odpor a maximalizovat napitie.

2 otazky@fks.sk
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Napitie nemozeme menif, lebo podla zadania mame zdroj konstantného napétia. Odpor
A~ . ’ ’ S A . ,
roznym zapojenim kanvic dostat rozny odpor celej schémy.
Kanvice sa v obvode spravaju ako rezistory s odporom R. Tri rezistory mozme zapojit Styrmi
nasledovnymi spdsobmi: 3

1.)

2.)

Obr. 2: MoZnosti zapojenia rezistorov

Teraz uz len vypocitame celkovy odpor jednotlivych schém a vyberieme t s najmensim
odporom.

Prva schéma je sériové zapojenie a pre jej odpor plati Ry = R+ R+ R = 3R.

Druhéa schéma je trocha zlozitejsia. Odpory R, a R3 st zapojené paralelne, takze ich vieme
nahradif rezistorom s odporom Rs3, ktory vypocitame nasledovne:

1 n 1
Res R R’
1
R23 - ER .
, . . R 3
Teda celkovy odpor druhej schémy je R.o = R+ Roz3 = R+ 33 R.

Tretia schéma je podobne zratatelnd ako druhd, lebo je to tiez iba sériové a paralelné
zapojenie:
1 1 1

Rs R RER’

30dpory rezistorov st rovnaké, lebo mame rovnaké kanvice. Indexami sme ich rozlisili len preto, aby sme sa
lepsie orientovali vo vypoctoch

3 otazky@fks.sk
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3

Rs 2R’
2

ch == gR .

Stvrté, teda posledna schéma mé odpor:
1 n 1 n 1
R4 R R R’

1

RC4 - gR .

Ako vidime, tak najmensi odpor ma paralelné zapojenie. Vykon v tomto pripade je P =
= 3U?%/R ¢o je najvicsi mozny vykon aky vieme pri zapojeni troch rezistorov dostat. Takze ak
chceme, ¢o najrychlejsie zohriat ¢aj pre navstevu, tak musime kanvice zapojit paralelne.

3.3 B2 — Ducktape (vzorak Denda, opravovala Enka)

Stdva sa, ze ked nesikovnejsi ¢lovek pracuje s lepiacou paskou, tak sa mu odstrihnuty kus nalepi na nechcené
miesto. Napriklad na st6l. Najefektivnejsim odstranenim tohto kusu pasky je chytit jej jeden koniec a tahat
ho smerom k zvysku pasky (vid obridzok). Vtedy sa odlepuje zaruéene najjednoduchsie.

0l

Obr. 3: Odliepanie pasky

Uloha je nasledujlica: Povedzme, Ze sme sa stali tym neStastnikom, ktory si omylom nalepil na stol kus
lepiacej pasky dlzky L. Teraz zacneme tahat jeden jej koniec rychlostou v spésobom uvedenym vyssie. Aka
je vzajomna rychlost tazisk odlepenej a neodlepenej Casti pasky?

Na zadiatok si v rychlosti zopakujeme, ¢o je to tazisko. (Ak to nepotrebujete zopakovat, skocte
rovno na treti odsek.) Tazisko je bod, ktorym si dokdZeme aproximovaf akykolvek hmotny
objekt. Jeho vyhodou je, ze ked na dokonale tuhé teleso pdsobi nejaké sila, tak ju nemusime
rozkladat na zlozky a zistovat, ako posobi na kazdi jednu casticu (resp. molekulu alebo cast
telesa), ale stac¢i najst bod, na ktory ked bude pdsobif celd tato sila, bude vysledny efekt
rovnaky. Takze namiesto toho, aby sme pocitali s nejakym komplikovanym ttvarom, nam bude
stacit jediny bod. No nie je fazisko ¢arovné? :)

Teraz sa nam tu objavuje novy problém: ako také tazisko najst? Najjednoduchsie sa to d&
vysvetlit asi na graviticii. Predstavte si, Ze mame nejaky objekt, a ty¢. My chceme ten objekt
polozif na stojacu ty¢ tak, aby to zostalo stat. KedZe na kazdu casticu telesa pdsobi gravitacia,
vytvara tato castica vo¢i podlozeniu uréity moment sily. No a kedZe my nechceme, aby sa nam
to do tej strany prevratilo (chceme aby ststava bola v rovnovahe), musi sa rovnaky moment sily
objavit aj na opacnej strane. Ked vo¢i nejakému bodu budu vSetky momenty vykompenzované,
nasli sme tazisko. Z uvedeného vyplyva, Ze najlahSie sa fazisko hlada pri symetrickych telesach.

4 otazky@fks.sk
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Tazisko vzdy lezi na osi (resp. strede) symetrie. A jéééj, nas kus lepiacej pasky je symetricky
).

Nasgou tlohou je teda vypoéitat vzajomnt rychlost dvoch tazisk. Oznacme si [ dizku prile-
penej Casti pasky, Ty jej tazisko a Ty fazisko odliepanej Casti. Vdaka myslienkam z predchadza-
jaceho odseku vieme, Ze obe faziska leZia na tsecke prechadzajicej pozdlzne stredom lepiacej
pasky (rovnobezne s okrajmi). T¥m mierime k tomu, Ze si mézeme celt lepiacu pasku nahradit
tseckou dlzky L. Ak pasku odliepame sprava, prisidme lavému okraju tsecky polohu z = 0.

Obr. 4: Odliepana lepiaca paska

Tak a teraz by asi bolo vhodné vyjadrif polohy tazisk:

L-1
wp, =1 — —

2
Ked si spomenieme na to, ze pasku odliepame rychlostou v, pokojne mozeme tvrdit, Ze plati:

L—-1= % (koniec lepiacej pasky (bod, za ktory ju drzime) sice presiel drahu s = vt, ale L —

je len polovica (premyslite si :))). Z toho dostaneme: | = # Teraz si to mozeme dosadit
do poldh tazisk a dostaneme, Ze:
S 2L — vt
T T
L _AL-3u
T = T

Teraz sa nam opiit raz oplati spomentt na vzorcek pre rovnomerny priamodciary pohyb, a
to, ze rychlost telesa sa rovna prejdenej dréhe za cCas, ktory telesu trvalo tito drahu prejst

s
(v = -). A kedZe vieme pre obe telesd vyjadrit drahu, ktort presli za urcity cas t ...
t

L

STy = 5 - xT1(t) )

STy = L — ITQ(t) .

Teda:
vt
ST, = Za

) otazky@fks.sk



°
FKf Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

vt
STy = T .
...vieme vyjadrit rychlosti:
v
U, = Z ’
3v
UT2 = Z .

Obe taziska sa pohybuji smerom k bodu s polohou z = 0 a k tomu, aby sme vyjadrili to,
akou rychlostou sa pohybuje Ty vzhladom k T; ndm uz staci iba tieto rychlosti od¢itat a tada,

mame vysledok:
v

UrokTy = UTy — VT = 5

Ak potrebujete lepsie vysvetlit posledny myslienkovy krok, tak v podstate sme iba zmenili
vztazni ststavu. Predstavili sme si, Ze my sa nachddzame v fazisku T; a samozrejme, my
chceme byt ti nehybni. Takze k obom rychlostiam pripo¢itame rychlost opa¢nt k nasej (my sa

v
teda nehybeme a tazisko T sa priblizuje rychlostou vr,ir, (teda 5) k nédm).

3.4 B3/A1 — Brnkacka (opravoval Kvik)

Identita Cloveka je jedinecna zaleZitost. Vykondvame rbzne aktivity a zaoberame sa vseli¢im zaujimavym,
v désledku ¢oho si o sebe vytvarame pestry, ale jasny obraz pred zvyskom zvedavej pozorujicej spoloénosti.
Existuji ale veci, ktoré sa v dany Specidlny &as nachddzaji pre velké mnoZstvo ludi na podobnej drovni
dblezitosti. Medzi tieto veci patri napriklad potreba brnkat do gumicky, ktord vydava zaujimavy zvuk.
Trvanie tejto potreby vie narast so zistenim, Ze r6znym natiahnutim gumicky vieme po brknuti dostat
rézne vysoko znejuci zvuk.

Experimentadlne zmerajte frekvenciu zvuku, ktor( vydava beznd gumicka pri uréitom natiahnuti z jej
povodne;j diiky L, ktor( si sami zvolite. K rieSeniu nezabudnite prilozit vhodné mnozstvo nameranych dat
pre rdzne natiahnutia spolu s fotkami aparatiry. Na meranie frekvencie zvuku méZete pouZit niektory z volne
dostupnych programov®. Na zaver odhadnite, aka funkcia najlepsie popisuje hladan( zavislost frekvencie
od diiky natiahnutia.

Teoria
Isto viete, ze zvuk nie je ni¢ iné, nez zmena tlaku média, v nasom pripade vzduchu. Ucho
zmeny tlaku zosilnuje a konvertuje na elektricky signal, ktory sme schopni mozgom vnimat.
Prakticky vsetky zvuky st zhruba periodické. To znamena, Ze hodnoty tlaku vzduchu, ktoré by
sme namerali v niektorom bode priestoru, sa po nejakom kratkom cCase za¢ni — aspon priblizne
— opakovat. Napriklad Tudské ucho vnima len zvuky s frekvenciami od priblizne 20 Hz po 20
kHz, o zvuku v8ak mozeme hovorif aj pri ovela vyssich ¢i nizsich frekvenciach.
Najjednoduchsou, zakladnou periodickou funkciou je sinus®. Hladky sinusovy zvuk vSak len
tak nezacujeme. Vieme ho sice umelo vytvorit (napriklad elektronicky cez reproduktory), ale
prirodzene sa nevyskytuje skoro nikde. Vsetky bezné zvuky st omnoho zlozitejsie, pretoze ich

4Napriklad Audacity.
Sznie takto: https://www.youtube.com/watch?v=rF01-9SNxLY
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zdrojmi su skutocné fyzické objekty, ktoré rozkmitavaji vzduch velmi komplikovanym spdso-
bom.

Vibrujica gumicka sice kmita velmi pravidelne, ale i tak vytvara komplexny zvuk, pretoze
rozne jej Casti kmitaja rézne rychlo. Po dlzke gumicky sa vytvaraju miesta, kde prakticky
nekmitd a takisto miesta, kde je velkost vibracie velmi velka. Kazdé z nich rozochvieva okolity
vzduch s inou amplitidou a v trochu inom case. NavysSe tieto viny spolu interferuju, takze
kym zvuk dorazi k mikrofénu alebo nasmu uchu, tvar vyslednej viny uz ma od sinusu daleko.
Podla Fourierovej vety vsak kazdu aspon trochu slusni periodickt funkciu (¢ize vlnu) dokézeme
vyjadrit ako stucet nejakého radu sinusov a kosinusov:

f(t) =ao+ Zan coswt + Z b, sin wt
n=1 n=1

Fyzikalny zmysel tohoto vzorca je v tom, ze pohyb celej gumicky sa v ¢ase aspon priblizne
opakuje so zakladnou, tzv. fundamentalnou frekvenciou w. V ramci jednej peridédy sa vsak
vykoné nejaky iny pohyb dvakrat, dalsi trikrat a tak dalej. Tymto frekvencidm hovorime vyssie
harmonické. Naopak necelociselné nasobky zakladnej frekvencie interferuju destruktivne — nieco
maélo z nich sice ostane, amplitidy kmitania vSak budi omnoho mensie, nez pri harmonickych
frekvenciach. Navyse vysoké frekvencie mozeme zanedbaf, pretoze ich tak ¢i onak nepocujeme.

V experimente nam stacilo, aby ste odmerali fundamentalnu frekvenciu vibrujicej gumicky.
Pri merani sme vsak zistili, Ze zaujimavé veci sa deju aj pri vyssich harmonickych frekvenciach,
takze sa pozrieme aj na ne.

Meranie

Zékladom aparatiry je mikrofén a velmi pravdepodobne pocita¢ alebo aspon chytry telefén
(pripadne osciloskop ;-)). Dalej sa celkom hodi pravitko a nejaky softvér, napriklad odporti¢ané
Audacity.

Obr. 5: Fotka aparatiry.

Najprv odmeriame dlzku nenapnutej gumicky, u nés [ = 100 mm. Velmi sa nam osved¢ilo
gumicku najprv roztrhnaf — guma maé totiz velmi vysoky koeficient trenia. Pri napinani kruhovej

7 otazky@fks.sk
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gumicky sa Tahko moze staf, Ze jedna polovica bude napnuté viac ako druhé a to ndm meranie
dokéze Uplne skazit. Potom mozeme jeden koniec gumicky pripnit o nieCo pevné a tazké,
napriklad korkovii nastenku alebo velky kus dreva. Druhy mozeme drzat v ruke, alebo ak
chceme byt velmi presni, pouzijeme Spendlik, ktorym budeme gumicku postupne pripichovat
v rdznej vzdialenosti od prvého.

Zvuk gumicky zakazdym nahrdme pomocou mikrofénu. .. a hned aj mozeme zacat vinu ana-
lyzovat. Celkom dobrou metédou je napriklad odmerat ¢as medzi dvomi po sebe nasledujicimi
maximami alebo minimami akustického tlaku a frekvenciu vyjadrit jednoducho ako 1/t. Vlna
sice nemusi mat dobre definované jednoznac¢né lokalne maximaé, i tak ale uréite budeme vediet
najst dizku jednej periédy.

Ak vSak uz mame poruke nejaky softvér, skoro urcite to vie urobit za nas a eSte k tomu
omnoho lepSie. Meranim periddy totiz dokdzeme urcit len fundamentalnu frekvenciu. Ak sa
velmi pousilujeme, vS§imneme si aj niektoré vyssie harmonické frekvencie, ale mnohé zaujimavé
vlastnosti vlny sa nam urcite stratia.

Silnejsim ,kladivom® je metéda zvand harmonickd analyza a jej podstatou je prave hladanie
koeficientov a,, a b, vo Fourierovom rozvoji. V Audacity tato funkcionalitu najdeme v menu
Analyze — Plot Spectrum. Softvér nami zaznamenany zvuk sam analyzuje a nakresli spojité
spektrum s niekolkymi vyraznymi vrcholmi (pozri Obr.8 a Obr.7). Najvyssi z nich zodpoveda
fundamentalnej frekvencii, nizsie vrcholy vpravo st harmonické frekvencie. VSimnite si, ze os x
je logaritmicka.

Aby sme vylacili niektoré mozné chyby, gumicku sme po kazdom merani pustili a znovu
napli. Kazdé meranie sme pre istotu opakovali trikrat pre spolu desat réznych dlzok — to by
zvycajne sotva stacilo, ale rozptyly nameranych hodndt boli velmi malé, dokonca pod rozliso-
vacou schopnostou Audacity, ktoré je 1 Hz. Nedokonalosti gumicky a hlu¢né prostredie by nam
vSak ani tak zrejme neumoznili dosiahnut vyssiu presnost.

Dizka [ [mm] Relativne predizenie ¢ f; [Hz] f, [Hz] f3; [Hz] Frekvencia f [Hz]

120 1.2 72 71 73 72+ 1
140 1.4 82 81 81 81.3 = 0.6
160 1.6 86 85 85 85.3 = 0.6
180 1.8 87 87 87 87 £ 0
200 2 90 89 89 89.3 £ 0.6
220 2.2 87 87 87 87+ 0
240 24 87 86 86 86.3 £ 0
260 2.6 36 86 86 86 + 0
280 2.8 88 88 87 87.6 £ 0.6
300 3 87 87 87 87 £ 0

Ked si namerané hodnoty zobrazime v grafe, buda vyzerat priblizne takto:

8 otazky@fks.sk
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Namerane hodnoty
90 T T T T

} ' ' idata® —s—

86 | + + |
84 | |
82 | 1
80 | 1

78 -

frekvencia/[Hz]

74 | 1

72 | } ]

70

1 1.2 1.4 16 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

relativne predizenie

Obr. 6: Graf

Pred meranim sme ocakavali, ze zavislost bude aspon priblizne linearna: tén, ktory pocu-
jeme, sa predsa urcite zvysSuje s narastajucim napétim. Data nam to ale vyvratili — vidime,
7e spodiatku sa s narastajicou dizkou gumicky zvySovala aj fundamentélna frekvencia, ale pri
viac nez 1.8-nasobnom prediZeni sa ustalila priblizne na hodnote 87 Hz. Napriek tomu sme vsak
stale poculi, ako vyska ténu dalej narastd. Sposobili to prave vyssie harmonické frekvencie —
hned vidime, Ze pri 1.8-ndsobnom predlZeni st omnoho menej vyrazné, nez pri trojnasobnom.
A to uz staci na to, aby sme vnimali vyssi ton.

Keby sme vSak miesto gumicky mali napriklad gitarova strunu, zvysSovala by sa aj funda-
mentalna frekvencia. Fundamentélna rekvencia stojatej viny totiz zavisi od odmocniny podielu
napinajuicej sily a dlzkovej hustoty A = m /L

P VG _ [F,
21 4ml

Ak napiname strunu, jej dizka sa s rastticim napitim meni len velmi malo, zatial ¢o u gu-
micky bude rast takmer linearne. Tieto dva efekty sa potom navzajom vyrusia a fundamentalna
frekvencia tak ostane zhruba rovnaka.

9 otazky@fks.sk
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Obr. 7: Spektrum pri 1.8-nasobnom predizeni. Obr. 8: Spektrum pri 3-nasobnom predizeni.

3.5 B4/A2 — Kladka a lano po iksmiliénty raz (opravoval Mato B.)

Matej naposledy na fyzikdlnom krizku ukazoval zaujimavy experiment z mechaniky. Zobral velmi [ahkd
kladku, ktor( si zavesil na silomer a prehodil cez fiu lano diiky 1. Narovnal volné konce tak, aby sa siistava
nachddzala v rovnovaznej polohe a nasledne zo silomeru vycital, ze lano mad hmotnost m.

Vtom jeden nesikovny pohyb spdsobil, Ze sa lano trochu pretocilo a zadalo cez kladku prepadévat na
jednu stranu. Mato si ale vSimol, Ze silomer zacal ukazovat zaujimavé hodnoty pre meranu silu. Aka je
zavislost tejto sily od toho, ako hlboko sa prave nachadza nizsi koniec lana? Vzdialenost tohto konca lana
od jeho p6vodnej polohy oznac¢me .

Clovek by si povedal, ved ¢o uz zaujimavé ten silomer ukéze, viak ved silomer ukéze len tiazovi
silu. Pozorny riesitel vSak spozoroval, Zze v zadani sa vyskytlo spojenie zaujimavy experiment.
A uznajte sami, konstantna funkcia nie je prave zaujimava.

Najprv sa teda zamyslime, preco to nebude konstanta. Aké sily posobia na kladku? Urcite
na kladku pdsobi napitova sila lana T, uz ta sa bude menif pocas toho, ako bude lano prepa-
davat cez kladku. Potom je tu eSte sila Fyjomer, ktorou pdsobi silomer na kladku, ta zaistuje,
ze kladka nespadne. Je to vSetko? Na jednu silu sme predsa len este zabudli. Ide o silu, ktora
sposobuje zmenu hybnosti kiiskov lana, ked prejda kladkou. Tato sila bude zrejme nejako si-
visiet s rychlostou lana. Kedze pozicia aj rychlost lana nie st konstantné, tak si vieme lahko
domysliet, Ze silomer zrejme neukaze konstantna silu. Tiaz samotnej kladky zanedbéame.

10 otazky@fks.sk
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Obr. 9: Sily posobiace na kladku.

Ako uréit silu, potrebnii na zmenu hybnosti kiiskov lana? Aby sa nam lepSie pocitalo, tak
si zadefinujeme diZkovt hustotu lana p = o 6. Pre jednoduchost zanedbdme rozmery kladky
a pozrieme sa na maly kusok lana, ktory sa priblizuje ku kladke rychlostou v. Pred tym, nez
prejde kladkou, vektor rychlosti kusku lana smeruje nahor, akonéhle vsak prejde kladkou, tak
kiisok lana ma sice stale rychlost v”, ale vektor rychlosti kiisku lana uz smeruje nadol. Na
zmenu hybnosti ktsku lana sme ale potrebovali silu. Akt velka? Za ¢as At kasok lana dizky
vAt zmeni svoju rychlost o Av = v — (—v) = 2v. To zodpovedd zmene hybnosti Ap = mAv, a
prislusne;j sile F',

AN P VAL

Obr. 10: Zmena orientacie vektora rychlosti po prechode kladkou.

6Teda kolko vazi 1 m lana.
7Zmenu rychlosti lana pocas toho ako maly kiisok lana prechadza kladkou je mozné zanedbat.
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Ap = pvAtAv
Ap 2
F=—=2m".
At~

Teraz uz pozname naozaj vSetky posobiace sily na kladku. Kedze vieme, Ze kladka sa nepo-
hybuje, tak musi platif rovnovaha sil posobiacich na kladku.

2T — Fsilomer = 2PU2 .

Uz ndm ostava len uréit, ako zavisi rychlost lana v a napifové sila T od dlzky, o ktori sa
lano posunulo.

Obr. 11: Posunutie lana o x z rovnovaznej polohy.

Rychlost lana uréime zo Zakona zachovania energie. Nulovii hladinu zvolime na vrchu kladky.
Na zadiatku malo lano potencidlnu energiu®,

L 2
Ey = —pg (5) :

Ak sa lano posunie o z, tak jeho potencialnu energiu ziskame ako stcet potencidlnej energie
“kratsej” a “dlhsej” casti lana.

1(L > 1/L ?
Ey(z) = P95 (5 + l‘) — P9y (5 - SU)

Rychlost ziskame, uz len jednoduchym aplikovanim zékona zachovania energie?,

Eyo = Ep(x) + Ex(2),

L? L(L, > 1/L 2+1L2()
—pg— = —pg=|=+x | —pz| s —2x —pLv*(x
PI P95\ 5 5\ 5 5P ,

v(x) = 2—gx

L

8Kazd4 polovica lana ma hmotnost pL/2 a jej fazisko sa nachddza vo vzdialenosti L/4 pod kladkou.
9Uvedens4 sila, totiz meni smer rjchlosti, ale nekon4 pracu.
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Napitovu silu ziskame, tak ako je v prikladoch s kladkami zvykom, z pohybovych rovnic
pre dve telesd spojené vldknom. V naSom pripade su “dve telesd” kratSia a dlhSia cast lana.

Zrychlenie lana oznacime a.
L L
p(E—x)a:—p (§—x>g+T,

L+ —L—I— T
pzxa—pzxg.

Ich rieSenim ziskame a = 2gz/L a spitnym dosadenim, napriklad do prvej rovnice, ziskame
T'. Dosadenim do rovnovéhy sil, tak dostaneme zavislost sily Fijomer 0d ,

8x? 82
Fsilomer = ng (1 - F) =mg (1 - F) .

Vsimnime si, Ze v istom okamihu klesne této sila na nulu. Co sa bude potom s lanom diat?
Prestane sa dotykat kladky a jeho koniec $§vihne smerom nahor.'°* Lano tak cez kladku neprejde
len tak nudne, ako by sme cakali. Takze nakoniec, lana a kladky nie st az také nezaujimavé.

3.6 A3 — Elektromaze (opravoval Kubo B.)

X
F

Obr. 12: Siet rezistorov a zdrojov

Takyto sympaticky vyzerajici obvod stvoril Kubo pocas svojich kreativnych chvil. Napatia na vSetkych
zdrojoch nastavime na hodnotu U a odpory rezistorov na hodnotu R. Aké prady pretekajl troma rezistormi,
ktoré s najblizsie k stredu?

Spocdiatku mozeme nadobudnit pocit, Ze si tvorca tlohy z nés robi srandu a Ze sa chce kochat
nasim strapenym vyrazom pri rieSeni hnusného obvodu. Mozno ocakéva, aby sme popisali obvod

10Gkste si to vysktsat doma. Rychlo tahajte napr. dlh$iu nif prevesent cez nejaky drot.
1Ak vés tento priklad zaujal, tak sa moézZete pozriet aj na jeho faz§iu verziu v archive FX.
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Sialenou ststavou rovnic, ktoré nakoniec musime vyriesit a ziskat rieSenia pre hladané tri prudy.
Mozno chce, aby sme si taky obvod postavili a odmerali to experimentalne.

Nie a nie. To by nebolo FKS, keby riesienie tilohy malo byt takéto priamociare a suché.
Musi v tom byt nieco iné.

Notoricky zname triky a finty, ktoré sa vyuzivaja v jednosmernych elektrickych obvodoch
st napriklad: zmensovanie poctu rezistorov, spajanie ekvipotencidlnych uzlov ¢i hladanie Kirch-
hoffovich sluciek.

Skiisme sa pozriet na vSetky tri. Ak ni¢ nevydd, tak je tloha hnusna a autor sa mdze ist
hanbit za nulovi originalitu do tmavého rohu. Ak to vyjde, sme za vodou.

(i)

(iii)

ZmenSovanie poctu rezistorov funguje dobre v elektrickych obvodoch, v ktorych sa nena-

chadza vela zdrojov napitia. Klasickou fintou je napriklad to, Ze nahradite dva rezistory,
ktoré st za sebou, jednym, a prehlasite, ze obvod sa sprava rovnako, ak sa jeho odpor
rovnda suctu dvoch predoslych.

V naSom obvode sa nachadza privela zdrojov, takze tato metéda tu fungovat nebude.

Spdjanie ekvipotencidlnych uzlov funguje spésobom, ze ak nadjdeme dva uzly, na ktorych
st rovnaké elektrické potencidly, tak ich moézeme spojit vodicom. Tymto vodi¢om zaru-
Cenie nebude tiect prad (pretoze je na jeho koncoch nulové napétie) a teda ho mozeme
Tubovolne skréatif. Az na nulu. Cize takéto dva uzly moézeme prehlasit za jeden.

Tento trik sa zase hojne vyuziva v symetrickych obvodoch, kde je hladanie uzlov s rovna-
kym elektrickym potencidlom uplné hracka. Nas obvod sice symetricky je, ale nie st na
fiom symetricky rozloZené ani rezistory, ani zdroje napétia. Ano, mézeme vyratat hodnoty
elektrickych potencidlov na jednotlivych uzloch, ale to by sme sa opiit dostali k mrakom
a mrakom previazanych rovnic a zhorseniu psychickej vyrovnanosti.

Metédu teda prehlasujeme za neefektivnu a ostdva nam dufat, Ze vyjde ta posledné.

.....

nou prave v obvodoch, kde sa nachadza vela zdrojov napiitia.

Na rozbeh si pripomenme, ¢o hovoria Kirchhoffove zakony:

1. Kirchhoffov zakon

Pre vsetky uzly v obvode plati, Ze kolko pridu do neho vtecie, tolko z neho aj vytedcie.
Algebraicky to vieme zapisat ako:

i[zzo,
i=1

pricom prud mé kladné znamienko vtedy, ked do uzlu vteké a zéaporné, ked vyteka.

14 otazky@fks.sk
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2. Kirchhoffov zakon

Je vlastne iba zakon zachovania energie. Hovori, ze pre kazda slucku v obvode plati, ze
algebraicky stcet napiti na tejto slucke je nulovy. CiZe sa energia nehromadi. Teda, ked
sCitame vsSetky napétia na zdrojoch a rezistoroch, tak plati:

pricom napétia a prady maju kladné znamienka, ak s ich smery v slucke orientované
v protismere hodinovych ruciciek. V opa¢nom pripade maji znamienko —.

Metdda hladania Kirchhoffovych sluciek spociva v tom, Ze ndjdeme v obvode taku slucku,
ktorad bude obsahovat samé zdroje napiitia okrem jedného rezistora. Ak sa nam toto podari,
tak vdaka druhému Kirchhoffovému zédkonu vieme najst prud tectci rezistorom.

Podme sa pozriet na nas nechutny obvod. Ozna¢me jeho stred ako bod O a prudy aj s vy-

tipovanymi smermi toku ako I, I5, I3:

i
G
Y g

U PR
| L
QA

2y o~ X

Obr. 13: Hnusny obvod zo zadania

Z prvého Kirchhoffovho zdkona vieme okamzite napisat:

Il+12:lg

To je zatial jedna rovnica o troch neznémych. Ni¢ moc.

Podme teraz hladat spominané Kirchhoffove slucky. Vieme, Ze takato slucka musi prechadzat
bodom O (aby prechadzala rezistormi, na ktorych hladame pridy) a minimalne (a hadam aj
maximalne) dvomi rezistormi. Po chvilke pozeania na obrazok nachadzame prva slucku:

15 otazky@fks.sk
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Obr. 14: Prva nijdena Kirchhoffova slucka. Cierne $ipky znazorfiuji smer, ktory sme si zvolili ako
kladny.

Ked sa teraz prejdeme po slucke v smere Ciernych Sipok a séitame vSetky napitia, ktoré po
ceste stretneme (kladné su tie, ktoré si v nasom smere a zaporné tie, ktoré su proti nam), tak
dostavame:

—-LHR+U-U-U-U+LR=0
2U

_[2—_[1:?

Teraz uz mam dokopy dve rovnice o troch nezndmych. Evidentne treba néjst este druhu
slucku, ktora prechadza inou dvojicou rezistorov. Prvi sme uz nasli a zjavne to nebola nahoda,
takze sa opit poriadne zahladme na obrazok a hladajme.

Ladies and gentlemen, tu hla:

16 otazky@fks.sk
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Obr. 15: Druha najdenda Kirchhoffova slucka. Znacne vicsia.
Ked uZ sme nasli slucku, vyuZijeme ten isty zakon'?:

—LR+7U -3U - I3R=0
4U

]2+13:F

Jucht! Méame tri rovnice o troch neznamych, ktoré uz vieme riesit. Napisme si ich pekne
pod seba:

Il + IQ — 13 =0
2U
IQ - ]1 - f
4U
12 + 13 = ?
Vsimavejsi vidia, ze ked vSetky tri rovnice sCitame, vieme okamzite vyratat Io:
6U 2U
3 = — — Iy = —
"R ‘"R
A 7z toho uz aj zvysné [; a Is:
2U 2U 4U 2U
L=——-1=0 Ih = — Iy=——-1L=—
1= 2 2= 5 35 h 2= p

127 dévodu prehladnosti rovnice uz nerozpisujeme jednotlivé algebraické s¢itavania zdrojov na slucke. Vidime,
ze tych, ktoré maju rovnaky smer ako Cierne Sipky, je 7 a tie, ktoré maju smer opacny, su 3.
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Z tohoto vysledku vidime niekolko veci. Prvou z nich je to, Ze vSetky znamienka vo vysled-
koch méme nezaporné. To znamend, Ze na zaciatku, kedy sme tipovali, akym smerom budu
tiect prady Iy, I, I3, tak sme si tipli spravne.

Druhou zaujimavou vecou je, ze prud I; vySiel nulovy. To znamena, Ze medzi uzlom O a
uzlom leziacim hned vlavo za rezistorom nie je Ziadne napitie. To znamend, Ze maju rovnaky
elektricky potencidl a teda mozeme rezistor vyhoditf a tieto uzly spojit.

Slavnostne moézeme prehlésit, Ze sme tlohu vyriesili :-)

3.7 A4 — Nuapurista kuulu se polokan tahti... (opravoval Mato B.)

2 UFF, koneéne!l” - vydychol si Dusan, ked po troch sériach doupratoval sSopu a povyhadzoval smeti typu
pacidlo, dutd valcova trubica,... Vtom si vS§imol, Ze v tmavom kiite Sopy leZi este jedna, prachom zapadnutd,
podlhovastd vec. So zadrzanym dychom ju zdvihol a rozZiaril sa mu dsmev na tvari. Bola to totiZ jeho
oblibend flauta z detskych &ias. Ked sa uistil, Ze v jej vnitri neprebyva Ziaden infarktspbsobujici Zivocich,
oprasil ju a zahral si levan Polkku'3.

Nepresiel dlhy ¢as, a Dusan uZz bol na ceste smerom na Prie¢ne sedlo, pricom po ceste sa snaZil si
spomen(t na vSetky pesnicky, ktoré z detstva pozabidal. Na vrchole si chcel symbolicky opat zahrat levan
Polkku, ale ked' zacal, rychlo prestal. Dusan si totiZ vsimol, Ze flauta mu hrd akosi inak. ..

Vypoditajte, ako velmi sa zmenila frekvencia komorného a, ktoré Dusan hral na flaute na vrchole
Prie¢neho sedla oproti situdcii, ked sa este nachadzal v blizkosti Sopy. Predpokladajte, Ze v okoli Sopy bola
normélna teplota (20°C) a tlak (10°Pa). Dalej uvaZujte idealizovana atmosféru, ktorej tlak a teplota sa
meni s vySkou adiabaticky. Na zdver prezrddzame, ze DuSanova chata sa nachidza v Starom Smokovci.

Prirodzena otazka po precitani zadania je, preco by sa mala vobec frekvencia zvuku flauty
menit? Na jej zodpovedanie si musime ujasnit, ako vznika zvuk vo flaute. Jej vnitro funguje
ako rezonanc¢na komora s otvorenym koncom. Frekvenciu ténu zmenime tak, Zze polozime prsty
na iné otvory, a tak zmenime dizku ¢asti flauty, v ktorej vzduch rezonuje. Zvuk je produkovany
v okamihu, ako vzduch narazi na ostr hranu otvoru a je niteny rezonovat.'* Vypoéitat, aké
presné musi byt rozostavenie otvorov a aké velké musia byt, aby vytvorili nejaky fubozvuény
tén, nie je v skutoc¢nosti az také Tahké, ako sa moZe na prvy pohlad zdaf.!® Dobrou spravou
je, Zze mi takéto problémy v skutocnosti riesit nemusime, kedZze uz predpokladame, Ze zrucény
vyrobca fliut umiestnil otvory tak, ze flauta vyda zo seba perfektné komorné A, ak polozime
prsty na spravne miesta :). Cim je teda uréend frekvencia zvuku f? Jednoducho rychlostou
zvuku ¢ a efektivnou dizkou vzduchového stipca L. 6

Cc

Jay ~ :
) Leg(a)

V zadani sme vam troSku pomohli, ked sme povedali, Ze méte uvazovat adiabaticki atmo-
sféru.l” Sikovny riesitel uréite si najde ¢i vypocita, ze so zmenou vysky sa v takejto atmosfére

Bhttps://www.youtube.com/watch?v=4omirQKPijI
Viac o tom, ako funguje flauta mozete najst na http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/music/flute.html.
15Pri vytvarani hudobnych nastrojov si totiz uz nevysta¢ime s jednoduchymi modelmi, ale musime zobrat do
uvahy aj okrajové efekty prudenia vzduchu.
16Samozrejme, az na ¢iselnti konstantu spdsobenti tym, Ze vlnova dlzka nie je priamo dlzka vzduchového
sﬂpca.
1Tde o druhy najjednoduchsi model atmosféry hned po izotermickej atmosfére, tt ale, zo zjavnych pri¢in, na
odhad zmeny teploty vzduchu pouzit nemdzeme.
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meni teplota vzduchu. A ¢o sa meni s teplotou? Okrem iného, dlzka materialov a rjchlost zvuku.
So stupajicou vyskou sa meni aj zlozenie atmosféry. Na ¢o najlepsi odhad zmeny frekvencie
musime posudit velkost tychto efektov. Pustime sa teda do prace!

Adiabaticka atmosféra

Najprv skisme odhadnif, aka je teplota v Prie¢nom sedle, ak v Starom Smokovci je préve
20°C. Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze vzduch je idedlny plyn, takze moZzeme pouzit
stavovii rovnicu idealneho plynu. Taktiez budeme predpokladat, ze atmosféra je v hydrostatickej
rovnovahe, a teda na kazdy jej kiisok musi byt stucet posobiacich sil rovny nule. Samozrejme
zanedbame inverziu pocasia a podobné javy.

Ak sa pozrieme na vrstvu atmosféry s plochou dS a s hrubkou dh nachadzajicou sa vo
vyske h, tak tlakova sila vzduchu p(h)dS posobiacia zdola musi kompenzovat tiaz tejto tenkej
vrstvy, s hustotou p(h), a tlakovi silu vzduchu vSetkych vrstiev atmosféry nachadzajucich sa
nad touto vrstvou p(h + dh)dS.

Matematicky zapisané a predelené plosnym elementom d.S,

p(h+dh) + p(h)gdh = p(h),

pr AW =) _ ).

L. (1)

Hustotu vzduchu vieme urcif zo stavovej rovnice na zéklade mdlovej hmotnosti vzduchu

Mm7

pV =nRT,
m
V =—RT
p M, )
_ pM,,
p - RT )
aby sme nezabudli, Ze tlak aj teplota st funkciami vysky, tak nezabudneme pripisat (h).
p(h) M,
h)=—=— 2

VloZenim do prvej rovnice sa ndm podari vyluéit hustotu z nagich rovnic.!®

dp _ p(h)M,, )
dh — RT(h) 7
Nebudeme uvazovat zmenu zloZenia atmosféry s meniacou sa vyskou a mélovii hmotnost vzdu-
chu budeme pokladat za konstantnt.
Zatial mame iba jednu rovnicu, ale az dve hladané funkcie (p(h) a T'(h)). Preto potrebujeme
eSte rovnicu, ktora ndm pomoze “zbavit sa” nepotrebného tlaku. Na to nam prave pomdze pred-
poklad adiabatickej atmosféry t.j. takej, v ktorej sa vzduch dokonale premiesava. Adiabatickost

187bytoéne by sme totiz pocitali nieco, ¢o nepotrebujeme.
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atmosféry prameni z faktu, Ze vzduch je velmi zly vodi¢ tepla, takZze moZeme zanedbat tepelni
vymenu medzi kiiskom vzduchu a jeho okolim pri tom, ako sa tento vzduch dostava do vyssich
vrstiev atmosféry.'?

Pre idealny plyn a vratné adiabatické deje plati, ze

Vv
p? = konst. s
pV7 = konst. .

My by sme vsak potrebovali, aby nejaky vyraz obsahujuci tlak a teplotu bol tiez konstanta. Po
kratkom zamysleni nezostaneme sklamany, ked si uvedomime, Ze aj?

p' 7T = konst. .

2

Ako tento poznatok vhodne vyuzit? Tak, Ze tento vztah zdiferencujeme?'a ziskame tak druht

rovnicu obsahujicu len tlak a teplotu.

(1—~)p "T7dp +~p" "T7 AT =0,
dp v dT

= o) 1T @)

VlozZenim do rovnice (3) s poteSenim zistujeme, Ze teplota s vyskou linearne klesa.

dT v—1M,yg v —1M,qg
—_———— Th)=T(0) - ——h
A TR = T(h) =T(0) TR

Adiabatické konstanta vzduchu je priblizne v = 1,4%? a mélova hmotnost M,, = 28,96 gmol !
Vdaka ¢omu vieme odhadntt teplotu na Prie¢nom sedle, ktoré sa nachédza o priblizne 1340 m
vyssie ako Stary Smokovec, na priblizne 7, = 7°C. Mélovii hmotnost vzduchu mozno povazo-

vat za konStantu, kedZe zmena zlozenia atmosféry zac¢ina byt relevatna az pri vyskach radovo

100km.23

Rychlost zvuku vo vzduchu

Teraz potrebujeme este zistif ako zavisi rychlost vzduchu na teplote. MoZeme si najst inZiniersky
vztah?,
c(t) ~ (331,3 + (0,6 - t)) ms™ ",

19Mbzeme si to predstavit tak, Ze potencidlnu energiu, ktort kisok vzduchu ziska, ked ho vynesieme vyssie,
tento kisok vzduchu nutne strati zo svojej vnutornej energie, kedze energia sa musi zachovat a vzduch je velmi
zly vodié tepla, a teda efektivne nestihne prijat ani odovzdat Ziadne teplo. Pozor, toto mozno trvdit iba pre
adiabatické deje.

208taci vydelif druh rovnicu prvou umocnenou na 7-tu.

21Teda zistime, ako medzi sebou stiviasia zmeny jednotlivych veli¢in.Ako keby sme derivovali podla nejake;
tretej premennej, a potom to, ¢o dostaneme, vynasobili diferencidlom tejto premennej.

22Kedze dusik aj kyslik st v atmosfére v podobe dvojatémovych molekl.

23Skutocény dévod preco sa horolezcom zle dycha, je len samotna nizsia hustota atmosféry, nie zmena percen-
tualneho zastupenia jednotlivych plynov.

2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Speed_of _sound\#Practical_formula_for_dry_air
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kde t je teplota v stuptioch Celsia. D4 sa ukazaf, Ze mechanické viny?, a teda aj zvuk sa vo
vzduchu §iria rychlostou

o) = [ yom-

Za predpokladu malej zmeny teploty At << T mozno odhadnit rychlost zvuku pri teplote
T+ AT za pomoci Taylorovho rozvoja, ¢im dosadenim ¢iselnych hodnét dostaneme horeuvedeny

“inziniersky” vztah.
RT 1 R
T+ AT) ~ [ y—=AT.
AT+ AT =\ o\ VAT

Dosadenim naSej zmeny teploty Tahko zistime, Ze relativna zmena rychlosti zvuku je priblizne

A
rovna =¢ ~—2-1072.
c

Dalsie efekty

9-bodové riesenie by okrem odhadu malo obsahovat aj posudenie, ktoré efekty maji najviacsi
vplyv, a ktoré naopak mozeme zanedbat. Dobra rada do Zivota fyzika je, Ze ak nieco zanedba-
vam, tak musim mat argument, pre¢o moézem toto zanedbanie urobit.

Zamyslime sa teda, ¢o by eSte mohlo mat vplyv. Okrem spominanych efektov “pocasia” by
mohla maf vplyv este tepelné rozfaznost samotnej flauty. Kedze sa ale dlzka vzduchového stipca
nachadza v menovateli, tak tepelnd roztaznost méa opac¢ny vplyv ako zmena rychlosti zvuku,
a naopak frekvenciu zvySuje. Tu moze taktiez zavazif ¢i je flauta z dreva alebo je kovova.

Koeficient tepelnej roztaznosti pre drevo a kovy sa pohybuje v rozmedzi 10~ — 107K, To
Al

znamena, ze relativna zmena dizky flauty sa pohybuje na trovni e ~ —1-(107*-107?). Co

je rddovo menej ako relativna zmena rychlosti zvuku.

Zmena frekvencie tonu

Relativnu zmenu rychlosti zvuku uréime na zaklade prvej rovnice, vydelenim vyrazu pre f’ a

f
P2 ()~ (14 29) ~ 0075,
f c 1+ c

Otéazkou este je, ¢i je tento rozdiel frekvencie pocutelny. V hudbe sa na oznacenej logaritmickej
vzdialenosti ténov pouziva jednotka Cent.?°,

!/

n = 1200 - log, (fT) ~ —42 Cent .

Z5Drtici si to moézu skusit odvodit ako cvienie na zaklade adiabatickosti daného procesu.
2nttp://en.wikipedia.org/wiki/Cent_(music)
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Posunu o poltén zodpovedd vzdialenost 100 Cent.Najmensi pocutelny rozdiel je priblizne 5 —
— 6 Cent, takze to zrejme pocutelné bude. Aby ste si vytvorili predstavu, tak si to mozete
vypocut tu 7.

2Thttp://fks.sk/ matob/flauta.mp3 Prvé tri sekundy st komorné A, dalsie posunuté komorné A o —42
centov, ¢o uz je poéut. Dalsie tri sekundy tvoria oba tény sticasne, kedy je uz zretelne pocut, ze dochadza
k interferencii, ktora nie je prave fubozvucna.

22 otazky@fks.sk



